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Zur projekÜYiächeu Beliandlung der Dreiecksgeometrie. 

Von GüSTAV Bbrkban in Hamborg. 

Yoru'mi. —- Df»r Vorlpsuupf über „höhere Geometrie", dip mein 
hoeh\ i'if hrt^T Lehrer, Herr Prof. W. Fr. Meyer zu Konigsitorg im 
Somuiersemester 11K.)3 gehalten hat, verdanke ich die Anregung zn dem 
Versuche, den Gedanken, daß „die metrischen Eigeuschafteu der geo- 
metrischeu Gebilde als projektive in bcziig auf den unendlich fernen 
Kug:elkreis erscheinen"*), zum Beweise metrischer Sätze zu verwenden — 
systenmtisclK'r ali> (las hisli< r (jachchen ist. 

Indem ich mich zuuächbt auf die Geometiie der Ebene*), ins- 
besondere die des Dreiecks beschränkte, verfaßte ich eine, am 20. Juli 1904 
Ton der Königsberger philosophischen Fakultät gekrönte, Preisarbeit, 
die nato^mäfiy olme angenähert ToUstiuidig 211 sein, M^on sebr Qm- 
isDgreich wurde. Daraus ist die Torliegende Diasertation ein sehr 
koner Auszug. 

In diesem sind nicht nur Einzelheiten — Rechnungen und woiiger 
inteFessante Satee — unterdrQckt: ganz fortgelass«! ist ein Teil, der 
die fttr die neuere DreiediBgeometrie wichtige Theorie dreier gleich- 
wendig ahnlichen Figuren projektiTtsdi behandelt, und ein Anhang, 
der das Dreieck in der Ebene der komplexen Zahlen studiert. 

Ewlleitwiig. — 1. „Es ist in der Tat bewundernswürdig, daß eine 
so einfiushe Figur, wie das Dreieck, so unerschSpflidi an Eigenschaften 
isl^ Wer wäide diesem Wort') nicht beistimmen, zumal, nachdem 
sich in jüngster Zeit die sogenannte neuere Dreieoksgeometrie so 
nüichtig entwickelt hat! 

Von den Eigenschaften des Dreiecks kennt man heute bereits so 
Tiele, daß das dringende Bedür&is nach einem durchgreifenden Ordnnngs- 
prinzip*) vorliegt 

1) KarlDoehlemann, 06(mietnaGhoTniuforiiiatioiienI. Sammlniig Behabert. 
Leiptig 1903. S. 18. 

2) An Stelle des KugelkreisOd treten da die Kreispuiiktt». 

3) A. L. Crelle, Sammlung inathematischer Auföätze. I., 1821, S. 170. 

4) Vgl. hierzu F. Caspary, Zur aeueren Dreiecksgcometrio. Archiv d. Math, 
u. Thjsik ^3) 1, 148 -168, S89— 288, 1901 «md E. Jahnke, Ober dieiiiMh per- 
^»ektlnBebe Dieieeke in der DrnedngeoiiMtrie. Progr. d. Aohtm Bealsdi. Berlin, 
Ostern 1900. 

AiaUv dw l|««|i«iii«tlk «nd FhftU. ULJt«Uit. XI. 1 
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2. Wie der „Lemoinesdie FxuMf* eines Dreiecke Ton Qrebe 
in die Wieeeneehaft als der Punkt eingefUirt worden ist, für den die 
Snmme aus den Quadraten seiner Abstände von den Seiten des Dreiecks 
ein Minimum wird, so könnte man überhaupt merkwürdige Punkte, 
Geraden, Kegelschnitte usw. in der Ebene des Dreiecks dadurch defi- 
nieren , daß für diese Elemente oder Gebilde irgend eine Funktion 
ihrer Xoordinaten, Parameter, . . . einen ausgezeichneten Wert, ein Mini- 
mum oder ein Maximum erreicht. Es durfte nicht schwer sein, in 
jedem einzelnen Falle die geeignete Fimktion herauszufinden.') 

So könnte man viele Merkwürdigkeiten, die das Dreieck in sich 
bii^, auf die eine zTirflckfÜhren, daß ein Wert unter vielen anderen 
der kleinste oder der größte ist. Es bliebe dann noch die Aufgabe, 
jene Funktionen, um deiea Extrem» es sich handelt, wissenschaftlich 
zu verarbeiten. 

3. Ein anderes Orrin ungsprinzip, das in dicspr Arljeit nusseiiließlieh 
zur Anwendung lioiiiitn'ii soll, bietet die projektive («eonietrie in jenem 
BegriÜ, der entstellt, wenn man ihr dit* Metrik unterordnet, in dem 
Begriff der imaginärcu unendlich fernen Kreispunkie. 

Su( iit man in der projektiven Ebene diejenigen Elemente, die von 
allen eudiicheii Elementen einen unendlieh großen Abstand haben, bo 
findet man als Ort für die Punkte eine Gerade — die unendlich ferne 
Gerade der Ebene — und als Ort für die Geraden einen Klassenkegel- 
sfbuitt, der in ein imaginäres Puuktei)aar - in das Ivreispunktepaar 
auf der unendlich fernen Geraden — zerfallen ist.') 

4. Die Kreispunkte und ihre Verbindungslinie, die unendlich ferne 
Gerade, (dae obeolute*) Gebilde) dienen bekanntlidi dazu, alle me- 
trischen Begriffs (Patallelismns, Ifitte, senkrecht, Kraie nsw.) r&n pro- 
jektiv SU definieren. Sie spielen dsber in allen metrisehen Sitsen eine 
wichtige Rolle, doeh nicht lllMaall die gleiche.*) Wenn sie ancb zur 
projektiTischen Ableitung eines jeden metrisch«! Sataes hinreiehen 
müssen, so sind sie doch nicht fDr alle in gleichem Maße notwendig. 
In einigen Sätzen spielen nicht die Kreispunkte selber eine Rolle, 

1) Für die Steiuer»cheu KlUpuen des DreieckB bat der FlächeniAholt einen 
größten (kleinsten) Wert. Mit Hilfe dreier Zahlen 1« m v kami »an jeden Punkt 
ni einem Hinimunupunkt maehai. J. Schick, Besiehungen swischen bogonal- 
sentrik und Invariantentheorie. Münchener Berichte. 80, 249 — 272, 1900. 

2) Karl Dnehlemann, Geometrische Transtormstionen. L Sammlung 
Schubert. Leipzig 1902. S. 83. 

8) Ebenda S. S4. S. 1S9. 

4) Yfligl. W. Fr. Meyer. Ober die HOhen de« Tetraeden. Arehi? d. Math, 
u. Physik, (ßl) 8, 185. 1904. 
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■ondern mir ihre VerbrndmigBlime, die nnendlich ferne Gerade^); in 
andere geht das ^eiepimlctepaar nur als Eegelschnitt ein, yon dem 
es g^z gleichgültig isi^ ob er in ein Pnnktepaar zerfallt od^ nicht.*) 
Schliefilidi ist es ffir dnige Sätze tinentbehrlich^ daß der absolute 
Eegekehnitt wirklich auch ein Ponktepaar ist.*) 

In ufd^er Art nun das Kreug^nkfepaar den eimdnen m^isekm 
Beziehungen zugrunde liegt, erkennt man am besten dann, trenn man et 
dureh ein heliebigf aber fest geicühltes absolutes Gebilde, sei es also dureJi 
eine absolute Gerade, einen absoluten aJlgemeinen KegdschmU (dar nicht 
gerfaUen ist) oder ein absolutes Punktepaar ersetzt.*) 

Den drei Klassen, in die demnach die Sätze der Metrik zerfallen, 
solleti die drei Abschnitte dieser Arbeit entsprechen, deren jeder natür- 
lich nur wenige Beispiele enthalten kann. 

Ehe wir uns jedoch dem ersten Abschnitte zuwenden, müssen wir 
am Schluß dieser Einleitung noch einij^e Bemerkungen über projektive 
Beziehungen am Dreieck vorausschicken, damit wir uns im folgenden 
darauf beziehen köimen. 

5. Wenn man iu der projektiveu Geometrie von den Gnmdgebilden 
erster StnI'e 7,11 denen zweiter Stufe übergeht, so trifft man als ein- 
fachete Figuren solelie an, die mis tlroi Elementen gLl:>iklet werden. 
In der Geometrie der Ebene ist das die Figur, die zugleich Dreieck 
und Dreiseit, sich selbst dual ist. 

Für die Bezeichnung sei das folgende Sclieiuu maßgebend: Das 
Dreieck A, bezw. das Dreiseit a hat die Ecken .1,. .1^, A^, die 
Seiten a,, a^, a.^ (die Winkel a, = -^iL-^i-^J -l|L-ij-ltJ)- 

Das Dreiock-Dreiseit bietet zu projektiven Betrachtungen kaum 
Gelegenheit; erst das Viereck und das Vierseit haben für die projektive 
Geometrie eine grundlegende Bedeutung. Was jetat folgen soll, deckt 
sich dem Inhalte nach meist mit der Theorie dieser Figuren; nur die 
Form ist der Dreiecksgeometoie angepaBi 

6. Es sei ^ das Granddreieck eines projektiven Koordinatensystems.^) 
Sind dann drü Zahlen p^, j?, ihrem absoluten Werte nach nnd bis 
auf einen gemeinsamen Faktor gegeben, so gehören zu diesen als 
Koordinaienwerten Tier Punkte in der Ebene des Dreiecks A: 

1) Affine Geometrie. 

'2) Hjrperboliscbe und elliptische Geometrie. 
. 3'i Parabolische Geometrie. 

4} Den Fall eines absoluten Gerudeupaarcs laBsen wir nnberückaiahtigt , weil 
er kein metrisches Interasse bietet 
5) K. Doehlemann a. a. 0. 

!• 
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Dtts Ton diesen yier Punkten P gebildete Viereck hai das Gnmd- 
dreieek Ä nun Diagonaldreieek. 

Dieser Satz begreift eine Menge hannoniedier Eigenscbaften; vier 
eolcsbe Punkte P heiBen deswegen harmomatA assariieri^) in besn^ snf 
das Oninddreieck. Das Dreieek, das je drei dieser P^inkte bilden, möge 
kurz das dem vierten harmonisch assoziierte Dreieck heißen. 

Dual erhalten wir harmonisch assoziierte Oeraden und Dreiseite. 

7. Die Dreiecke P und A liegen perspektivisch; Koliineations- 
zentrum ist der Punkt P, Kollineationsachse die ..Harmonikale" oder 
f^erade Polaref' % von L\ deren Koordinatou sind.*) 

Fassen wir das Dreieck .1 als Kurve dritter Ordnung auf, so er- 
halten wir zu einem Punkte V außer der eben genannten geraden 
Polare noch die konische Polare: P Vi^t^^ -f i^i-ij-i-'i -r i^g-^i^ = ü, 
also einen dem Dreieck A um- und dem Dreieck P einbeschxiebeneu 
Kegelschmit. 

Dual erhalten wir als i'olareu zu einer Geraden m bezug auf das 
als Kurve dritter Klasse aufgefaßte Grunddreieck einen Punkt, ihren 
Dreicchsiiol , und einen dem Dreieck A einbeschriebenen Kegelsehnitt, 
und zwar zur obigen Geraden wieder den Punkt P und den Kegel- 
schnitt: II = u^^'a'Px -f- iK + Wi^s/Ps ^ ^• 

8. JVöCÄ dvn tn^^lirrtijni KniivicllHntjcH yehi/icu immer vier GehUde 
eng zusammen: Ein Punkt, eine Gerade, ein Utnk^felschmü und ein In- 
kegclscJmiU des (rranddreiichs. 

Besonders interessant ist noch der folgende Satz*): 

Zwei zusammengehörige Kegelschnitte P und 77 berühren sich 

doppelt^), und zwar so, daß die zugehörigen Elemente P und » Be- 

rUhrungspol und Berühruiigsst^hne sind. 

9. Diese natfirlich höchst nnroUstandigen Betrachtungen spielen 
in der neueren Dreiecksgeometrie eine wichtige Rolle: 

üfi^ den Umkeyelschnitien des Grunddreiecks A ist einer aus- 
gezeichnet: sein Umkreis. Auch z\( ihm geJiören in dem obigen Sinne 
ein JtdcegdschniU, ein Funki md eine Oerade: die JBroeardache EUipse, 

1) E. Bouch^ et Ch. de Comberottti e, Traitd de O^em^trie. L p. 449, 
Psrif 1900. Onthior-Tillsn. 

2) Die Gerade n erhält man auch, wenn man auf P zunächst eine quadratische 
Trauflformation (l>,-2| — 1} und dann auf den Bildptinkt Q eine Konelation (u^ 

anwendet. 

S) Max Grciner, Fol und Polare des Dreiecks. Archiv der Math, and Phjsik. 
69, 1970. 

4) Diese DopiMtberdlming ist «teta imaginftr. 



Digitized by Google 



Zur xjrojektiviBcbea Behandlung der Dmeck^eoinctrie. 



5 



der Lemoine»dte Punkt und die Lemoinesthe ömufe des Gnmd- 
drmeck$,^) 

Erster Absehnitt: Das Dreieck mi die absolute Gerade. 

1« Die absdluk Gerade, — 10. Wie in der Einlmtmig bereits be- 
tont wurde, entbalten einige metrische S&bse nur Besiehnngen zur 
unendlich fernen Geraden^ nicht mm Kreispunktepaar. Sie sind Tom 
projektiTen Standpunkt ans die eiufiicheren. Einige dieser Sitae bilden 
den Inhalt dieses ersten Abschnittes. 

Die unendlidt ferne Gerade ersetzen ivW dimih eine hdiebige Gerade, 
die wir aber, nacfidem wir gewähU, fes^kcdien tmd darum als die aheohtfe 
Gerade bezeichnen können. 

11. Jede Kurve wter Ordnung schneidet die absolute Gerade in 
n Punkten, die kurz als die Richtpunkte der Kunre bezeichnet werden 
mögen. 

Mit Hilfe der absoluten Geraden definieren wir in bekannter Weise 
den Parallelismus zweier Geraden, die Homothetik zweier Kegelschnitte, 
die Ahnlichkeitslage *) zweier Dreiecke, den Mittelpunkt und die 

Asympt-oten f»in»^a Kof^flsclmitts, die Mitte eiTier Strecke, die durch 
drei Punkte einer Goriulou liestiminteii A^'rhiiltnisse (als Doppelrorhält- 
nisse dieser drei Punkte und des iiichtpunktes ihrer Geraden i, die 
Mittellinieu \md den ihnen gemeinsamen Flä<^hensehwerpunkt des I)rei- 
eck^:. (lesseu gerade Polare in bezug auf das Dreieck wieder die absolute 
Gerade ist, usw. 

Die kuuiächeü Polaren deb Schwerjuaikles und der absoluten (Je- 
rudeu sind die beiden Steinerschen Ellipsen, die ümt'llij).se und die 
Inellipse Aus Nr. 8 folgt, dsiß diese homothetisch und konzen- 
trisch sind. 

12. Die absolute (rermle könnte luaii — um die Rechnung /u ver- 
einfiichen — zur Eiuheitsgeradeu des Koordiuateiisystems wliiiieu.^) 

1) Wegen dieser widitigen GebUde vergleiclie man die Hauptwarke fiber 

neuere Dreiecksgeometrie: 

A. Enini^^rich, Die Brocardschen Gebilde und ihro Beziehtmgen zu den ver- 
wandteu merkwürdigen Punkten und Kreisea des Dreiecks. Berlin 1891. Mit 
leichhaltigem LitttabnuaehtratB! 

W. Fvhrmann, BynfhetiBche Beweise pbioimetriadier Berlin 1890. 

E. Rouchä et Cb. de ComberonBsef Traitä de GMomöfarieL et n. TII. M. 
Pteis 1900 

Auch sei hingewieecn auf die Berichte vou E. Vigarie, Association Fran9aiBe 
poiu 1 Avancement des Sciences, zuerst Congris de Toalonae 1887. 
i) Die Ähnlichkdt kOnnen wir hier nicht definieieii. 
8) BizTientriacbe Kootdinetevu 
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Dann würde aber meistens die Möglichkeit verloren gehen^ BU cmi- 
Bcbeiden^ ob und welche Bolle die absolute Gerade in den eiiuehieii 

Sätzen spielt. 

Ihre Gleichung sei darum g(x)~gy :i\ -r ,73 '3 ^ 0. Dann 
sind die Gleichungen des Schwerpunktes und der äteinerschen Ellipsen: 

JSi/ä^i-o, ^^,/«,-o. 

2. Durch die ahsolnk ü(r(id<' (lifinicrtr Transfurnuifhtiun. — \'.\. Die 
Seitenniitten des Gninddreiecks J srion . Da^ iM itteutireieck Iii liegt 
ähnlich zum Gruuddreieck Ä. Ahiilichkeitspiuikt is( di r Schworpunkt (r. 
Einem Punkte X von A entspricht ein l'uukt Y von G. Y heißt der 
Komph nu '.it}iiuiht von X , X der Aiitikomxienmd^tutüit von Y. Dual 
liegen die Verhältnisse für die Geraden.') 

Da es sich tim eine Zentralkollineation mit dem Zentrum G und 
der Achse (f haiuliit, t^o gilt: Homologe Punkte (X und Y \ liegen auf 
einer tieraden durch G, homologe Geraden sind parallel, homologe 
Kegelscluiitte homothetisch. 

Der Punkt 2 liabe die Koordinaten x, im Gronddreieek A und 
x'i im Mittendreieek G, Dann bat der Eomplementpnnkt F sn X die 
Koordinaten — der Aatikomplemeutpunkt ^ nt X die Koordi- 
naten gi^aei. 

Die TransfcrmalUm^ßeMikungen*) sind: 

fQr Linienkoordinaten: 

Ist Xq der Hicbtpnnkt der Geraden XYZG, so gelten folgende Be- 
ziehungen: 

(GX^XY) 2, (XTGZ)^-1, (XZYX^)^-L 

Die letzte lautet in Worten: Die von einem Punkte X und seinem 
Antikomplementpunkt Z begrenzte Strecke wird durch den Komplement- 
punkt Y halbiert. 

14. Nicht minder wichtig als die soeben behandelte lineare Tiaiis- 
formation ist eine qmdrcUisdie Verwandtschaft, die in jedem Dreieck 
dnrch die abeolate Gerade defini^ werden kann, die Verwandtschaft, 

1) Bwil Hain, Archiv d. Mafhem. a. Physik (8) 8, 1886. 

C. O. Reaschle, ZeitMhrift für Mathem. «. Physik. 11» 18M. 
8) Diese nind so zu bestimmep, dafi G und g in beiden Dteiet^en A und G 
dieselben Koordinaten haboa. 
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die das Grunddreieck A znni Hauptdri-iock imd dio abaolate Gerade g 
zu einer Doppelgeraden hat, also durch die Gleichungen tt,t;, == </? dar- 
gestellt wird. Die drei anderen Doppelgeraden bilden das zur absoluten 
Geraden harmoniseh assoziierte Dreiseit: das Mittendreieck G. Je zwei 
Oe<^engeradon n und r schneiden jede Seite dps Orunddreiecks in zwei 
lioriiologeu Punkten einer InvohttioTi, deren Doppelpunkte die Mitte (r. 
uud der Hiiditpuiikt fhr Seite sind, also in zwei Punkten, die zur 
Spitenuiitte (/■ Bjmmetrisch liegen. Daher heißen u uud v i>eävn- 
!ii/iHuuin€ffe}'adfn>. ^) 

Indem Mir jede (uTade durch ihren Dreifckspt<l ersetzen, erhalten 
wir zu dieser Geradentransfonuation die to]^r,.nde Punkttrausionaatimi: 
Xiy, = Doppelpunkte sind der Schwerpunkt Cr und die ihm har- 

monisch assoziierten Punkte. 

Projizieren wir je zwei homologe Punkte X und Fans der Ecke yl, 
in zwei Pimkte der ."Seite «,-, so liegen auch diese sviumetrisch zur 
Seitenmitte (r,. Daher die Bezeichnungen*): SeitingeympunJcie. Isotome 
Veneandtsdiaft. Zwei Punkte oder Geraden, deren Koordinaten die 
Oleii^img xly'i = 1 JgJ oder ujv'i — ■ gj erfBlleD, Bind Seitengegenpunkte 
oder SeitensyrntDetriegemden im Hittendreieck. 

15. Indem wir die lineareYerwandtediaft der Nr. 1 3 imd die qaadratisclie 
der Nr. 14 rerdnigen, erhalten wir eine neue qnadratieche (die hnnpk- 
nmiisßtome) Verwandtsäiaft mit den Gleicbungea x,y!= \/gJ, UfV/— pf. 

Fflr den Punkt Y(jfi) imd die Gerade v'v',) gelten (bei gegebenem 
X mid u) folgende einfachen Konatroktionen: 

Wir projisiereo X ana den Ecken At dea Gnmddreiecks auf die 
Seiten O^G^ dee Mittendreiecka und die so erhaltenen Punkte*} ans den 
Ecken Gf in den Punkt Y, Wir projisieiren die Schnittpunkte (« • aj) 
ans Af auf G^Gp Die so erhaltenm Punkte li^n auf der Getadttu v.*) 

16. Eine Anwendung von diesen Verwandtschaften kann man 
machen, um die SteineiBcben Ellipsen als Bilder der absoluten Geraden 
und des Schwerpunktes, ünner um den Mittelpunkt eines In- oder Um- 
kegelschuittes zu bestimmen. In dirscr Hinsiclit seien folgende Sätze 
mitgeteilt: Zwischen dem Brianohonschen^) Punkte X und dem Mittel' 

1) P. Bttokinff, Axdtiv der Hathem. u. Fhymk (») 1«. 1808. 

2) W. Ftthrmann, SynthetiBohe Beweiae planimetrisoher Sfttee. Berlin 

1890. S. 67 

S) Das sind die Mitteu der Scheiielgeradea ^X, die«« gemessen von der 
Ecke bia zur Seite a^. 

4) Die Oeiade « Terbiodet die ICtlien der DiagoniJea de« Yierseiti aia,a,u'. 
Die Oaaftsehe Oetade des Yienwfes. 

5) Brian cbon -Punkt deü Eegelschnittdreiseit«. Die Beziehung siriachea 
eiaam lakegebchniH and seinem Brianohon-Funki ist die der Nr. 8. 
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punkte Y eines lukegelschnitts besteht dio komplement-isntome Ver 
wandtscliuft. Ein Punkt und der Mittelpunkt seiner koniBcben I'olare 
(in bezug auf das (iruuddreieckj sind SeiteDgegenpnnkte im Mitteudreieck. 

3. Der Lehrsatz von Fenerharh. ™- 17 Nach dem vorletzten Satze 
hüt ein Inkegelselmitt, deßsen Mittelpunkt die Koordinaten im Grand- 
dreieck und y'i itu Mittendreieck hat, die Gleichung: 

(1) 9(itu) s ;S9f9lutUi - 0, 

Er schneidet die absolute Gerade im Punktepaar: 

l /J« - y?, - 2fin - (_ ^y? + jtf + 9t^)l9k9i. 

Die Koordinaten y,- kommen hier nur im Quadrat vor, d. h.: Die vier 
Inkegelschnitte, deren Mittelpunkte harmonisch assoziiert sind, sind 
homothetisch. 

18. Nebenbei sei erwilmt: Soll das Ponktepaar (2) einer Inro- 
Intio« angehören, d. b. sich selbst konjagiert sein in bezug auf MBen 

Kegelschnitt ■\- h^iXl + fcjs^ = ^® Invariante ^ßa^ti 

verschwinden, mithin die Gleichung gelten: ^nyf + r ^jsi/j = 0. 
Es fuigl der Satz'): Die Mitielpuikte derjenigen Inkegelsehnitte, deren 
Biohipoiiltte einer InToIutiou angehSren, liegen anf dem Polk^fdschmtt 
des Gnmddreiecksy der durch die Doppelpunkte der InTolntion gehi 

19. Dnrcb die PnakU (2) und die Beken des Uittnidieiedw 
geht der folgende Kegelschnitt: 

Ffir das Mittendreieck als Eoordinatendreieck bat der Inkegd- 
schnitt (1) die folgende Ordnnngqgleichcmg: 

Zwei homothetisehc Kegelschnitte haben außer der :ihsoluten Ge- 
raden noch eine (wesentliche) Schnittselme, die mau als ihre Radikal- 
Bchse bezeichnen kann. FfXr die Kegelschnitte (3) und (4) hat diese 
die Koordinaten — giigkl/k — ffiyi)*- Diese Werte «/ erfüllen die Klassen- 

gleichung des Kegelschnittes (3): 2V9i^i^i ~ % ^ Kegelschnitte 
(3) nnd (4) berühren eich. 

Die gemeinsame Tangente (Badikalachse) bat im Granddreieck die 
Koordinaten: 

1) Die Mittelpunkte der gleiohteitigva Inhjperbeln liegen auf dem Polkzds 

des Dreieck«. 
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Sie berührt die Steine rsche Inellipee; denn ihre SeiteDsymmetriegerade 
mit den Koordinaten r, = ^ {/iVi) K^^* durch den Schwerpunkt (7 

— auch durcli den Mittelponkt Y{if^ dee Inkegeleohuittes (1 oder 4). 

Das Ergebnis lautet: 

Jeder Umhegdsdinitt des Miitntfh-t^ircks J>cnihrt die vier m ihm 
hamotiu tischm I$üeegelschnitte des Grumldreiccks. Die vier gemdnsomm 
Tangentm berühren auch die Steinerscfte Indlipse. Ihre Seitensymmetrie- 
geraden gehen — außer durch den SdußerpUMki — duräi die MOtd- 
pimkte der vier Jnkegelsdmitte. 

Ganz abgesehen davon, daß wir die unendlich ferne Gerade durch 
die allgemeine absolute Gerade ersetzt haben, ist dieser Satz offenbar 
eine Erweiterung des bekannten Feuer haehsehen Satzes, nach dem 
der Umkreis des Mitteudreieeks, der sogenannte Feuerbachache Kreis 
des Grunddreiecks, dessen Inkreise berührt. 

4. Df f I^hrsatz i i>n Tacl rr.'^ ) — 20. Es gibt oo* viele Dreiecke F, 
die bei gegebenem Ahulichk* it-punki /.um <»runddreieck A älmlich 
liegen. Jedes dieser Dreiecke Mlnu idet das GruTiddreieck — außer in 
drei Punkten der absoluten Geraden — in sechs i'nnkten eines Kegel- 
BchnitttiB. Die so erhaltenen oo^ Kegelschnitte sollen etwas näher 
betrachtet werden. 

Die Seiten eines Dreiecks JP, seien: f.=^ff(;r) ; 1^x^ = 0. Das 
Kollmeutionszentrum von I\ uud Ä hat die Kuoidiuaten a\ = l/l,, ist 
also ein fester Punkt P, wenn wir setzen: l/A^ = pJX. Dann lauten 
die obigen Gleichungen: 

Durch die nenn Schnittpunkte der Dreiecke Fi und A geht jede 
Kuxre 3. Ordnung 

hindurch. Fflr Q " X'/pjPtPs zerfällt diese in die absolute Gerade 
ff{x)Mn,0 und den gerachteD Kegelwhnitt: 

Ta s g(x) . y(!t) -h isr («)] + A».- P(aJJ?) - 0, 

worin ^ 

x(x) =^xjpf =» 0 und P{xx) =^x^x^p^p^ = 0 

die gerade und die konische Polare des Punktes P sind. Also: 

J>t« JTejpcbdbtit^ T 2«»^ homoÜn^aA Mur komachen Pdare P dee 
Ahidiehkeitepuhkies P. Die BadihUadtaen sind seiner geraden PoZotv x 

1) B. Pascal, Reperiwiam der kSkmni Mathenatik IL 8. 71. Leipzig, 190S. 
S) Die liittalpmikto der Eeg«lMliiiitke T Uegea, wie die Beffilmnng ergibt| in 
einer Gtmdea. 



Digrtized by Google 



10 Guauv BuKMAv: 

21. Bildet man 



so gehen die Q^radoi g»i = 0 durch die Schnittpunkte [/i-fli] und 
bestimmen also auch jene sechs Punkte auf den Seiten des 
Grunddroiecks, durch die der Kegelschnitt hindurchgeht. 

Das Dreieck 0 liegt perspektivisch zum Grunddreieck; Kollinea- 
tionsientrum ist P, Kolliueationsachse jedoch nicht die absolute Ge- 
rade fff sondprn die Hadikalachsc k7t{jc) = 0] von und P. 
Hingegen liegt 0 ähnlich zum Dreieck, das dem Punkte P harmo- 
i\m-h asRDziiert ist. zum Ecktangentendreieek der konischen Polare P. 
Ahnlichkeitspunkt int F. 

22. Indem wir die Diskriminant«' der in ), quadratischen Gleichung 
= U gleich Null setzen, erhalten wir als wmeniiichc Knrcloppr (kr 
KegelschitItU' T — neben der doppelt zu zählenden absoluten Geraden g 
— den Kegelschnitt: 

d. i. die lionische Polare Jli.i x) der Geraden .t. 

2.*5. Für A = ') eri^il)t eich als Dreieck 1') das Gnmddreieck A 
und als Keirelselmitt die konische Polare P. Das Dreieck A spielt 
für unj?ere Betrachtungen keine besondere liolle in dem Svpt»*m der 
Dreiecke F. Wie zu ihm, erhalten wir zu jedem Dreieck 7'^ ein 
System von oc' Kegelschnitten, im ganzen also, als Erzeugnis je zweier 
Dreiecke und F,^ die oo' Kegelschnitte: 

Alle diese sind an einander Nomothetisch, alle ihre Radilcaladiseia sind 
parallel FOr /» A wird T;i| die konische Polare P; Ton P bez. FiS 

P^ = y\je) 'd-t g{x) . x{x) ■ 2 A + P(xx) • A> - U. 

FOr l — flOBsi erhäU man als (wesentÜche) Enreloppe der T^^^ einen 
Kegelscknitt 77^, der Im Sinne der Nr. 8 an P im Dreieck gehört : 

77, s - \ff'(x) ■ 3 + g(x) ■x(x)-2k]-\- n{xx) • A» — 0. 

Die Kegelschnitte P^ wie auch ii^ haben zur Enveloppe das imaginäre 
Geradenpaar: 

n{xx) -f P(a;*) =^xl/p} —2^kXiiPk]^t ^' 
Es sind dieses die Ton P ans an J7 nnd P gelegten Tangenten. 
1) isO Uefcot die abeolute Gerade. 
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24. IMer den Dreiedce» F und 0 h^indet skk je ein NvMdrektk, 
Danm folgt: 

ZM num dural emeti hdi^i^ FmM P die PartMen m de» 
Seiien des GrvnddnietätSf eo «Atieuie» diese die jeweHs h^den anderen 
Seiten in »usammen seeks Punkien eines KegekehniUes L'. 

Man erhäU enien MweHen KegdsdmUt L**, leenn man die Oeraden 
durdi den Punkt P parälld zu den EekUiwjentcn seiner konischen Polare 
P äiekt. Diese und die beiden KegdatkniUe L' und L" sind homifMis^. 

Man findet ferner: 

Der Mittelpunkt von L" ist der Punkt P selber; der von L' hegi 
in der MUte zwischen P und dem Mitfclpunki V von P. 

25. Ist P der Lemoineschf Punkt, also P der Umkreis umi fl die 
JBrocardscfte Ellipse des GrumUreiecks, so werden die Kegelschnitte 
zu den Tuckerschen, L' und L " zu den Lemo ineschen Kreisen des 
Grunddreiedcs. Es ist tUso die Broeardsche Jälipse die Enudoppe der 
Tuekerseken Kreise. 

Zweiter Absclmitt: Das Dreieck und der absolute Kegelscknitt. 

1« Der tdtschde Kegdsehnitt. — 26. Wir wenden mui nunmehr dem 
Falle zu, daß das absolute Gebilde in einem allgemeinen Kegelschmtt 
besteht, der also weder in ein Pmiktepaar noch in ein Geradenpaar 
zetfidlen iet Seine Qleiehongen teien: 

O =2^u^u, = 0, E = 0. 

Die Determinanten «.J und der (if^ellen) Koeffizienten sollen 

unserer Absicht gemäß nicht verschwinden. Weiter soll über die 
Koeffizienten nichts vorausgesetzt werden; denn das hieße ja ein 
besonderes und nicht ein beliebiges Grunddreieck (oder Koordinaten- 
dreieck) betrachten, da doch O als absoltit gep^cbener Kegelschnitt nur 
die eine hesondfn' Eigenschfitt hal)eii kann, daß er zerlallt. ' < 

!?7. Da die hier folgendon Sätze der Motrik entnoinnion sind, so 
tritt in ihnen der absniule Kegelschnitt vorw iegend als Kl issenkiirve aut.*) 

Mit Hilfe von </> definieren wir: Zwei Geraden h^^Ben senkrecht 
zu einander, wenn sie hezüglieh O konjugiert sind. \\ mkel a zweier 
tJeradpTi SA, und S heiUt da.s Tioiiiikt aus einer KonstHnteii') und 
dem Lo^aritliinus des Doppelverhültnissses, das diese Geraden mit den 
von 6' an 0 gehenden Tangenten ST^^ und ST^ bilden. Wir können 

1) Ein Kegelaohnitt hat keine abtelnie Invariante. 
9) TgL die 4. Amoerkong auf S. S. 

jV—^ ^ da« Kzeispunkkepaar. 
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Gustav liERKaiw: 



und wollen im folgenden, es rieh um Gleichlieit von Winkeln 
handelt^ Ton der Konetmten und dem Logarithmus absehen und kanser 
setzen a » S[Ä^Af] S(Tt T^AiA^). 

Was dann unter Halbierenden eines Winkels, Höhen eines Drei- 
ecks SU verstehen ist, ergibt sieb von selbst. 

Der Pol einer Geraden be/ü glich <P heiße ihr absoluter Pol. 

2, Dil' Tföhen und Nehmh'ühen. — 28. Die absoluten Pole der 
Seiten des Grunddreiecks sind die Punkte i'k'^ f^ik- 1^'^ Höhen 
ÄiPii x^iXf*^ tif^;u„ = l/9tft:X/ai^ sehneiden sich im Hohetipunkt 

Hl l/r<,8 l/«5i l/«„. 

Dieser ist nur abhängig Ton den Koeffizienten u^^{k^l) der Pro- 
dukte tf^tf|, nicht ron denen er,, der Quadrate f</, bleibt also Höhen- 
pnnkt) wenn man statt ^ irgend einen Kegelschnitt 

als absolutes Gebilde wählt. ^) Der Punkt H wird also weniger zu 
jedem einseinen <p als zu dem ganzen System der cp in engen Be- 
ziehungen stehen. Tu der Tat ist H der einzi^ro Punkt, der doppelt 
gewählt als ein Kegelschnitt 9 zu betrachten ist. 

29. Fällt man von den Holtenfnßpunlden die Lote auf die jeweils 
beiden anderen Seiten des Grunddreiecks, so liegen die Fu^unkte dieser 
sec^ „Nebetüwhen'' auf einem Ketjclschnitt. 

Der Beweis ergibt sich als einfache Anwendung des Oarnotschen 
Satzes.^) Die Gleichung des Kegelschnittes lautet^); 

^a||4 — XkX,{ali + a?Aaf,)/aji, - 0. 

30. Zu den Höh^n T■A^ erhält man durch positive Permutation 
noch zwei andere Geradentripel ^ ^i^^^^ und »| — l\A^j^,^, wobei man 
statt / + 3 wieder / zu setzen hat. 

Diese beiden Dreiseite t» und n schneiden sich aufier in 

1) W. Fr. Meyer, Uber die Huben des Tetraeder:!. Archiv der Math, und 
Physik (8) 8, 188. 1904. 

2) W. Fr. Meyer, Über geometriiclie S&tze yon der Katar des Paecalacheu 
Satzes. .Tulircsbfricbt der Deutschen Mathematiker -Vereinijfung 9, Ol. 1900 

3 1 Zerfülit der abt^olute Kegelschnitt in ein Fnnktepaar, 80 geht diese Gleichaog, 
wenn wir die Be^eicbnuugen der Xr. 49 benutzen, über in: 

wozin 9 eine Konstante. Der durah sie dai^estellte E^felaohnitt ist also em 
Kreis: der Tajlorsche Kreis des Grimddreiecks. B. Pascal, Repeztorinm II. 8. 71. 
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AtfA^Ä^PffFfjP^ in drei Punkten Qf.^) Dae Dreieek Q li^ per- 
spektiv Bilm Gnuddreieck. Eollinefttionneninim iet der Punkt 

'i, örthdlitgisclte J/reiecle. — 31. Gehen die Lok, €lie man von den 
Ecken eines Dreiecks auf die entsprechenden Seiten eines zweiten Dreiecks 
fäüif durch einen Punkt, so scJineiden sicii auch die Lote aus den Ecken 
des zueitett Dnieck$ om/* die etUspreehenden SeUen des ersten Dreiecks m 
einem Pnnkff. 

Sind A und B die beiden Dreiecke dos Lehrsatzes, P nnd Q die 
Dreiecke, deren Efken 1\ und die al)soluteii Pole der Seiten A^^A, 
und B^B, sind, so besagt der Lehrsatz: Die Dreiecke Ä und Q einer- 
seits, B und P andererseite sind immer und nur gleichzeitig perspektiv 
gelegen. 

Die Seiten und Eeken von A und B mögen die Gleichungen haben: 

Ai : tf| — 0, B| : V| — 0. 

Die Transfurmatiunsgleichungen seien: 

die Oleichuiigen des absoluten Kegeleelmittes: 

Dann liegen die Dreiecke A nnd besw. B nnd P perspektiv, wenn 

besEw. 

worin sich die Summation überall auf ä; =° 1, 2, 3 besieht. 

Unter He^iehnng auf alle Beche Koordinaten «i, V| ist die Glei- 
clrang Ton ^: 

lil tkt 

Aus der Ulentität beider Formen ful^ die Koei'fisdenteugleichheit und 
daraus die Identität: /^•Ag**l> 

1) b dm BlMDMitaigeemBfane sind das die svaiten Endpankte der Umkreis- 
dwchmCOTer AfU, 
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Qu-iTAv Ükukha.x: 



Da somit die beiden Größen A wst gleichzeiiig den Wert + 1 an- 
nehmen können, ist der obige Lehrsatz bewiesen. Da dasselbe auch 
für den Werk — 1 gilt, bo folgt noch di'r Satz: 

Schneiden die vmi den Ecken eines Dreiecks A auf die entsprechen- 
den Seiten eines Dreieiäcs B grfääten hiie die Seiten a. in drei PiotJctm 
einer Geraden, so li^en auch die Schnittpunkte der Lote aus den Ecken 
Bf auf die Seiten a, mit den Seitm 6, in einer Geraden. 

4. Die Winkelhalbierenden. Die isof/onale VmrmidUrhaft. — 
32. Aus der Definition des WinkeU (Nr. 27) folgen leicht die beiden 
Eigenschaften der Halbierenden eines Winkels, daß sie dessen Schenkel 
harmonisch trennen und aufeinander senkrecht stehen, Eigenschaften, 
durch die umgekehrt die Winkelhalbierenden geradezu definiert werden 
können. ' ) 

Daraus findet mau, wenn 

W«)=-5r*"«. -0 und - 0 

die Schenkel eines Winkels sind, die Gleichung seiner Halbierungslinien: 

|/t»>(Ä)]V^(/w/t»J) - \f^\x)Y/^ip^f?^) - 0. 

Die drei Geradenpaare, die die Winkel eines Dreiscites f halbieren, 
schneiden rieh in den Tier Ptmkten: 

Fik das Koordinatendmeek Ä folgi: Seine WiMhäBnerenden 
Wi = a^/akk — Xijan — 0 st^nßiden 5teA tu den tier harmonisch asso- 
giierien Putdtten J, deren Koordinaien die absduien Werte Y^t^^ halben.^ 

Diese Tier Punkte, nur abhängig von den Koefihdenten «c^i, nicht 
a^,(k ^ l), sind im Sinne der Nr. 38 die Doppelponkte des folgenden 
KegelschnittsTstems: 2*"*? = ^> worin X. völlig beliebig. 

33. BestiiiiTTit man zu einem beliebigen Punkte Y die Polaren in 
beaug auf die obigen drei Geradoipaare t^i, so schneiden sich diese in 
einem Punkte Z. Die Geraden tr,- trennen da.s Geradenpaar Ä^{YZ) 
harmonisch, halbieren also den Winkel J1^[FZ]. 

Die Punkte Y und Z sind konjugiert in bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Netzes '^k^n■■ = 0 oder des Büschels, das die vier Punkte 
J{x^i = Ui,) zu Grundpuukten hat; sie sind Qegenpunkte der guoc^ra- 

tischen Tramformation 

Vi'i^^ii' 

1) Aus dieser UetinitioD folgt leicht der Satz, daß die Seiten und Höben eines 
Dreiecks die Winkel s^st HtAenftifipanktdreiecks halbieren. 

S) Dasait disss Ponkte reell sind, inflmD die Koeffineaten a,, gleiehe Yor- 
srtehen haben. 
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Die GendeB ÄfT und Ä^Z heiBen isogonal bez. Ät[A^AHf die 
Punkte ]^ und Z WitiJt^egenpunkU^ die Tranefoimalaoii wird als iaa- 
goneie VerwoMdttdiaß beMidmet.^) 

34. Wie in der Elementargeometrie, so gelten auch hier die Sätze: 

I. Die Scheitelgeraden ^-T eines Punkks T stehen senkrwkt auf 
tkn Seiten des Fufipunkidreiecks*), das Winkelgegeiipu$^ Z 
gehört. 

II. Die Fußpunktdreieche gweter Wink^gegenpmkte sind demsdben 
KeiielscJinitt einheschrieben. 

35. Das Ponktepaar {YZ) hat die Gleichung: 

d.h.: ' * '* 

Ein Punktepaar, dessen Gleicliung in den Koeffizienten dir quadra- 
tischen Glieder mit der Klassengleichung 0 = 0 des ahsohUen Kegel- 
sehmttes — bis auf einen Faktor nai&rUA — übereinsOnmi, hestekt aus 
auxi Winkdgegenpunkien, 

Aas diesem Satase folgt, da die Brennpunkte eines Inkegelsclmittes 
die Gleichung 

«(««) - X W{uu) i-^'UM - ^ 

hab^, der andere Sats: 

Die Bremipmd^te eines dem Gnmddreieek eingesAriebenen Kegd- 
sdmittes sind Winkdgegenpmkte. 

Zerfällt der tthsolute KegdsiAniU in swe! Timlte. so siud diese nach 
obigem Satze VV inkelgegenpuukte. Das Bild ihrer Verbindungslinie, 
der absoluten Geraden, ist daher ein UtrikegelHchnitt durch die absolnten 
Punkte, d. h. der Umkreis des Grunddreiecks. 

36. Der isogonalen entspricht dual die isoiome Verunrndtsdiaß*); 

Die Involution, die wir zu dieser nach Nr. 14 auf jeder >f ]re er- 
halten, hat hier nicht die Seitenmitte (r. und den Richtpunkt von a^, 
der hier nicht existiert, zu Doppelpunkten, sondern die „beiden Mittel- 
punkte*'*) der Seite </,. Homologe Punkte dor Involution liegen zu 
jeder dieser Seitenmitteu „symmetrisch". 

1 W. Fuhrmann a. n. O. 

'2 Die Kiißptinkte der von P auf die Seiten a^ gefällten Lote bilden da« Fuß- 
pnnktdreieck von oder zu P. 

8) In Nr. 14 war J'„^ ^"a-^;^* = {^9i*if* 

4) Diese beiden Seitenmitten entsprecben dual den beiden Halbiennden einee 
Winkele. 
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5. Die Inkreiae, — 37, Nach Nr. 35 gehört zu jedem Paar tob 
Winkelgegenpunkten ein Inkegelschnitt, der diese Punkte zu Brenn- 
punkten hat. Zu den Doppelpunkten J erhält man so die vier In- 
k^elschiiittc, die den absoluten Kegelsdiiiitt doppelt berOhren: die 
vier Inkreise. Sie haben die Gleidrang: 

Für die Wurzeln Va^^ttff Vukk ' V'^ti folgenden Kom- 
binationen möglich: H ; — h — ; f-. Setzen wir 

daher m. = a^, — und — -J- Ytc^ittu, 80 lautet die Gieiehunff 

des Inkreises^): 

nnd die des iten Jnkreiaes: 

38. Die Brianchonst^ten (Gergonneschm) Funkte der vier In- 
kreise sind: 

B: l/fit^ l/jfi| l/fK|. fft l/m^ 1/«^ x,»> 1/M|. 

Heißt «Tj^ der BerOhmngspunkt Ton J* mit der Seite o^, so 
sehneiden sieh die Geraden Ä^,1\f A^Jl, A^Jl und ^,»7^, A'^^> ^^r^i 
in je einem Punkte. Diese vier Nagelsekm ^nktei 

JS : 1 / «j^ 1 /«j . 2\' : X, : jr^ : = 1 / n. : 1 / : 

sind , da m^n^ «. («j, - /«tT«?/) («« + /«« ««) = «f I - «** «I, - - ««, 
die Seiteng^enpnnkto der Gergonneschen Punkte. 

39. Wie in der Eiementargeometrie, so liefern auch hier je awei 
der Inkreise zwei ÄhtUiehkeitspimkte, Sind 

l^^l^^.wJ-y'-^-O und Z^-[2z,,i,\'-i^'0^O 

die Gleichungen sweiw beliebigen Kreise, so ist die ihrer Ähnlich- 
keitspunkte: 

Diese Ähnlichkeitspuiikte liegen nach ihrer Entstehung auf je 
zwei Tangenteu, nach ihrer Gleichung auf der Verhiuiiungslinie der 
Mittelpunkte Y(j^^) und -^(^J, der Zentralen der beiden Kreise. Und 
zwar trennen sie die Mittelpunkte harmonisch. 

6« Die Wallaee-lAHie, — 40. FalU man von einem Punkte X die 
Laie P,XXf emf die Seiten des Gnmddreiedcs, sa liegen die Fuß^ 

I) Dia Inkceise beitehüD aiu dtm Inkreiae nad den drei Ankreisen. 
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punkte X. nur dann in einer Oeraden, wen» X der foigenden Kurve 
3, Ordnung angehöri^): 

Diese Knrvp ist für die iBOgonale Yerwandtachaft anallaguiauach, dezm 
die Faßpuuktdreiecke zweier Winkelgegenpuokte köunen nach Satz II 
von Nr. 34 nur gleichzeitig in je eine Gerade ausarten. 

Die Klirre C gelit durch die iieuu Schnittpunkte der beiden Drei- 
s^ite und (Sr. 30), al^u durch die Punkte .4,., P,. und Q-. Die 
zu einem Punkte X von C gehörige Fußpunk tgeradj} x = X^X^X^ 
%ird als seine Wallace-Linie^) bezeichnet. 

41. Aas Satz I yon Nr. 34 folgt: Die Wallace- Linie eines Pu/nktes 
«Oft Ö hat dessen Winkdgegmpiiiinkt mtm etbtoliUen PdL 

Solange der absolute EegeUdmitt nieht ausartety Itai auch die 
Umkehrung einen Sinn: Die absolute Polare eines Ponktea von 0 ist 
die Wallaee-Linie seines Winkelgegenponktes. 

Als Enodcppe aUer Wallaee' Linien erbalt man also die Enrre F, 
die der Karre C in einem Polarfeld entapricht^ das den absoluten 
Kegelsdmitt snm Ordnongskegelschnitt hat Ihre Oleiehung ist; 

- (««»11 - «lö») («i«it - *<»«n)(«S«w - «•«») - 

ZerfiUlt aber der absolute Kegelschnitt in ein Ponktepaar, so rer* 
sagen die vorstehende Gleichung^ nnd ihre Ableitung. Doch kann 
man auch dann folgendermaßen verfahren. Die Gerade ^n.x'. =^ 0 
schneide die Seiten a^ des Grunddreiecks in den Punkten X^. Die in 
Xf auf errichteten Lote X^F^ schneiden sieh in einem Punkte JL, 
wenn: 

Ist A ^ j die Determinante des absoluten Kegelschnittes <P = 0, 
so ist r= A-jT. Diese Gleichung lehrt, daß F für A = 0 identisch 
verschwindet Die Gleichung JT' = 0 jedoch versagt in diesem Falle 

1) Nach OraBmaaii« Methode sur Bneugong von Knrreii dritler Ordanng. 

E. Paacal, Repertorium II. S. 18S. 

2 Die frühere Bezeiclinnn^: „Simsonsche Gerade" ist falsch. Morits 
<Jaotor, Vorlesungen über Geschichte der Mathem. QI. S. 662 ff 

8) Weil dann a^^ = g. - iat. 

AmUt iwr IbfiMtiMtik wd HviUb ÜLBmIIm 30. t 
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nicht; sie stellt auch dann noch eine Kurve dritter Klasse, die Steiner 
sehe Hypoztjl'htide dar. 

42. Hos wird aiis der Kurve C, wenn der cü^lute Kegelschnitt in 
ein Ptmktepaar zerfällt? 

Weil dann die aböoluten Pole P. von a. in einer Geraden, der 
absoluten 7, liegen, so erfüllt jeder Punkt X von <j die Bedingung, daß 
seine iuüpunkte X. in einer Geraden (nämlich wiederum </) liegen. 
Die absolut^^ Gerade spaltet sich daher von der Kurve C ab; da diese 
aiiallagiuatisch für die isogonale Verwandtschaft war (Nr. 40), so ist 
ihr anderer Bestandteil der Umkreis (Nr. db) des Grunddreiecks; d h. 
der Ort der (eigentlichen) Punkte, deren Fußpunkte m mntr Oeradm 
liegen, ist der ümkreie des Qrunddreiedta. 

Axa Nr. 41 folgt noch: Die Wallaeo-Lmiea sweier Darohmeaaer- 
läidpiulkte Btehfln aolemander mikreoht 

43. Von den neun Sofaniitpiuiklen der drei Lote XP^ mit den 
Seiten heben wir nnr die Paukte [XP^ • aj betreehtet Dtiroh 
Permntation erhSlt man noch weitere Sätae^ von denen nur der folgende 
erwShnt aei: 

Ea gibt drei Ponkte auf der Kurve C — bei absolntem Pnnkte- 
paar einen, den sogen. Tarryaehe»') ^mkt anf dem ümkreiBe — toh 
der Eigenachafty daß jene nenn Schnittponkte zu je dreien auBer auf 
den genannten Seiten und Loten auf drei weiteren Geraden li^^. 

7. Die Spiegdung eines Punktes und emer Geraden an den SeUen 
des Dreiecks.*). — 44. Auf den drei Loten XP^X^, die von einon 
Punkte X auf die Seiten gefallt werden, kann man durch die boetia 
bekannten Punkte drei projekÜTe Punktreihm definieren: 

(P,XX, X,) - (P.XX,Xn) - (P,ZX,X,„) - L 

Zwei besondere dieser Punkttnpei XjX^A'^jjj werden get)iidet von den 
Fuß punkten X^^A — 1) und den Spi^elpunlUen von X in bezug auf die 
Seiten = 2). 

Lassen wir ?. fest und verlangen wir, daß dnnn die Punkte X^X^X^^j^ 
in einer Geraden liegen, öü eriüüt der Punkt X die Kurve: 

Darin sind Ptiscx) = 0 die Gleichungen der drei Umkegelschnitfce, die 
den Geraden PkPi(^^aim^m*^^^ isogonal entsprechen. Nach obigem 
ist £(;t»i) — C?. 

1) E. Vigariö, Association Fran^aisö 16. 18B7. Toulouse. 
2} £. Hain, Archiv der Math. u. Physik. 69. 1S8S. 
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Artet der «biolute Kegeladmitt aus, wird ^ 0, so sind aUe 

Kurven und C miteinander identisch. Dann wird ^x^P^{xx) 
=ff{x)' P{xx), wo P{xx)^0 die Gleidiung des Umkreises ist 

45. Die Spiegelbilder einer Garaden k [x) ^0 in beeug wf die 
Seiten a, iiind die Geraden: 

Das Dreiseit ä liegt stets perspektiv zum (iruuddreieck, weil sich tomo- 
loge Seiten auf k schneiden. Koll ru itionszentrum ist der i^inkt 

X:x^'» «ifZ-Stt^iikif also der Winkelgegenpuakt zum absoluten Pol 

K[Xi = ^l^i^k^'\ rtm k 

i. 

Für flpTi Fall eines absolnton Punkte}>aares liegen alle absoluten 
Pole K smi (Irr absoluten Oeraden, also alle Külliueationsseatreu X aul' 
, dem Umkreise des Dreiecks J. 

8. J>iV linnard sihm l*unkie. — 46. Es soll in der Ebene des 
• Gnmddreiecks ein Punkt Sl{x^ gesucht werden, für den 

Lidern man diese drei Winkel ab Doppelverhiltnisse berechnet, findet 
man (o + l)/(0 1) *-> ff'J^i, wenn mi 0 die Seiten des einen Drei- 
ecks Jf sind, das dem Onmddreieek Ä nnter reektem Winkel nm« 
besekrieben ist (Nr. 90). Es folgt daraus: Der gesuchte Funkt A ist 
ein Doppdpunkt der durdt die Gleidiungen m| + l)(iD — 1) dar' 

gesidUen ZoBineaHonf in der die Dreiecke M und A einander enispreihen. 
Die Aufytdte hat idao drei Urningen, 

Diese drei Punkte Sl liegen anf den Eegebehnitten miy^'^i 
die dnrek die Pankte Ap Af gehen und in J| die Seite Oi berühren. 

47. Die WinkOgpgei^nkte Sl* der Punibfe Sl erfüllen die Be- 
dingungen 

Sie find die Doppelpunkte des Gronddreiecks und des anderen Drei- 
ecks das dem Dreieck A unter rechtem Winkel umbeschrieben ist 
(Nr. 30). Sie liegen auf drei Kegelschnitten, die, wie die obigen, 
durch je swei Ecken A geben, aber in dem jeweib anderen Punkte 
eine Dreiecksseite borfihren. 

48. Wenn der ebadkde SjegdsehniU in ein Ptnikt^paar aueafiät so 
erl&llen dessen Punkte die obigen Winkelbeziehungen, d. h. die Drei- 
ecke M und N sind dem Dreiecke A ahnlich. 

Von den sechs Punkten Sl und W UeUfen eis wesenÜii^ dann nur 
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twei: die beiden Broeardsehen Punkte des Grunddreied», Sie sind 
«Ibo die ÄlmHehkeitspunkte der Dreiecke M und Ä, N und A. Die 
obigen Segelecliniiie werden ssü den eogenannten BeHereisen, o heifit 
der Broeardeehe fFtnjtel des Gmnddreiecks. 

Dritter Abselmitt: Das Dreleek nnd das absoluta Ponktepaar. 

1, Das absolute Funktepaar. ^ 49. In dem letzfcen Al^hnitt 
haben wir einige Sätse behaDdelt, für die es im weeentlicheu gleich* 
gültig ist, ob der absolute Kegelschnitt nicht ausgeartet ist oder doeh. 
In einzelnen war es besonders interessant, zunächst einen all- 

gemeinen Kegelschnitt zugrande za legen und an der Hand des Resul- 
tates erst zu prQfen, was eintritt, wenn der absolute Kegelschnitt in 
ein Funktepaar zerfallt. 

Diese Methode empfiehlt sich aber nicht immer, weil mandie 
Sfttze der parabolischen Geometrie sich nicht so ohne weiteres auf die 
hyperbolisch-elliptische Geometrie flberiragen lassen. Es handelt sich 
da Tomehrolich um SStae, in denen das Parallelenaxiom eine Bolle 
q»ielt, oder in denen Erdse als Pnnktortar auftreten. 

Es mag in den folgenden Sätzen die Annahme, daß der absolute 
Kegelschnitt zerfallt, hier und da noch aberflüssig sein; für die meisten 
aber ist sie notwendig. 

Durch das absolute Punlicpaar (K^ K^) ist die absolute Gerade g 
und der Umkreis P des Grunddreieoks A hesHmmt Deren Qlatämn^ 
seien: 

gix) ^^gtXi s g^x^ 4- ä«i + - 0, 
Daun ia>t umgekehrt die des absoluten Punktepaares 

wenn = — p^ffi + i?^//^ -f p,(/, gemäß Xr. 13. 

50. Die Gleichungen der isogonalen Vene andts< haß sind nuuinckr: 

¥i'i'^«n^Pi9k9i oder gt''i''Pj9i' 

Da P(Pii nach Definition (Nr. 0) der Lem eine sehe Punkt und 
0(1 /g^ nach Nr. 12 der Schweipunkt des Dreiecks A ist, so folgt: 

Der Sduoerpmikt md der Lemoinesdte Punkt eines Drekdet sind 
Winkdgege$ymikle, 



1) Sie entsteht am einfiaduteii dnroh EUmination von Xf ans P{xx) — 0, 
f(pe) =- 0, » £UtXf — 0. C. Schmidt, Zeitschrift für Math. n. Phjaik. S4. IBS». 
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Der Mittelpunkt U des Umkreises hat die Gleichung U^^PiFiUf'-O, 
der H9henpnnkt (Kr. 28) Hs^uJ«^im2u^g,Pf*^0, d.h. der Um- 
kreimiUdpittiM U und der BShei^ßuinkt H eines Dreieeka siifd WnM^ 
gegmpunhte. 

Zu beachten ist, daß jetzt der Satz gilt: Zwei Winkel, deren 
Schenkel aufeinander senkrecht stehen, ^ind gleich. \) Es folgt daher 
aus Satz I von Nr. 34: Die Winkel, die die Scheitfigemden eine9 
Punhtes hilden, sind f/leieh den Winkeln des Fufipunktdreiecks, das gu 
seinem Winkdgeffenpiwkt <jeh'6rL 

51. Wenn wir das Strahlenbflschel, dessen Zentrum U ist, mit 
der Involution, die es auf dem Umkreise aussehneidet, isogonal trans- 
formieren, so erhalten wir ein Kegelschnittbüsehel mit den Grund- 
punkteu A^A^A^H, das auf der absolnten Geraden die zirkuläre In- 
volution*) aussehneidet, also aus <ih'irliseitiyeii Hyperhdu besteht. 

Die Mittf«lpnnkte dieser gleichseitigen Unihyperbeln iiegcn anf dem 
Ne Ulli Ltil. U'kegeLsehnitt des Vierecks A^A^A^Hj dem Feuerbachschen 
Kreise"*; des Grunddreierks A. 

52. Unter den Umkreisdurehraessem hat der ein besonderes Inte- 
refj'e, der durch den Lemoiu eschen Punkt P geht: der Jirocardsehe 
Durrjiniissir. Ihm entspricht isogonal die £rleichseitii^e Umhyperb(l 
dutrli G: die Kiepertsche HijperfM^l. Sic schneidet den Umkreis zum 
vierten Male im Hogenannten Tarrysehen Punkte. Die Gleichungen 
dieser Gebilde sind: 

Der ßrocardsche Durchmesser: ^^iiPi, — Pi);Pi = ^• 
Die Kiepertsehe Hyperbel: — ^dlfft^t ^ ^' 

Der Tsrrysdie Punkt*): 2l><, /. i - ^ I\ P,) - 0. 

Im Ansehluß an diese Sätze über gleiehseitiire Unihyperbeln 
Beien nocli folgende Sät/.e erwähnt: Die Umparabelu sind die isogonalen 
Bilder der Umkreistangenten. Die Mittelpunkte der gleichseitiL'cn In- 
hyperbela li^en auf dem Folkreis das Dreiecks (Nr. 18^. Die eigent- 

1) Die hfläden Winkel ieien ^iMi-Bi] und .S^iJ,!/,], wo A^I^^A^}i, Punkte 
der absoleten Oenden JT, JT, sind. Nach TotaaMetsmig ist (IT, JTgjlijl,)«» — 1 
= {K^h\B^B^). Durch Multiplikation mit (X;jr,J,B,) folgt die Behanptang: 

2) Deren Doppelpunkte die absoluten Punkte A', und A', sind. 

3) Der Nennpankiekegelicluiitt eiiiM Ykteoki ia besqg auf eine Gerade g geht 
audi doreh die Doppelpunkte der ^volntioo, die daa Viereek anf g beftimmt. 

Elfpunktekegelscbnitt. 

}; Die Identität die<403 und des in Nr. i8 ao genannten Punktes würde aich 
»US der Gleichheit ihrer Koordinaten ergeben. 
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liehen Brennpunkte der Inparabeln eines Dreiecks liegen auf seinem 
Umkreise (Nr 35). Die Leitlinien der inparabeln eines Dreiecks gehen 
durch selben llöhenpunkt. ') 

2. Mctriscitr Koordinaten eines I'unlips /?? dtr Ebene eines Drei- 
ecks. — 54. Wir haben bisher unseren Kechiiuiiiren projektive Koordi- 
naten zugrunde gelegt. Diese kuiiiien für einen Punkt X metrisch 
im wesentlichen — bis auf hinKutreU'ntle kuiistÄnte Faktoren — pro- 
portional den Abständen des Punktes X von den Seiten a,. des Grund- 
dreiecks gesetzt werden. Vom metrischen Standpunkte ans kann man 
einen Punkt X jn der Ebene eine«? Dreiecks A noch durch andere 
Koordinaten festlegen. Sie werden nicht eiiifat her als die obigen sein 
für gewisse Fragen aber vor jenen einen Vorzug haben. 

Als solche metrischen Koordinaten eines Punktes sollen iusbesoudere 
die Winkel betrachtet werden, die Ton den Scheitelgeraden des Punktes 
oder dm. Seiten sraiu» Foftpunktdxeieeks gebildet werdeiL Die isogonale 
Venrandtschaft wird hierbei eine Rolle spielen, da ja die Winkel an 
den Seheitelgeraden eines Punktes gleich den Winkeln vom Fufipnnkt- 
dreieek seines Gegenpnnktee sind* 

Ferner sind die AbstSnde eines Punktes X Ton dm Ecken At des 
Chronddieieoks von Interesse. Zahlen, die diesen Abstinden proportional 
sind, heißen tripolare Koordinaten des Pooktes X 

65. Denmaeh werden wir nns znnichst die Angabe stellen, «neu 
Punkt an sacken, dessen Seheitelgeraden gegebene Winkel bilden, Ton 
dem ans also die Seitmi des Orunddzeiecks unter roig^benen Winkeln 
erscheinen. Es wird sich herausstellen, daß diese Au%d)e swei Lösungen 
hat (Zwimn^punkte). Dann gilt es, einen Punkt zu suchen, dessen 
AV)stände von den Ecken Ai sich wie drei gegebene Zahlen Terhalten. 
Auch diese Aufgabe wird zwei Lösungen haben {tripolar assoziierie 
Punkte). Es wird sich zeigen, daß die hier gefundenen Punkte Winkel- 
gegenpunkte zweier Zwillingspunkte sind, 8o daß zugleich die Aufgabe 
gelost ist, den I\mkt /u suchen, dessen Fußpunktdreieek Torgeschriebene 
Winkel hat. In dem dann folgenden Paragraphen werden wir sehen, 
daß Zwillingspunkte und tripolar assoziierte Punkte in einem Satze 
über quadratische Transformationen ihren ^gemeinsamen Ursprung haben. 
Schließlich ^vollen wir uns mit einigen Anwendungen dieser theoreti- 
schen Erörtorungon befassen. 

«i. Uic Koordinaten von Uhlieh^)\ Zwillingspunkte. — 56. Der 

1) D. X. der ParabeiMts: Der Hühenpimkt eine« TangentendreiMits, also auch 

der Schnittpankt zwoicr zu einander »enkrecbtm Taageateii liegt auf der Leitlinie. 
2 niir Ii, Altos und Xcuoa zur Lehre TOti den inerkwfirdigen Ponkten des 

Dreiecks. Trogr. Griouna. 1886. 
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Punkt X, von d*'m aus die Seiten de« Dreiecks A unter den gegebenen 
Winkeln c,- i r^cln nien, liegt anf den Ortern, Ton deren Punkten aus 
die einzelnen »Seiten bezüglich unter den Winkeln c^ ersclieinen. 

Zerfallt der absolute Kegelschnitt in ein Puuktepaar K K,, su lat 
der Ort von A, für den ^ X\A^A^=^c^ ist, ein Kegelschnitt durch 
Ky, JST;, A^ und A^, jener bekannte Kreis (7, durch A^ und Jlj. Die 
Gleichung dieses Kreises wollen wir ableiten, indem wir den absoluten 
Kegelschnitt zunächst als nicht zerfaileini voraussetzen. Wir erhalten 
dann ak Ort des Punktes X die Kurve vierter Ordnung : X j ^ — yf.rf ■ ]'\xx\ 
worin X, = (^u^^x^ + x, (- a^^x^ + «„x, + a^^x^, = (c, + 1 ) (c, - 1 ), 
l\xx) (iik^iXf Artet nun der absolute Ki^olschuitt in ©in Punkte- 
paar aus, so wird die linke Seite seiner Orduungsgleichung einem 
vollständigen Quadrat proportional: 

f(x») - (P.p. + P.P, + PiP,)*'(») 9- «•(«)•') 

Die obige Kurve vierter Ordnung sierfällt in die beiden Kegel- 
schnitte X,- + yi-f'iUi^} y<p = 0. 

Die gesuclUe Gleichung des Kreises Q wird also: 

s (y, ~ P^)Xf ' g(x) + Sg^Pf • P(xx) — 0; P(xx) ^2p{^t^t " 

57. Setzen wir noch y,. y'gi - P. = d„ so hat das Kadikalzentrura 
der drei Kreise C\ die Koordinaten-) = 1 /g^^^. Dieses liegt auf einem, 
also jedem der wenn y^y^ + ya^i + ^i^a = — 1 oder c^c^c^ ^ 1 ist. 
Also: Dk drei Kreise (\ ^ichneiden sich in i'incm PnnJcff, icriiii dif drei 
Winkel c, (irmselben Dreieck angdüircn könmn.^j Die Koordinaten dieses 
Punktes äind: 

Die beiden Tunkte Z und 7/ heißen Zwiliingspunhie.*) Sie haben 
die Kigensciiatt , daß die beiden Strahlenbüschel Z{A^Ä^A^ und 
Z'{A^A^A^) einander symmetrisch gleich sind. 

r> Ist gj (tt ») — ^ p'r — "i "j — " ^l'ö Klasscngli'ichimg des 

Umkreisea, bo ist der obige Faktor <p = (pi^g)- Je nachdem daher qp positiv oder 
negativ ist, iifc das abaolnte Fanktepattr tmO oder imagiBir. Salmon- Fiedler, 
Kcgelschnitie. IL 8. fi62. 

2) Die drei Radikalachaen . — giCi) / g{x) = gidf.x^ — g^ij^i^O. 

3) Sind die Richtponkte der Seiten eines Dreiecks B, so sind die 
Uinkel Bi[BiBi]^ (KiK,B;b;), also iBtß^ß^ß^^^. Dies© Relation 

entfiphcht der metrischen _^ßi = ^^ 

4) A. Artzt, Programm. Becklioghausen 18S6. 
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4, Die trqinjarrn Koordinaten. Tripolar at90fii<rh' Punkte — 
58. In der absoluten Geometrie wird die Entfemung zweier Punkte, «rie 
der Winkel zweier Geraden, als Logarithmus eines DoppelverhältaisBes 
definiert. Da aber in kartesischen Koordinaten r* ='(x^ — -\- (^i — yi)^ 
der Ausdruck filr das Quadrat des Abstandes r zweier Punkte (a*, 
und (Xjf/,) und r- = (x — .r,)* -j- (// -- y.)- 0 die Gleichung des Null- 
kreises oder der Kreisgeraden von {x-u-) ist, so fmllcn wir unter dim 
Quadrat des Abstandes cinfs Funkies von einem stceiU'n den Wert rer- 
ötriifn . den für diesen die linke Seife der (Unrhunr} seiner Kreisf/enidf n 
annimmt, wenn man stoU der lauj enden Koordinatm die des ersten 
Fwiktes einsetzt. 

Sind daher ki(xx) = 0 die Gleichungen der drei Nullkreise Af, so 
definieren wir die tripijlarvn Koordinaten y^ des Punktes X.{x^ durch. 

die Gleiehutigen: (fy^ = yk^{xx)' 

59. Für einen allrjenieinen absohden KiytlsrJniitt ist: kf{xjc) = 

— -(iii-i'iX^ -j- a^^x^. S iUun nun die tripolaren Koordinaten y,. eines 
Punktes X drei gegebene Werte haben, so liegt dieser auf den drei 
Kegelschnitten: 

die offenbar durch dieselben vier Punkte gehen. £s gil)t also in dem 
▼orliegenden Falle vier Punkte mit 'ßeirhen iripi^reu Koordinaten. 

Die sechs Schnittpunkte [<Pf • aj können Ens in visr harmonisch 
assoziierte Punkte {xJqj = 1) projiziert werden, deren gewöhnliche 
Koordinaten den tripolaren Koordinaten der obigen Punkte reziprok sind. 

60. Zerfällt der absolute Kegelschnitt in ein Pnnhtrpaar . so wird 
A-j = giiPiffiXl + PfX^Xi -\- p^fff^'^) ^fj- l^ie drei Kegelschnitte 
tPi^fftM^/gf 'J,^^: ('j = Ö sind Knise, schneiden sich also m nur 
swei wesentlichen Tunkten, die tripolar asynsiicri heißen (Nr. r)5). 

Die Kreise schneiden den Lmkrei» orthogonal. Ihre Mittel- 
punkte siad die Schnittpunkte der Dreiecksseiten a^ mit der Geraden. 

Aus der ( )rthugonaiität folgt: Je zu ei tripolar assoziierte l^ankte 
liegen auf einem l ' m Lreisdurdi me.s.^nr und teilen diesen harmonisdif sind 
€Uso Angelpunkte in hcsng auf drn Umkreis. 

61. Die getvölüdiciieH Koordinaten zweier tripolar assoziierten Punkte 
erhalten wir mit HUfe des Punktes Ii ihrer V erbindungslinie, der in, 
hezug auf den Umkreis der Pol der obigen Zentralen 2x^(^^jg^'^Q ist. 

1) Der Kreis ^ .V.Cxxt = 0 schneidet den Umkreis de« Grunddreiocks 
orthogonal and hat den Mittelponkt JL^'J. 
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R: x,^Q- p,}r, wenn gy, = - p^g^/ff, + Arf/Ä + A^/ä» ^ 
Bnehten Koordinaten haben dann die Form: 

man iindet durch Einsetzen in eine der Gleichungen tp^^^O: 

i»-(P,P,+P,P,-l-P,P,)/(y,y, +y,yt — 9/(^7. + rtri +^1%)^ 

d. h, zwei tripolar assoziierte Punkte haben die gewühuüclien Ko- 
ordinaten: 

Aus diesen Werten folgt^ daß die beiden das Punktepaar Uli 
barmoniscb trennen, und auch wieder natUrlicix^ daü sie in bezug auf 
den Umkreis konjuj^iert sind. 

62. Die Transformation, dureli die ein Punkt in den ihm tripolar 
assoziierten übergeht, ist nichts anderes als eim Tratisformntion durch 
reziprok» Badwii, dm Inversion am Umkreise. Ihre Gleichungen lauten: 

^1 — 0 sind die Gkiehimgen der Kreise Aj^A^U. 

ft. Der Zwsamnmihang Mwisdim Zviüin^pmkten und iripcHar offso* 
güerte» JPHnktm, — 63. Ans unserer obigen Fesksetaung 

QYt Pi9l/9i + PkQI Hi. + PtQl/9t (Nr. 61) folgt: 

\2rMr$ "^M/gti i-Pi9*i9i + PkQll9k '\rp19lJ91l = Uig), 

Sehen wir Ton den Fallen ab, in denen der Proporlionalitatsfiiktor 
p — 0 oder Q^oo eein kann, so yeiechwindeu die beiden Summen der 
Torstehenden Gleichung gleichzeitig. Die tripolar assoziierten Punkte 
haben in diesem Falle die Koordinaten = p.y^ (Nr. 61), fallen aleo 
susammen, d. h. in einen Ponkt des Umkreises. In der Tat folgt dessen 
Gleiehung durch Elimination yon yt aus — AX« und 0. 
Miihin ist U(q)^0 oder 29tVPi /9i =^ 0 die Glekhmg des Um- 
Jareisea in tr^pciaren Koordinaten.') 

64 Für alle Punkte» die nicht anf dem Umkreise liegen^ können 

und wollen wir Aber q so Terf&gen, daß ^ ytyi=' — l wird. Dann 
sind die Koordinaten zweier tripolar assoziierten Punkte ein&eher 

«i - ± Yt Vv)' 

l) D. i. die Parametetdentelliuig der Oecaden ÜB, wo ü der Umkreia- 
mittelpnnkt ist 

S) D. L im waMutlidien die Relation des Ptolemaus. Vergl. W. Fr. Meyer, 
Ober den Ptolernftisehen Sats. Aiehiv d. Math. u. Physik (8) 7, 1. 1904. 



Digrtized by Google 



26 



Oi'STAV Berkbax: 



Unter deraelben Bedingung 27^71^"^^ waren (Nr. 57) die 
Koordinaten zweier ZwilUngsponkte: Xf ^ l/j^i(P| VtVvif d. k: 
Je mei ZwiXUngapunkU und Mwd inpolar asaonkrte Bmdde smd 

Winkdff^fenput^. (Nr. 55.) 

Mit Hilfe der Ntn. 50 und 57 folgt daraus: Die Fufipunlcidreieeke 
gteeier tripclar assoziierten Punkte sind einander gegensinnig ähnlidi. 

65. Die Lehre von den quadratiachen Verwandbcbaften greift noch 
tiefer in die Theorie der tripolar assoziierten Punkte und Zwilltnga* 
punkte ein. Man beweist leicht den folgenden Satz: 

Zieht man durch die Ecken des Hauptdreiecks einer quadrati- 
schen Ponkttransformation yiZi A-f je zwei einander entsprechende Ge- 
raden fi und 80 schneiden sich die Dreiseite f und f — außer in 
den Ecken — in den Ecken 1' und zweier Dreiecke, die zum 
GmnddrfMPek A pors])oktiv liegen. Die Kolliueationszentren 1' und Z 
sind Gegenpuukte der Transformation. 

6G. Die Figur zu diesem Satze läßt noch eine andere Auffassung 
zu: Über den Seiten ^l^^l, des (ininddreiecks sind die Dreiecke 
Z^Ä^A^ in der Weise errichtet, daß sich die Geraden A^Z|. und A^Z^ in 
der qnadratisehen Verwandtschaft entsjirechen. Besteht diese in der 
isogonalen Verwandtschaft'), 80 bind in den Aufsatzdreiecken Z^A^Ai 
je zwei Winkel r,, die an derselben Ecke Ai liegen, einander gleich. 
Wird wieder ^ (r + !)/(<", ~ 1) gesetzt, so sind die Koordinaten der 

Kollineatiuutizentren 1: x,^i>,'v— -f, + y.T'^^p)» Z: 1 /^,(— + V^- 
Wegen de» doppelten Vorzeichens^) der Wurzel erhalten wir gleich- 
zeitig die Punkte: 

Die Ptoikte Zsind identisch den Radikalzentren der Kreise Cf Ton Nr. 57. 
Es ijrt y -f y = Pji^u. =' 0 die Gleichung des Umkreismittel- 
punktes U. Somit folgt schließlicli: 

Erriehiet man über den SeUm eines Grunddreiedts A die DreietJee 
ZiA^Ai hegw. Z'iA^A^, nadi außen od&r imnen, in der Weise, daß 
dk Winkd an der JSdce den gleidie» Wert Aa6en, so lißffen die 
Drmeeke Z und Z* mm Grunddreiecl perspectiv. KoUineationstenken 
seien die Punkte Z und Z'. 

Si^neiden su^ A^Z^ und AfZ^ im — obigen — Punkte und 
ihenso AtZi und AiZi in YU 90 sind die Punkte Yi und Yl die 



1) Ffir diese findet sich der Sats schon bei C. F. A. Jaeobi 1886. 

A. Emmerich, Die Brocardschen Gebilde, Berlin 1891. 8.88. 

2) Die Winkel Cf können nach aufien odet innen angetragen werden. 
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Wmkdgeffenpunhte m Zi und ZI. Ea schnei dm sich daher die Geraden 
Ai Yi und Ai Yl in den Wi)d<d(je(jenpunkten Y md Y' g» Z und Z'. 

Ohne daß über die Größe der Winkel c^ etwas vorausfjpsctzt icird, 
Virfim die Punkte Y und Y' auf einem Umkrekdurchmesser , Z und Z' 
also (Nr. 51) auf einer (jleici^aeitiyen ümhyperhel. Audi sind die Punkte 
Z und Z' die Radikalzentren dreier Kreise C^, die über den Seiten A^Af 
als Sefinen den Pcripherieuinkd r, (nach außen oder innen) fassen. 

67, 7.U den Zwillingspunkten und tripolar assoziierten Punkten 
kehren wir zurück, wenn wir die Winkel c, oiclit beliebig sein lassen, 
Boudem der Bedingung unterwerfen, Winkel eines und desselben Drei- 
ecks zu sein: 

Dann "haben die Aufsatzdreiecke ZfÄ^Af die j^leichen drei Winkel, sie 
sind als ähnlich. Die in Nr. 66 ermittelten Koordinaten stellen dann 
Zwiiliugspunkt« und tripolar assoziierte Punkte dar. 

Die obigen (Gleichungen ergeben sich uingekelirt als Folgerungen, 
wenn wir verlangen, daß die Punkte Y und 1" der vorigen Nummer 
in bezug auf den Umkreis konjugiert sind. 

Ans Nr. 62 folgt noch: Zwei Zwillingspunkte sind Durchmesser- 
€aidpiiiikte einer gleidiaeitigen Umhyperbel dee ChrondcbraieekB.^) 

6« Der Broeardsdie Krm, — 68. Hit Hilfe der ÜmkreifliitTenioii 
(Nr. 62) erhalten wir sn den Tier Gebilden: Umkreis, Brocardsche 
Ellipse, Punkt und Gerade TOn Lemoine ein wichtiges fünftes hinso: 
JBrocardstAer Kreia heißt der Erm, der m der VwkrMwBereim der 
Lemoinesdim Geradm eniepriM Seine Gleiehung ist nach Nr. 62: 

Sechs ausgezeichnete Punkte der Lemo ineschen Geraden sind ihre 
Schnittpunkte mit den Seiten a, und den Mittelseukrechten des Grund- 
dreiecks. Definiert man deren Spiegelponkte als ^ Edcm und Bf 
des gufeOen Ufid ersten Broeardaeken Brekcks, so folgen aus den hier 
gegeboien Definitionen eine Reihe von Sätzen: 

Dk Badütedodae des Umkreises «nd des Broeardsdien Kreises 
ist die Lemoinesdte Gerade. 

Auf dem Broeardsdien JSteise Hegen der ümhreismOidfwd^ U, der 
Ztemoinesdie Punkt P und dk Ecken B^ und der beiden Broeard- 
sehen Breiedce. Sein Mittdpunkt liegt auf dem BroeardstAen Dun^ 
messer UP, der auf der Lemoineseiien Geraden senkrecht steht. 

t) Boach^-ComberoQsse, Traitö II, p. 641, Anfg. S8. 
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Die Pmdte liegen auf den MUielaenkredUm, Die Oenukn BgP 
sincl den Seiten paraUeL 

Die Funkte 0,. lieffen auf den Ktrisrn UÄ^Ä,; sie sind die Fuß^ 
punl k der vom UmlsremnitklpuniU U oMf die fßjfmmediane»** A^F ge^ 
faUten Lißte. 

CO. Der Brorardsche Kreis hat noch eine andere Eigenschaft^ 
durcli die er zu den oben genannten vier Gebilden in saher Be- 
ziehung steht 

Durch den Umkreis und die Brucardsche Ellipse, die sich doppelt 
henilirf'Ti f Nr >< hth! O v ist eiue BüfichelRehar von Kegelschnitten be- 
stimmt. Die ÜieiiiipuuKtskurve dieses Systems zerfüllt in die Gerade UP 
und einen Kreis, der durch U und P. auch durch die beiden Gruml- 
punkte der Büschelschar geht, d. h.: Dit Bninipim/cte der KrqdsckniUCy 
die mit dem Umkreis loni dir Brocar dachen Ellipse einer liuschelschar 
angehiyren, Herfen auf dem Brocardschen Durcitmt^ser und dem Brocard- 
schett Kreide. 

70. Nennen*) wir insbesondere die beiden Brennpunkte ii^ und Sl^ 
der Brocardsdien Ellipse, die nicht auf dem Brocardschen Durch- 
mesaer liegen, Brocardsdie Pmakte, ihre Yerbiadmigiluiie Brooard- 
8cii6 Oenwle, ao gelten die Sätze: Die Broeardsdien Fimkte Ikgfen auf 
dem Bfoearda(hm Kreise. Die Brceardsdie Gerade und der Broeard' 
ecke Dwrehmesiier stehen — als Aduen der Ellipse — airfeinander aenh- 
reckt. Auf dem Brocardsdien Kreise liegen also folgoide Ponkte: 
üf P, Bi, Bf, B^, C|, (7„ C^, A^, Deswegen heiBt er auch der 
Z^$^^ktdtreis des GrunMreiedcsJ) 

7. Die ieogonMen wid üodynamiedien Punkte, — 71. Die Größen 

der §§3 — 5, die der Bedingung j'^;-, + 1 — 0 genügen, be- 

herrseben, wie sich gezeigt hat, nicht nur die Theorie der Zwillinga- 
punkte, sondern aueK die der tripolar assoaiierten Punkte. Auch wenn 
die obige Bedingui^ nidit erfttUt war, führten die Großen ff zu ge- 
wissen Funkten, die aum Teil diesdben Eigenschaften wie jene auf- 
wiesen. 

Gemäß § 2 betraditen wir die Größen — mit odor ohne Be- 
dingung F — 0 — als die Koordinaten der Punkte Fund Z. Zu jedem 
Werteiripel erhalten wir bei Beracksichtigung aller Permntationen 
je sechs Paare von Punkten Y und Z, 



1) Der Kflne halber sind die Koordinaten und Oldchnogen der genaoaten 
Gebilde foctgelaMen. Am ihnen fblgt, dafi die hier gefebenea Definitioaen nicht 

mit anderen (II. Abschnitt, § 8) in Wideiepraeb stehen. 
S) A. Emmerich, a. a. 0. S. 80. 
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72. ^erkwünUgef Funkte werden wir erhalten, wenn die GrSfien 
heaonAen Werte aanehinen; diese lasBen sich danmch unterechMdeOf 
ob sie absolut oder nur relatiT^), d. h. dureh ihre Beiiehmigen nun 
Gronddreieok aasgezeichnei; sind. 

Es werden sich merkwürdige Punkte z. B. ergeben, wenn die 
Großen y. und lUso auch die Winkel Cf eixiander gleich sind. Davon soll 
in diesem Paragraphen die Hede sein; im nächsten and leisten wenden 
wir uns relativ ausgezoiclmeten Werten %n. 

73. Ist simächst 0, so liegen alle zu den Werten = Cg = ^3 ^ i^, 
= ^ = y gehörigen Punkte 1'^ auf dem Brocardsehen Durch- 
messer, die Ponkte Z mithin (Nr. Ö2) auf der Kiepe rtscheu üjperbeL 

X, = pj- + y Vq>), 2: - 1 /g^- J\ + r VV)- 

Aus Nr. 66 folgt: Errichtet man über den Seifen eines Qnmd' 
dreiecks A als Grundllnir)} — - gleichzeitig nadt oit^Sen oder innm — 
gleichsdienJclige ähnliche Dreiecle, so liegt das von deren Spitzen ge- 
bildete Dreieck Z oder Z' p(rs]iektiv zum Gruttddreieck. KoüineatUma- 
tmtrum ist ein Punkt Z oder Z' der Kiepertschen Hyperbd. 

Die Punkte Y, Y' auf dem Brocar dachen Durchmesser bilden 
eine Involution mit den Doppelpunkten U, P. Die ihr isogonale In- 
volution iXZ'] auf der Kiepertschen Hyperbel iuit das Zentrum P. 

74. Tritt nun die [Bedingung F = 0 hinzu, so erhalten v ir zwei 
besondere Zwiliiugspunkte und zwei besondere tripolar assoziierte Funkte. 
Jene heißen isogonische, diese isodynamische Punkte. 

Aus 2y,r, = 3y» = - 1 folgt y = ± Vs • V- 3.') 

Es gelten die Sätze: Dir isorjonischen Punkte lief/eii auf der 

Kiepertsehen Hyperbel, und zuar auf dem Durdmiesser (^r. 67J, der 

durch den Lemoineschen Punkt (Sr. 73) geht. 

Man erhält sie, indem man irleiehwinklifje Dreiecke ülier den 

Seiten df'^ (irunddreiecks ^^leickzeiti^ nH<*h wußen <ider innen errichtet 

um! die freien Ecken derselben mit den üegenecken des Grunddreiecks 

yerliindet. 

V»}} dm isogonisdien Punkten aus erscheinen die Seiten lies Orund- 
dreiecks unter gleichen Winkeln. 

Die isodynamisdten Punkte sind diejenigen des Brocardscfien Durch- 
messers, die gleichseitig konjugiert in bezug auf den Umkreis und das 
Panktepaar (UP) sind. 

1) J. Schick, a. a. 0. Mündtener Berichte tO, 1900. 

2) Die Punkte sind reell, wenn -/ • f/^ reell, also 7 negativ, d. h. das abio- 
Inte Ponktepaar imaginftr ist ^r. M). 
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Die Kreise anf denen eie liegen (Nr. 60), gind die itpoßoni- 
M^e» Emae dee GnmddieieckB dnieh je eine Ecke und die Fnfipankfee 
der sogehdn'gen Winkelhalbioenden. 

JOie lUfipunlidreieche der hefden iecdynamMen FimHe sind der 

Definition gemäß gleichseitig. 

8. Die Brocar (Ischen Gehikie im Sinne von Artet.^) — 75. Nun- 
mehr wJügem einige Punkte betrachtet werdeu, bei denen es sich um 
relativ ausgezeichnete Werte handelt. Die Größen wnren ja Winkel; 
ea liegt nichts näher^ als sie den Winkeln des Gmnddreiecks gleich- 

zneetzen (y, = — / V"^» Dadurch erhalten wir in der Ebene des 
Orunddreiecks bereits 24 ausgezeichnete Punkte. Neben den Winkeln 
des Grunddreiecks haben dann im Sinne dieser Betracbtungon noch die 
Winkel eine Bedeutung erlangt, die an den Scheitelgeraden des Schwer* 
punktes also auch in dem Fußpunktdreieck des Lemoineschen 
Punktes P auftreten. Diese finden sich noch in einem anderen Drei- 
eck D*), dessen Ecken J>, auf dem Umkreise und den Symmedianen 

A,P liegen. Diese Winkel [y, - (- P, + 4|>^J/3 l/y]*) liefern 24 
weitere merkwürdige Pniikto. 

7(3. Es war unser Bestreben, zu betonen, daß die merkwürdigen 
Eigenschaften des Lemoinesclien Punktes P am seinen polaren Be- 
ziehungen zum Umkreise fließen (Nr. 9). Wie dieser Punkt, so ist aurb 
das obige Dreieck 7) durch — das Gnmddreieck A nnd — seinen 
Umkreis projektiv zu definieren. Man erkannt leicht. <i;iß die Drei- 
ecke A und J) nicht nur den Umkreis, soudeni auch Punkt und Ge- 
rade yon Lemoine (und folglich auch den B rix- ardseben Kreis) ge- 
meinsam haben, gewissermaßen alsi) gleichwertig sind. Desw» i^'^mi aueh 
Terwenden wir ihre Winkel für den vorliegenden Zweck in gleicher W^eise. 

77. Ans den Koordinaten der 4s Punkte, die man einfach durch 
Einsetzen der obigen Werte in die allgemeinen Ausdrücke (Xr. 6-4) 
erhält, folgt: Unter diesen 48 Punkten befinden sieh der l lukreis- 
mittelpunkt f, der Höhenpunkt H, irgend ein Punkt der absoluten 
Geraden, insbesondere also der Richtpunkt der Lemoineschen Geraden, 
die Brocardschen Punkte Sl^ und Sl^, die Ecken des zweiten Brocard- 
sohen Dreiecks C, der Lemoinesche Punkt P, die Ecken des Orund- 
dreiecks A nnd andere weniger bekannte Punkte. 



1) A. Artzt, Progmnm. Rocklingbaufen 1986. 

2) BoQoh^-ComberoQste, Tnlt^ I, 468. Der dortige ekmeataie Beweis 
gilt auch hier. 

8) Es hat die Summe für die beiden Dreiecke A und J) den gleichen 
Wert öleichbrocaidflche Dreiecke. 



Digitized by Google 



£. Lajidai;: Ungleichheitsbeziehuiigen in der Theorie der analyt. 1: anktionen. 31 

Von den 48 Punkten liegen swSlf auf der Lemoinesehen Oevaden. 
Hure Fnfipnnktdreiecke enthalten die Winkel des Dreiecks Ä oder D in 
irgend einw Anordnung. Diesen aw51f Punkten sind zwölf Punkte dea 
Brocardschen Kreises tripolar assoziiert; wir erlialten sie durch Pro- 
jektion aua dem Umkreisniitt elpunkte ü. Die noch folgenden 24 Punkte 
ergeben sieh ans diesen durch die isogonale Yerwandiscbaft. Zwölf 
daTOn liegen auf der Steinerecben Umellipse, dem Bild der Lemoine- 
sehen Geraden, die letzten zwölf auf der bizirkularen Knire rierter 
Ordnung, die dem Brocardschen Kreise entspricht 



Uber einige Ungleichheitsbezieliiiiigeii in der Theorie der 

aualytisclien Funktionen. 

Von Edmund Landau in Berlin. 

1. Am Ende seiner Arbeit ,,uber die Wertschwankun^en der 
harnunuacheai Funktionein zweier reellen Veränderlichen nnd der Funk- 
tionen eines komplexen Arguments^ gelangt Herr Schottky durch 

Speziiilisiernng seiner allgemeinen Resultate zu dem Satz*): 

£s sei (f (t) eine annlytiselie Funktion von x, welche für \x\<^ R 
rejfular ist. sei i)(qp) ihre «j^rößte Wertsch wankung auf" der Grenze, 
d. h der größte Wert von ,(p{'i ^ — cp (0) , wo a und b awei beliebige 
Zahlen mit dem absoluten Betrage Ii sind.') Dann ist 

(1) \'p'm^:",r- 

Schon an einer frühere n St- ll« seiner Ai N 'it*! hatte Herr Schottkj 
darauf hingewiesen, daß die weniger scharfe iielatiou 

als liekaiint anzusehen war. Denn, wenn c irgend ein I'unkt der 
Kreispenpherie Be"** ist, und wenn .r diesen Kreis im positiven Sinne 
durchläoft, so ist nach dem Cauchjiächen Integralsatz 



1) Journal für die reine imd aagewaadte Mathematik, Bd. III, 1897, ä.8Sd— 863. 

2) 1. c. S. 263. 

8) Aus bekannten Sätzen folgt, daß i>(7) zugleich der größte Wert von 
I 9 (a) — 9{b)\ ftr alle WertepaaR a, 6 ist, welobe die Bediagimgen | a | ^ 
\h\< B erfüUen. 

4} 1. S. Wl. 
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fo]{^cli, da Bnf dem Integrationswege bettiindig 

2. Ich will üun zunächst eine Uni^leichheit^hoziehuag heweisen, 
■welche scharfer ist als die von HerTn Scliottky angegebene Relation (1). 
Es bedeute J^{(f'} die größte Schwankung des reellen Teiles von <p (x) 
für ,ic = R, also den größten Wert von \^a) — di<p {hj für ■= i?, 
|5|>»jß.^) Dann behaupte ich, daB 

(2) \9\0)\^l^ 
ist 

Da offenbur für [ a j — 1^ l & | — 12 

also 

ist, ist (1) in (2) enthalteiL Der folgende Beweis Ton (2) stellt also 
sngleidu einen direkten Beweis Tom (1) dar. 

Nacli Yomossetamig ist der Radius des EonTeigenzkreisse der 
Potensreihe 

i)p (ar) = a„ + Ol« + . 

größer uIr /?. Es werde ^ 0 angenommen — sonst ist die Be« 
hftuptong (2) trivial — und 

a, qp'(O) 

gesetzt; der Radius des KonTergenzkreises der so entstehenden Potenzreihe 

ist > B ip' (0) |. Darch Anwendung der bekannten Int^ialdarstellung 
für den reellen Teil des Eoeffizientm \ Ton y in einer PotetUBreilie 

^bjf ergibt sich hier 

1) £(f>) ist »neb der gxOflte Wert von 1 9lv(a) — 9l9)(6) | für • a | ^ J2, i « | ^ JR. 
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wo ff den Enü E\<p'(p)\^ im positiTfln Siimfl donUiaft. Da non 
diesen Werten von ff die Warle von dB «if dem &eiBe \x \ '»B ent- 
epndieny iet fitr je svei Werte auf dem Int^prationswege 

Daher liegt 9li^(y) für 0 ^ » ^ 2x swiechen j1 - 1 £(9)) (inkL) and 
Ä'^\E(<p) (inU.), wo Ä eine gewkee Eonstente beieiehnei Wegen 

«tgibi sich also ans (3) 

ärl8|9'(0)|- J* «^(y) OOS 4^il^ - y («♦(y) - ^) ODS 

^ ^*j3t^(i')-^Heosd|d*^^ J\isw»{d» 

IC 

^-f(j'coB^d^^J tm^d^-^C cos«'rf^)-^(l-(-2) + l) 

was ZQ beweisen war. 

8. In dieser üelation (2) kann diö Konstante doreh keine kleinere 

Zahl ersetzt werden. Denn es ist leicht^ nach Annahme einer beliebig 
kleinen positiven Größe d eine Funktion tp{x) anzugeben, welehe in 
einem gewisssn Gebiet \x\^R regulär is<^ aber die fielation 

(4) wm>i^-(i)^ 

«ifQUt Bs sei 

tmd R eine nachher näher 7.\i bestimmende Zahl < 1. fp{x) stellt 
einen für s] < 1, also gewiß &a\x\^R regulären Zweig der Funktion 

. . 1 , 1—« 
arctg »a;- j Jogj_^- 

dar. Bekanntlieh ist ÜBr | d; | < 1 

-T<«(«-T + T-T+ •■•)<I. 
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also 

-E^(<p)<^; 

andereraeits ist 

l9'(0)|-lj 

wird ako R bo gawaUly dftfi 



ial^ 80 ist 



l--«'-<iJ<l 



ff 



wie in (4) boliaiipiel; wurde. 

4. Dagegen ist es, wie nonmebr gemigt werden soU, mSgUoh, in 
Henn Sohottkys Relation 

die Zahl * dnreh eiiw Ueinere absolnte Konstante, namlieli zu w- 
setien. Ich hdunpte also die Biohtif^keit der Beiiehung 

(6) i»'(o);^^VT 

Hierzu mache idi Gelmnch Ton folgendem bekannten geometriedhen 

Satz»): 

Wenn der Abstand je zweier Punkte einer ebenen Punktmei^e ^ D 
ist, so gibt es in der Ebene mindestens einen Ponkt, der von jedem 

Punkte der Menge höchstens die Entfernung ^- hat 

Im vorliegenden Fall gibt es also eiue komplexe Zahl f^ «<> daft 
für alle x mit dem absoluten Betrage Ii die Üngieichheitsbeziehung 



l) Detaellie fiadet nehf auf eine n^mieusioDale Punktmeuge verallgemeinert 
(WO der Abitaad eines paaaend beetinunharen Ponktea von aUen Punktmi der 

Menge <C I> ^ —^'^ j^ ist), iu Herrn Jungs Disöcrtation: „C^^r die kleinste 

Ko^ol . dio eine räumliche Figur einschließt", Xfarlniri^, welche auch im 

Journal tür die xeiue und angewandte Mathematik^ Bd. 123, li>01, S. 811—267, 
abgedruckt worden ift. 
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bMtehi Nach dem Cauohysoken Safts ist also 

womit die Hehauptimg (ö) bewiesen ist. 

6. äegen Ende aanar Abhandlung^) hat Hexr Sehottky den Sata 
bewiesen: 

(6) W - I ^ 2)(v)| A»««i ^i^-^-'j, 

WO I oiii I < I i < JB iatf ^1 die zu konjugierte Zahl bezeichnet und 

wo dar awiidien 0 und ^ gelegme Weit des Äro ein gemeint ist. 

Ana (6) hatte Herr Sehottky alsdann (1) entwickelt indem w » 0 
seftate, durdi ja;«! dividierte und zur Grenze jr, «»O fibergix^. 

Ich will nnn featstellen, daB der Sata (6) weder im Sinne dee § 2 
noch im Sinne dee $ 4 einer Varvehaifong tiihig ist Genauer goeigt» 
ich will an je einem Beispiel aeigen: 

1) daß der Quotient 

, 9 (xj - (fix,) I : A\<^) Are siü 

> - sem mid sogar beliebig grofier Werte fähig sein kann, 

2) daß der Quotient 

; 9 W - 9 («i ) I • i> (V) ^ 8»a I ^z^^ I 

12. 

>'^and sogar >~ — d sein kann, wo d eine beliebig kleine positive 
GrdBe isi 

1) Hier liefert die oft bei derartigen Betrachtungen angewendete 
Funktion aas §S 

q>(x) - + I«» + Ja!* + . . . 

den gewünschten Nachweis. 

£8 sei = r, = 0, 0 < r < ü < 1. Dann ist 

E{ip) Are sin |f ,^zi~5^| - ^(9) Arcsin < | Arcain ^ < 

I y W - V («i) I r + y + ^ + . . . 

Wenn ta eine beliebig große Zahl ist, ist r < 1 so wiimbar, daß 

1) L e. S. 868. 
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irt; wird dann B swisdieii r und 1 gewiUt, lo wie behauptet^ 

2) Es sei 9 (a;) =- Ä, — r, =• — r, jK — 1 und 0 < r < 1. 
Dann ist 

D(v) - 2, 

D(g») Are iin ^^fl^ j = 2 Aic ain ^ < 2 • | - 



also 

wenn nnr r hinreichend nahe an 1 liegt 
Den 31 ten August 1905. 



Zur Theorie des Integrailogaritlunas/) 

Ton Mabtdt KRAüaB in Dresden. 

Die schon von Euler untersuchte Funktion Ii (a), die von Soldner 
mit dem Namen des Integrallogarithmus hezeickaüt wurde, ist in der 
neueren Zeit in einigen Arbeiten behandelt worden.*) Zu den in diesen 

1) Herr Lerch, dem ich diese Notiz vor ihrer Veröffentlichung mitteilte, 
nuuüite mioh anf eine iemikonve^gente Entwiekelnng anfinerkiam, die er im 
JntenttMiMie im Jalue 1901 ohne Beweis angegeben hatte und die mit der tob 

mir aufgegtellten konvcr^ifenten Entwicklung in ihrer Struktur große Ähnlichkeit 
besitzt. Ich verweint* in be/.ug hierauf auf (]\e nachfolgende Arbeit VOQ Hem 
Lerch, die er auf meine Anregung hin verötfentlicht hat. 

ai 

8) Laguerre: Sur riat^xale ^ J-^^ BuUetiii de 1» sod^tÖ math^tique 

m 

de France toini> ^U. — Lommel: Zur Theorie der Beaaelscheii F^mktionen. 
Matheraatische Annaleu Band 16. — Stiel tjo.s: Recherche« sur quelques s^riea 
aemi-converp-enteft. Amiales de l'ecole normale HI. 3, - Phragmen: Sur le 
logarithme integral et la louetion fi^x) de Riemauu. ätockh. OiV. 4)^. — Phragm^n: 
Über die Beraehnniig der einzelneB QKeder der RiemaiiiMelteii Pzimiahllbnnel. 
ibidem. Siebe in bezug auf die beiden letzten Arbeiten auch Fortechritte der 
Mathematik. Band 28. Seite SOO. — Itieleen: fiaadbueh anr Theorie der 



Digltized by Google 



Zur Theori« dM Inteendloguithmiu. 37 

Arbeiten gegebenen Darstellun^n möge eine weitera hinzugefügt wearden, 
die für gewisse Werte des Argumente« Ton Vorteil «em dfirfte. 

1. Wir gehen von der bekannten Mac Laurinschen Summen- 
formel aus. Dieselbe kami t'olgendermuÜeii gefaßt werden. Die Summe: 

bat den Wert: 



l4-m 



fix) äx-ti it'il + m) + fif}) + K„ -f F,^. 
Dabei ist gesetst woitien: 

F».- ^ (r(i + m) - rm - § (t^'ki + m) - phz)) + • • • 

ferner bedeutet Pt, den Reii Nimmt man die Bedingung hinzu, daß 
die Öamme (2 -f ^ + 0> während t Yon 0 bis 1 gebt^ ihr Zeichen 

nicht ändert^ eo kann man flcbreiben: 

2. Wir wählen nun die Funktion: 

(9) 

wo}»oi unter a eine beliebige positire Größe zu Tersteheu ist Daun 
niLimt der rte Difl'erentialquotient die Form au: 

Wir können dieien Anedrack andi schreiben: 

ZylisdeilbiLktioaeii. Leipsig 1904. § 34. — Nielten: Kotiz Uber d«ii Integnl- 

l<^anfhmti8. Monatshefte Ar Mathematik und Physik. Band 16. — Lorch; 
Über einige Entwirkelungen auf dem (JphiBte der unTollsti'indigen Eulerschen 
Integrale *2ter Art. Crelie, üand 128. — (Tutknecht: Inte;/rallogarithmus. Diss. 
Bern 1908. Auf die leiste Axbrnt wurde ich nach Drucklegung dieser Arbeit durch 
die Liebenawflidigkeit toq Heixn Lampe aulmerlnain gemacht. 
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Nun gilt aber die Gleichung: 

■ „ — 1 - 5i2...+(_ ly^f + (- 1/+«»-». i^^-^' ■ 

Unter solchen Umstünden nimmt der rteDifferentiAlqnotient die Form an: 

(*) -Tqn- 

Hieraus folgt, daß wir fttr den Rest die unter (2) angegebene Form 
wählen können. Nehmen wir nim an, daß unter den Zahlen 
2; 2 + 1, . . . Z + »n die Null nieht Torkommt, so finden wir fttr das 

Integral: J*(^^^ — ^) dx den folgenden Ausdruck: 

1 /«'IT 4. ^1 _i_ M - r p 



wobei die Größen T. und Pj, die Torhin angegebenen Werte besitzen. 



Das aUgememe Glied von V» , hat die Form : ± J' - (/^ ^ (i+t»H^ '^"H')) 



Nun ist: 



also kann dasselbe geschrieben werden: 

Hieraus folgt, daß für endliche Werte von l und m und für: 
(5) jla{<2ff 

der Grenzwert von P^« fOr » — oo der Null gleich ist und demgenuiB 

eine konyergente Reihe darstellt. 

Wir erhalten unter solchen Umstand«! dm 

Lekrsate: Leistet die Größe a der üngteiehunff (5) Genäffe, md ist 
mier den Zahikn l, l + 1^ . . , l i- m die NuU nidU enthalten, ao ist das 

t-t-Vi 

Int^fnd:J (^^ — l. )^^» *w* <^ endUehe» Teile: 
* 

tdtffesehen, i/Ieich der konvergenten unendlichen Reihe V^. 
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Kommt onter deo Zahlen 

l,li-\,...l + m 

die NqU Tor, ist etwa { + r » 0^ lo tritt an Stelle dee Gliedes 

, . — der Ausdruck la. SetsMH wir insbesondere 1^0, so er» 
halten wir den 

m 

Lehrsatz : Das Integral •J (~ ~ <^-f vott dem endlichen Teile: 

ioga + y+ + ^ -j Y-y iTfl-nJ 

alj^esefteiiy gleidi der homergenten mendlUAen Reihe: 

- ^ (A«) - ^) + ^ (/^"w - ^-r ') - ^ (/^« w - • • • 

3. \\ ir w allen jotzt aiinohmen, daß m immer grüßer und grcißer 
werde, und zusehen, wie dann die Resnltate sich gestalten. Nehmen 
wir die Voraussetzung hinzu, daß a kleiner als I sei, so geht 

a' , + ' , , «'+"• 

- - -A ■ -- If n i ■ • • • I -— ~Ä 

in eine konTergente unendliche Reihe Ober. SetMin wir: 

so iat « «ine positiTe Qr6Be, die fiberdiee nach dem Früheren kleiner 
ab 2n sein muß. Im weiteten folgen wir einer ahnlidien Methode, 
wie sie SaalscbQts in § 26 seines Werkes über die BemouUischen 
Zahlen angewandt hat 

Der rte Differentialquotient der Funktion: ^ kenn geschrieben 

werden: 

4:«-+i/-J 5iL + _J!^5> A. 

Vr+l r + S^lSr + a ^ 

Der Ausdruck in der Klammer soll transformiert werden. Wir schreiben 
ihn zunächst 



irobei gesetst ist: ax — dann aber: 

r + l r+lV r + ay^l-S-r+l V* r+8/ Sir + 1 \* r+4/ 
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oder auch: 



und demgemäß: 

jZL 4. _y_ iL^ 4. y* \ 

r + l "•"r + lVr+f r-f. » i .« .r + 4 * ' /' 

Diese Transformation kann wiederholt werden, und wir erhalten 
die Dttrstelliuig: 

+ - y"^' .f_L i \. 

Nehmen wir nun an, daß die Ungleiehnng besteht: y < r + 1, so wird 
der erste Teil der letsten DarstelloDg, wemi f immer größer wird, wie 
groß Mich im übrigen r und s angeDommea werden, sich immer mehr 

und mehr dem Grenzwert Null nähern. Femer können wir s so groß 
wählen, daß dasselbe bei dem zweiten Teile der Fall ist und demgemäß 
M&ch bei dem ^nzen Ausdrucke. 

Zweitens können wir den rten DifferentialquotienteD, vom Faktor 
c^+i abgesehen, anch schreiben: 

Nehmcu wir nun an, daß ^ > r ist, so folgt, daß der angegebene Aus- 
druck mit wachsendem Werte yon y sich immer mehr und mehr dem 
Grenswert Null mLheri 

ünier solchen Umständen erhalten wir den folgenden 

Lehrsais: Leistet u der Ungleichung Genüge: u < i^t^ so ist der 

CrrenMwert vm 2^f*'^~^{9») für m^oo, wie groß muh r sein ntiige, 

stets der NuU gkkh, 

Kaeh diesen Bemerkungen gehen wir zu der BetEWshtong des 

Litegrales J ^. ~ x) zurück. Wenn l poeitiT, Ton KuU TerBchieden 
t 

aagenommen wird^ so kann das Integral geschrieben werden: 



t+m i+m 
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oder also wir finden für das iiit^rai^ dx, von der Summe: 

I 

abgesehen^ die KeiJiendarstoUang; 

r = OB 

2 (- SFj tf^'"' + ^""■^ (W- 

lisssen wir m nnendlich. groß werden and nehmen an, daß l eine 
poiitiY« ganze Zahl ist, bo folgt der 

Lehrsaie: Unter den im obigen angegebenen Bedingungen ist das 

Integral : 1 d«, von dem endlichen Teile: 

- i - 2 i - 1 - ¥i + i + 2 + • T- 1 - 2 / - Iog(l -a)-log i-^r 

Br 

r<=l 

Erwägt luaii, daß gesetzt werden kann: 

- log (1 - ä) - - 2 y^^ 



80 folgty daß etwa ffir a — e~^ and für einigermaßen große / die an- 
genäherte Berechnong des endliehen Teiles keinerlei Schwierigkeiten 
bereitet. Dasselbe gilt von der unendlichen lieihe. 

Die gefundene Reihendarstellung dürfte sich daher für die numerische 
Berechnung dea Integrallogarithmus in den angedeuteten Italien sehr 
wohl eignen. 

Dresden, den 28. April 1905. 
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M. Lkbcu : 



Bemerkuiigeii über eine Formel ans der Theorie der un- 
vollständigen Gaxnmafunktion nnd des Integrallogaritimius. 

Von M. Lebch in Freiburg (Schweiz). 
Vor dnigen Jahren yerBuehte ich die Theorie der Tramnendente 



^ , welche im wesentüchen schon von Malmsten^) herrührt. 

und vou Lipsi hitz^) uimführlich untersucht wurde, für die Theorie 
der unToiiständigen Gammatunktiou 



in audprer Weise nutzbar zu machen, als ilies bereits dnrcli Herrn ite^) 
^cBchehen war. Mein Kesultat bestaud m der halbkouvergenten Ent- 



wicklung 



(1) i ^(1 -s, tt) + 1^ V(- 1> - if/f^^^. Giw,sV, 

0*-l,t, »,...) 

wobei Wf M, ü positive reelle Größen bedeuten, foraer 

-1+ CT 0^.+ C%- 0'''ut'^ + C%- 

und » » jB^ B . . . die positiven Bernoullisdien Zahlen, 
sind, und zwar ist der durch die Benutzung der halbkonvei^enten 
Reihe bedingte Fehler vom gleichen Zeichen und vom absolut Ideineren 
Wert wie das erste vernacldässigte Glied der Entwicklunp:. 

Dieses Kesultat würde ein auagezeichnetee Hilfsmittel für die Be- 
redmung yon ^(1—5, w) ausmachen, wenn man über eine bequeme 

1) Jouraai tür die reine und angewaudtc Mathematik, Bd. 38. 

2) ibid. Bd.fi4 und lOfi. Dafi in «einer eriten Arbeit Lipeohits dea fiink- 
tionimttieoreiiiehen ChBra1^t•r der Reibe noch nicht gans bebemchte, folgt daaran«, 

daß er von einer Funktion von vier Elementen spricht, indem er das eine Argu- 
ment komplex annimmt und in sfine beiden Hestandteile spaltet Die erst»- f'unk- 
tionentbcoretiacbe Bebandluug des Uegenstandcti — nachdem die mustergültigen 
Arbeiten von Biemaan nnd Hntwitz betreffend zwei SpecndflUle vorlagen — 
geachah wohl durch die Arbeit des Terfaflsers (Acta matb. Bd. 11). 

3) daMlbst« Bd. 90. 
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Beredmnngswoise der Malmstensdien Reihe links in (1) und »war 
für verhatnisin&Big kleine m TerfOgte. 

BntwicUungen zur Bereclmui^ der Reihe dee Malmetdn^Lip« 
8 6 hi tzschen Typne aind zwar Torhanden und zwar ist z. B. Ütr 0 < 9 < 1 

wobei der Kouvergeii/iädius gleich '2n ist untl die Koeftizienten durch 
die Funktionen der komplexen Verändprliclicii s defijiiert siud^ die als 
Summen oder auaijtische Fortsetximgeu der Reihen 

ToUsündig definiert sind. 

Um die Formel (2) zur Berechnung der linken Seite Ton (1) zu 
Terwenden, müßte man w*^u& setzen, dann o auf die Form a + v 
bringen, wobei 0 < « < 1 und a eine positiye ganze Zahl bedeutet; 

nia/iQ.nti auteizcheidet sich die Reihe ^(m-\-v)^'e~'^^'^'^'^ Ton der 

im»» 

folgenden ^'(m + a>)-«e-" nur um ihre ersten a OUeder, die 

MB« 

also zu berechnen blieben, um den Wert der linken Seite von (1) zu 
erhalten. Man könnte sich sogar mit dem Grenzfali i; » 1 Ton (2) be- 
gnägeo, in welchem 

a, -^J^i «« + j») cos — ^ n 



izt; dieser Fall Utte den Vorteil, daß die XoefBziMiten in der Entwicldnng 



bloß von s abhängen und die Berechnung auf eine Tabelle der Funktion 
zurückfahrbar wäre. Alsdann mtlfite man för oi eine ganze Zahl 

a — ^ setzen, um die Berechnung von (1) yermöge der Entwicklung {2^) 

zu bewerkstelligen. 



1) Al^eleitet in meiBem Aubats Nr. 88 des m. JahigMigt der Rozpravy 
(IL Klane) der Pnger Akademie, p. 8 und 3 dea Sondeiabdxneks (1894). 
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Die Behandlmig der EnhneUiuig (1) yereiiifMlit noh wesentiioliy 
wenn man dam 8^1 nimmt; aladann geht Q{1 ^ s,w) ind»M Integnl 



OB 

aber, und die Fonnel (1) kann wie folgt geeehiieben werden: 

• . , . 2 u 1 

mt^O u «Mi 



ß 



Setzt man hier filr m eine positive ganze Zahl a ein, so berechnet sich 
die linke Scaie Termdge der logarithmiaehen Reihe durch den Anadmek 



-iog{i-«-)-;v. 1. 



Die sieh ao darbieiande halbkonrergente Bestiuunung des Integralloga- 
zithnraa 

00 

habe ich 1901 im YIII. Bandea des Interm^diaire dea math^matieieni 
(Queetion 21&&) ohne Bewela miigeteilt, wBhrend die Begrttndung der 
allgoneineren Formel (1) den Schluß einer demidUshst im 130. Bande 
dea Grelleachai Joninals erscheinenden Abhandlung bildet Der Um- 
atandy daB die DiTergens der Entwiekhing (4) eigentlich auf Konatanten 

beruht, hat mir nicht entgehen können, denn tlir größere (i ist ^ 

o 

beinahe gleich e*, so zwar daß der Unterschied ium^ Mnlti- 

piikation mit das allgemeine Glied einer konye^erenden Reihe 

bildet, sobald - ^ m kleiner als 2« bleibt Allein da mir der Gebrauch 

der Formel lediglich fOr a > 4 Tonchwebte, eo hatte die Tremrang des 
konatanten halbkonvergraten Teiles Ton dem konveigenten TeiSnder- 
lidben Teile f&r mich kein unmittelbares Interesae. A)a ich nun durch 
die Gute des Herrn Krause in Kenntnis der Besultate seiner Abhand- 
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lung (s. oben S. 36) gesetzt wurde, unternahm ich es, meine ursprüng* 
liehe Untersuchung f&r den Spezialfall des IntegraUogarithrans liier 
SQMinaiiderznsetzeii und sie durch die eben aogedeutete Trenniu^ in 
ergaoMU, wobei namentlich der Umstand herrorgehoben werden mag^ 
daß sie auch bei allgemeinen nicht ganzen a gelingt und die Aus- 
dehnong des Resultats auf den viel wicliiigeiren Fall der Funktion 
if (e+") ermögUdit. 

Es seien a, u zwei beliebige reelle positive Größen, uiid ea werde 
mit FiOf uj die durch die offenbar konvergierende unendliche Reihe 

definierte Funktion der beiden Veränderlichen a und u bezeichnet. 

Diese Reihe verwandle man in ein bestimmtes Integral vermöge 
der Gleichung « 

es kommt 

0 

Hier machen wir von der Formel 

Gebr&oehy wobei 0 < 0, < 1. Es entsteht so ans (6) die Gleioknng 
F(a, u)^J r-f+'>^^- + i ^e— t«+*)d# 

+^ (- («♦ + '^y'- ' dz + i<„ 

wobei 



Kon ist 



4> 40 ae « 

9 mu V ai» 



Digrtized by Google 



46 M. Lbkoii: 

also bekommen wir die Gleichung 

(7)F(«,«)-/^''';+/„.-..+i;(-i)--.-^»-^/-x^.-.d.+i^„ 

wobei noch bemerkt werden m5ge, daß 

(-1)-!^, ^"""' Iqri 



am 



Diese Formel (7) Keigt, wie man die Bereoliniuig der miendlichen 
Ueihe (5) anf die des IntegrellogarithmciB zurückführen kann, Bubald 
der Rest vemachlaaeigt werden darf; denn die anf der rechten Seite 
Ton (7) aoffcretenden Integrale drücken sich in geschlossener Gestalt 
aus, und zwar ist 

/«--«-i» - Mle-. [l + 2 + + . . . + ^] . 
Ich bemerke nun, daß die Reihe 

a u 

konveigieri^ fidls 0<u<2% ist. Benfltst man die Zerlegung 

<» am 

so ergibt mek aus (7) 

4» au 
au M^t O 

Die aus den Integralen ausaiDincngeeetcte Reihe wird unter der An- 
nahme 0<u< 2;c konvergent für n = oc, und deijenige Bestandteil 
der rechten Seite, dar den Charakter der halben Konvergenz verursacht^ 
ist von u unabhängig; es liegt die Vermutung nahe, daß nach Ersetzen 

des „konvcrgonten" Teiles durch dif» unendlicbc Rr-ilie der Rest sich 
zu einer von u unabhängigen Größe kompensiert, d. k die Größe 



a II 

(.) Ä -2' (- ly-' ~^:j^J>-^>-^dx + & 
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\ on II ni( ht abiiängt. Um dies zu ergründen, beachten wir, daü uack 
der Deliiution (ö) 

und demnach ans (7) durch Differuitiatioii nadi u 

öl» 1 — e"* »♦ ^ (^<*>' 

folgt; mit Hilfe dieser DanteUung von ~ Iftßt sich die Grdße (a) 
nach K difiiBvenzieren, und wir bekommen ao 

was wegesL der Identität 

identisch verschwindet. 

Wir hüben somit anstelle von \ i\ weuii au =^ w geschrieben wird, 



X 

_ 7,. _ 1 _ « _ 



wobei lür die Funktiou (f (a) die Lalbkouvergeute Entwicklung 

(b) «p(<')-^(-i)-',,^.i + ij: 

vorIi«^2t. Multipliziert man (7**) auf Ih-iden Seiteu mit e"" und diö'e- 
reuziert nach a das Uesuitat, so entükiht 

d« _ £ 1_ 

x a 2 a* 
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hier ISflt rieh nun der Gxensflbergang sa u»0 MutXÜamy und wir 
«rhalien nnter der Beseichnimg 

♦ («.)- :^^> weg«, «'(a)-^^ 

das Resultat 

und hiersiu dorch Litegrstion 

tp (a) = \o^a ~ — if (a) + const . 

Für grofie a irt nach (b) ^{a) beliebig Uein; und eomit iet die Eon> 
jftente gleieh Null, d. L 

^(a)-loga- l-^(a). 

Wir haben eomit die merJcwOrdige Entwioklang der Größe (5): 
F{a,u) - log. - i- -♦(<•)+ j'e-^ + 

m 

in welcher «;»au, a>0, 0<«<23r rorauagesetst wird, und wie 
«WiA#(«)-^'«. 
Nnn ist bekanntlich 



<7*) 



und es folgt aus (7''') die Identität 



— ^ - ♦ w + i«-- 2" (- 1)"-' • S {- -2' ':-.) • 

In deraelben sind bei poBltirem u des IntenraUs (0 ... 2ff) beide Seiten 
eindeutige analytische Funktionen der komplexen Veranderlidien wir 
bekommen daher eine richtige Gleichung, wenn wir darin a in — a 
verwandeln und nnnmehr a > 0 TorBuesetaen. Da femer 

^(a) — a) =' ~ — — scGotax, 
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i - *.(- o) - - - sootas - »(o). 



SO erhAlteQ wir die Gienhiiug 



M— i 



(8; 



Ii 



H — tt 



log a - — «oota# — if'Ca) + «" 



So 



(w^an; 0<tt<2«; a>0). 
Dabei ist in tlbUdiflr WeiM 



K(*-)-«l.j,.J^^2 



goflefeii worden. Die Qleiehung (8) stitai in mericwlirdiger Weiee die 
Funktionen F(->ayi») nnd ^(a) in Znnmmenhang, ond rie 

liefert^ wenn man detin a » « + S nimmt, wobei $ eine ponÜTe gerne 
2aU iet ond $ nnendlich Jdein TonHugeaetefe wiid, eine meirkwUidige 
Fonnel zur Berechnirag ron {t(e^).^) Wir beben aonioliflt 

,cot«r +2 _ «cot «« - V -2 +2" ^i. - +«). 



1 



wobei (I) eine nnendlidh Ueine GrSfie bedeutet Die rechte Seite wird 
naeh dem Orenzübergang 

-u-'^^-U>g(l-e-'), 

nnd wir erbalten daber ana (8) 

- +^ + log(l - 6--) + log« 

^« ^ < 2«, < positiTe ganze Zahl). 



(») 



► =»0 



1) Rozpravy Prags V B. Nr. 14 lü. KlMSe). 
Awhiv dar ]UUi«jiiAUk ond Fb/sik. HL B«iha. XL 
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H. Luch: 



Bei Anwendung dieser Formel muß die Zahl s wesentlich großer 
als w genommen werden, da sonst viele Glieder in der Reihe we^jen 
des Faktors c"' zu groß waren. Ist z. 1^. ir in der Nahe von ö, so dali 
c"' ungefähr 150 beträgt, so wird die Wahl s = 10 ziemlich zweck- 
mäßig, und man wird sich mit 3 Gliedern der Reihe begnügen können, 
um 8 Stellen genau za erhalten. 

Eine ahnliehe Formel zar Bereclinnng von li(g^^) liefert Gleidmng 
(7*), wenn man f&r a eine ganze Zahl aetrt; denn et ist alsdann 



Auf diese Weise entsteht dio Entwicklung des Herrn Krause, während 
ans (7) das von mir iiu Jahn« 1901 im Intermediaire des mathe- 
maticieus mitgeteilt« Resultat (-1; hervorgeht; es war dort die unend- 
liche Reihe mit der halhkonvergenten Reihe für if; (a) zusammen- 
geschmolzen. Immerhin sind die BlUle nicht selten, wo man die 
halbkonTerguite EäitwieUnng wiifd Yondehen mflsmn. 

Fttr die Fnnlction F(af u) habe ich im Jalire 1896 eine andere 
EntwicUnng abgeleitet in weleher zwar ^(a), nicht aber der Int^ial- 
logHiithmns Torkommt. Die Formel lantete 

2 » + « - '•-2' + ^>(' « ') (i - 0" - - '> - 

0 0 

Setzt man hier M^^tr" tmd integriert nadi x Ton a bis a+ 1, so 
kommt 



I er^'dx — log (1 — — loga . 

Weil bei unbestimmtem z 

0 « a 

den Wert 

V « / _ log z) 

haty 80 wird die Entwicklung 

1.0 
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nnB die Giöfien (7, liefern^ für welche die Gleidmi^ besteht 

X rfjt^ „ _ _ iog(i _ e--) + + 1)C,(«-- 1)-. 

Die Fonktion (10) bl«bt aynektiBch Im ganzen Einheitskreue ( | « | < 1)^ 
und die Reibe nimmt für 0 ■> — 1 den Wert e** an; d. b. 



(10') /« 



DftTon kann man Gebranob machen, un ans den Koeffizienten 

(w + 1) = 1 + ; + i -f • ■ • + ^ + ^ (1) 

den Teil ^(1) za entfernen, so daß man »cblieBlicb hat, weQ ^(1) die 
mit MinuBzeicben genommene Ealereche Konstante C ist: 

(10') /.-'!^~-C-lo8<.-log(l-^.) 

^ mm 

+ e-'-[C, (s-^ 1) + (1 1)»+ (1 + 1+ 1) 1)»+ ...]. 

Man kami auch schreiben 

und dies ist uacii dem Mitteiwertsatze 

(10') cilzii (->-«). 

Beseicbnet man mit Cm Größen CU, in welchen « dmrch — it metst 
ie^ so erschließt man ans (10*) leicht 

W{e") «. C + loga» + log^^^ + 
(10*) ^•'L^^ia'-^-)-a+i)^^,(l-e-)H(l+i+i)6Ul-^")'— J, 

* 0 

Diese Entwicklungen (10) konvertier» u nur fUr recht kleme ft, 
also ftir kleine Werte ir~au, für welche die ursprünglichen nach 
Potenzen von fc fortsdireit^uden Reihen <fut brauchbar sind. Sie bieten 
demnach kaum einige Vorteile, weshalb wir bei ihnen nicht verweilen- 

Freibarg (Schweiz), den 2H, April 1905. 

4* 
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EiuiST Eckha&dt: 



AsalytiBeh-geometrischd Ableitnng der Realit&tsbedingungen 

für die Wurzeln der Gleichungen Yierten Qrades. 

Van Ebnst Egkhasdt in Hombntg t. li R 

Eine rnlh((i)uli(je Bf^stiiumuag der Kealitätsbodinginif^ön für die 
Wurzeln der Gleichungen vierten Grade«? auf rein analytisch-geometrischem 
Wp'^f ist zur Zeit nicht vorhanden. Wohl aber hat man die analytische 
Geonii tri»* dazu benutzt, die bei diesen (Tieiciiungen mögliehen Fälle 
zu l>eieuciitcu.') Hier ist vor allem Kronecker ZU erwähnen, der 
die Diskriminante dieser Gleichungen 

D « 4(a* + 12c)» - (2a» - 12ae + 276«)» 

gleich Null aetrt, die Oröfien a, h, e üb Koordinaten einm reoht- 
winkligen Sjatems anffaBt nnd bo m der DiBkriminaatenflieke, einer 
Flache 5. Gradee^ gelangt^ dnreli deren Betrachtung eich die einselnen 
Fälle erledigen laisen. In seiner Algebra, Bd I, .S. 279 gibt Herr 
H. Weber eine Abbildang tind Erl&utermig derselben. Dieee Be< 
trachtung Kroneckers setat außer der Flachentheorie auch die Äuf- 
liomng der Gleichungen 4. Orades Toraue. 

In dieser Arbeit aoU nim die Be- 
handlung der Gleichungen vierten Grades 
von vornherein eine analytisch -iron 
metrische sein. Dabei werden sich die 
möglichen Fälle von selbst ergeben und 
die Diskriminante wird jetat umgekehrt 
aus der Behandlung folgen. 

Die Untersuchung setzt bloß die 
Grundlagen der analytischen Geometrie 
der Ebene voraus. 

1. Die Kurvte und ihrf Pohir- 
ffleirhuvtg. — Die zugrunde liegende 
Kurve ist die bekannte Pasealsche Schnecke, eine Konchoide mit kreis- 
förmiger Hasi>^. die st^bon oft behanflolt worden ist und deren mannigfache 
Eigenschaften und Anwendungen in dem Buche von Herrn G. Loria 

1) Hatihiesien; Ozondsflge der aaUkeii und modernen Algebxn. S. 963—968. 
Barth : IfedtMuach-gnplüMheLOtnng der kobiiehen iiad biqnadzatitehen Gleiohuig. 
Axcfai? (2) 1, 1—45. Hoppe: Besirke der drei Wuiwlfennen der QL 4. QiadM. 
ArohiT (8) 14, 898—404. 
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ftber ffihm» Karmf «MAmmengesteUi; nnd.^) Ist 0 der Mitidpunkt 
der BaeiSy r ihr Radios, P der Pol, PO der Nvllstndil und e eine 
konstante, positiT und negaity xn nebmeiide Strecke» so gilt f&r einen 
beliebigen Punkt B der Sdineeke, wenn PÜ •» ff und <^ JtPO — 
die Polai^eiebnng 

ff — 2r cos 9> + «. 

Ist I e I < ff so bat die Enrre die Gestalt der Figur 1. Die innere 
Schleife sclilieftt den Mittelpunkt ein. 

Wird r < |e|< 2r, so erhalt man Figur 2. Die innere Schleife 
schließt den Mittelpunkt aus. 

Für |e| « 3r ivird P ein Rflckkebrpouki 

Im \e\ > 2r besteht die Eurre aus einem isolierten Punkte 
P und einer geschlossenen Linie. Figur 4. Dies erkennt man, wenn 
man, wie dies auch Herr Loria tut, die kartesische Gleichung der 

(5' + q'-2rt)'-«'«' + 5') 

betrachtei 

Ist e rem imaghiärf so besteht die Kurre nur aus einem isolierten 
Punkte P: (| - 0, i| - 0). 

Diese Tatsache hat Hevr Loria nicht erwähnt Ohne sie ist die 
Behandlnng der Gleichungen 4. Grades mit wer imaginären Wurzeln 
nicht mSglioh. 

Fttr die teme Untersuchung ist es nun notwendig, die Polar- 
^chung der Schnecke für 0 ob NüUpimki und OP als Nnllstrshl 

aufznstellen. 

Ist OB^x und «^P0i2 = a, so hat man p' — af* + r'— 2ra:cosa 
und nach dem Sehnensatze (r x) • {r — x) Q * e, sodafi die Polar> 
gieicbung f&r 0 als Nullpunkt lautet: 

(r* - — e»(«» + — 2rap cos «), 

oder 

a:* _ (2r* + ^)ar* + 2rc»« cos « + r*(r* - c«) - 0. 

Mit dieser Polarglei<diung wird die zu untersudiende Gleichung 
jr^+ «1^+ + c — 0, in der a> 6, c reell sein sollen, identisch, wenn 

I. 2r2 + e> a, II. 2rcäcos«=.6, UI. r\r^ - ^) = c. 

Aus I und III folgt für die zur Konstruktion der Schnecke 
dienenden Größen r und e 

'i4-?(-»-V^M^2"c), ^^_i(_2a + ]/a»+ 12 c). 
1) O. Loria. Ebene Kurreo. Leipzig, Teobner, 1009, Bd. 1, S. lS6ff. 
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Demnach ist znnächst der Fall a' + 12«; < 0 aoanutcheideti, da 
dann die ganze EoiTe imaginär wäre. Femer isk tAmr auch wegen 

co8«««_-;^-j, V « 1, 2, 3, 4, der Fall 16|>j2r,cf| auszuschließen. 

Diese beiden f^e werden in der Fortsetanng behandeli 

8, Die Gleidwngm mU vier redkn Wurzln. — Soll die Torgelegte 
rednxierte Gleichung vierten Grades vier reelle Wuneln besitsen, so 
muß die mit ihr identische Pobzgleichnng der Kurve a^-^asi^ + bx 
+ c — 0 fftr ein in bestimmten Grauen liegendes a vier reelle Ba«1ien- 
▼ektoren haben. Eine unter dem Winkd a gegen die NuUachse ge- 
logene Gerade mufi slso die Kurve in vier reellen Punkten schneiden. 
Hieran ist sunSchst nötige da0 die Kurve selbst reell ist, da6 also von 
den Wertepaaren r, und in Nr. 1 wenigstens et» Paar reeU ist 
Außer rt' + 12c^0 mufi, wie am einfachsten ans 2r' + f»*=— a 
<» hervorgeht, xunachst a negativ sein. Die weitere Entscheidung Ober 

die Realität der and e, hängt davon ab, ob <; ^ 0 ist. 

a) c > 0. In diesem Fall ist, da a < 0 und a* I2e > 0, die 
GrÖfie r,^4 imaginär. Die Wertepaare r^^^ und ^4 sind also zu ver^ 
wei^. Es bleiben die Werte Ti^^ und e^^, übrig. Von ihnen ist Tj^i 
unter den gegebenen Bedingungen stets reell, «i^i nur dann, wenn 
- 2a — Ya* + 12c > 0 oder «» — 4<j > 0 ist. 

Aus »i.t — = J (« + V^a* + 12f) > 0 folgert man, dafi rf , > r ■ 
und, da nur das positive r, zur Konstruktion gebraucht wird, daß 
ri> l«!^!'. Die innere Schleife schliefit also nach Nr. 1 den Mittel- 
punkt 0 ein. Den hierher gehörigen Gleichungen liegt also die Figur 1 
zugrunde. Da fttr er nach Nr. 1 die Beziehung 

h 

cosa-r- -,- 

gilt, so ist u und mit ihm die (rprndo 07? solange rctdl, als — ^''i'"^ 
^6^4- -^'i'i.ä ist. Jede Goradc unter dem <L « gf^t n OP hpBÜtuuil 
dann vier reelle Radien vektoren, und man erhält das folgende liesultal: 

Solanfje a < 0, c> 0, - 4c ^ 0, - 2t\rl^ < ^ ^r^e^^^ hat 
die Gleiciiung ax^ -\- bx -f- r f n'rr reelle Wurscln. 

Die Bedingung für b geht durch Quadrieren Qher in ^^rl't^^ 
oder, wram man die Werte von r| und ^ , einfährt, 

27ft»^2(-rt 12c)(4a« + a»-|- 12c + 4aya«+ 12c), 

(2a» - 12 ac + 276«)* ^ 4(a* + 12c)». 
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Nach der EudeituDg iit abo die Bediogaag ftlr h identisch mit der 
für die Diaknminante D ^ 0. 

Den Werten « — 0^ und « — 180^ «Entsprechen die Gleichnngen 
mit einw Doppelwuisd. Ffir «c « 90* sind je swei Wuseln entgegen* 
gesetst gleich. 

h) e<0. — Da die Bedingung a* — 4e > 0 immer erfüllt ist^ so 
genflgt flOr die Kealitat Ton r,,| und e^^^, daß a<0 nnd a*^l^e'^0 
ist. ünter den beiden letzten Bedingungen eind aber jetst aneh r^« 
nnd e^^^ reelli nnd man hat demnadi für die Eonstroktion der Koire 

ein positiyes fj mit sogehdrigem ßj, s ± | e| | und ein positiveB r, mit 
zugehörigem ^ ± Vei-fÜguug. — Die Terschiedenen Zeichen 

der Größen e beziehen sich aof den Sinn der Abtragung dieser Größen 
(Nr, 1). 

Beachtet man nun, daß infolge der leicht su erweisenden Un- 
gleichungen 

fi<^UM<i^r,r und <,>(2r.)% 

so erhält man unter Zugrundelegung von und ± j | die Kuj*ve in 
Fig. 2 nach Nr. 1, bei Benutzung von und ±\e^\ dagegen die 
Fig. 4, abo eine gesehlossene Knrre 
ohne Schleife und einen isolierten 
Doppelpunkt. 

Nur die erstere Kurre katin für vier 
reelle Wnrzdn in Betracht kommen; 
denn die letst«re hat nur fttr a^(fi bez. 
u » 180** Tier reelle BadienTektoren. 

Die Fig. 2 sei also ans den Qrdßen 
r^ und ± | «i | konstruiert, sodaß fiir 
jeden üurer Punkte die PoUurgleidiung 

a* - {2r\ + ef)x* 

-j- iirjcj cos u- X -\- rj(i| — cj) <= 0 

gQty oder in abgekOrzter Form ar* + ax^ + + ^ 0. Man erkennt 
ans der Figur, daß a für vier reelle RadienTektoren auf das Qebiet 

zwischen den von 0 an die innere Schleife gezogenen Tangenten be- 
schränkt ist. Es ist nun für die weitere Uniermtchtmg widUig, die vier 
Radimveliaren dieser Tangenten festguädlm. Dies geechieht. am ein- 
ochsten durch folgende Überlegung: 

Ist OT = Q die Länge der einen Tangente, und schneidet sie die 
außen Schleife io und Q^^ so muß wegen 2 02' -H OQ^ OQ^^^O 
OQi Ton der Form — p-t-s nnd OQ^ von der Form —q — s sein. 
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Die zu der DoppelwunaL q und den Wurzeln -* p ± « gehörige 
Gleichong lautet aber 

D» non OT^ff eim Radnurekior der Kurve ist^ wo muß dieea 
Gleichung mit der Polargleichung ax* -\- hx -\- c ^ 0 identiedi 
■ein, WB8 für q und f in den in Nr. 2 gegebenen AnsdrSeken für 
und fthrt Bs mnft also aein 

Die IdenÜtftten tob ond , mit rj^^ und beziehen sieh auf 
die unter « — 0* und «-= 18(F gesogene Gemde OF. Die übrigen 
Identitäten nifissen daher für die Tangenten OT und OT' gelten. 
Daraua folgt die intemante Tatianhit, dafi 

Or-H-r,, Oft -r» + <ib, Öft-«r,-«i; 

Ans 6 — 2pf' folp:t diinn für die Grenzwerte von b, dafi t>'i = — \ 2r^^\ 
und 6j -f 2rje'^ sein rauü. 

Durch Ausführung der Rechnung kann mau zeigen, daß immer 
2n«J^2r,€* ist 

Für a <0, + 12c > 0, h>0 sind detnnach mlat^e vier reeilt 
Wuredn vorhnndeti, ah ^r^el ^2r^e^j 

Nach Nr. 1 ist dann cos« bestimmt durch cos« = fe, worin 

r und e die Größen sind, aus denen die Kurve koustruiert wurde, also 
hier und e^. 

Im obigen Falle ist folglich cosa eiugeschlossen in die Greoxen 

Ist « < 0, a' -r- l!?' >0, so sind vier reelle Wurzeln vor- 

handen, wenn die durch O gehende (lerado im Winkel FOT' lieg^ 
wenn also - 'iH -Ib^ — 2r^e^ ist. 

3. Grenzfäüfi bei den Gleichungen mit vier reeJlen Wi^rJidn. — Zu 
den Grenzfallen sind alle die Fälle zn zHhlen, in denen entweder die 
durch O gehende Gerade eine ausgezeidimtr Luge hat, oder in denen 
je nach der Größe von e in bezug auf r die Kurve besondere Formen 
annimmt. 

Diese Fälle erledigen sich au der üaiid der einzelnen Kurven 

wie folgt: 

tt) < <»■ (Figur 1). — Ausgezeichnete Lagen treten ein för a = 0®, 
u == 90°, « «= 180®. Da nach Nr. 2 nur r^^g uud e^ ^ reell sind, so gilt 
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a 2r, ^ • CO« ff — (. Den Werten a » 0^ und a — 180", bei denen 
also 6 — ± 'r^^^, entspricht je eine Gleichung mit einer DoppelwnneL 
Für « — 90" ist h - 0, und die zugehörige Gerade schneidet je Bwei 
entgegengesetzt gleiche Wurzeln atu. Die flbrigen fiediugnagen sind 
nne Nr. 2 e > 0, m entnehmen. 

b) r <|e' <2r. — £« eind vier autgeeekhnete Legen Toibanden, 

die. wenn ISO*, aiefa beatininifln ans oosa — + 1 nnd coi « — + . ' l • 

Die zugehörigen Werte von h -iml = 2i\e[ und == ± 2/-,<^. Ihnen 
entsprechen vier Gleichungen mit je einer Doppelwurzel. Ordnet man 
die vier Wurzeln der (iröße uach, so ergibt die Nulluuhse, oder die 
um 180** gedrehte Nollachse je eine Gleichung, bei der die Doppel- 
wurzel die 1. nnd 2, Stelle, bez. die 3. nnd 4. SteUe einnimmt. Die 
Tangenten OT nnd OT* liefern dagegen Gleicbungen, bei denen die 
Doppelwvnel die 2. nnd 8. Stelle einnimmt. Die Bedingungen für 
a und e eind a < 0 und a* + 12e > 0. 

c) e — 0. — Die ftnflere und inneie Schleife feilen mit dem Kreite 
BUfammen. Die Kurve beeteht aua einem Doppelkreis. Jede Gerade 
duieh 0 bestimmt also xwei Doppelwnndn. Da jetst nach Nr. 1 
a « — 2f*, C'^r^f 2r<^ • oob« -» 0, so sind die hierher gehörigen 
Bedingungen a<0, a*-4c«0, 6 = 0. 

d) e = r. Cftfiiis irreditcibilis. — Der Punkt O liegt (luf der inneren 
Schleife. Jede Gerade durch 0 liefert also eine verschwindende Wurzel 
und drei davon verschiedene reelle Wurzeln. Die letzteren entsprechen 
der Gleichung . , « , . .v , 

Aus n = — und 6 => 2r* coau ergibt sich als Bedingung i'flr drei 
reelle Wurzeln 

a<0 und (|)'-i.(|)'--8in»a^0. 

e) <p = 2 r. Ih f i nhiche Wurzeln. — Die innere Schleife in Fig. 2 
reduziert sich auf eleu Punkt und dieser wird ein Rückkehrpunkt. 
Nur die Geraden für ff — 0** und a — 180** können noch vier reelle 
Wurzeln .liefern. FOr ff 0*^ erhalt man drei pasUwe gleiche, fDr 
tt 180* drei negative gleiche Wurzeln. 

Aus a — — Gr*, ü — — 3r*, d -* ± dr* findet man als Bedingungen 
ftr drei gleiche Wurzeln 

a<0, a«+12c-0, 8«'' + 27fc» = 0 . 

e = 0, r = 0. — > Die Doppelschleife reduziert sich auf den 
Punkt 0, der dadurch ein vierfecher Punkt wird. Jeder Geradem 
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durch 0 entsprechen daher vier gleiche Wimeln Nnll. Es ergibt rieh, 
dafi a — 0» & >«0, f^O sein muß. 

4. Die Gleidiungm mit vier imaginären Wwrgdn (Fig. 3). Er- 
teilt man der Qr6fie e einen rem imaginSien Wert, so bleiben die 

KodBzienten der PolBigleidnii^ ^ -|- as^ + bx 
+ I? = a?* — (2r« + c«)a?" + 2r^4 cos « - a? + 
r»(H — eO-ö redL 

Die Kurre besteht aber jetat, vie man am 
besten an der Form 

(r* — a^)* — c>(r' -I- x' — 9rx cos «) 

erkennt, nur aus einem reellen Doppelpunkte P, 
Fig. 3 

Für reellf» Worte von r ist nämlich (r — a')'>0, 
also um 80 mehr -\- — '2 r.r a 0. Ist nun f = » • c,, also 
= — cj, so ist die rechte Seite der Folarijleiehuug negiUiv^ die linke 
Seite (r* — x^Y ist aber fiir ret^lle ./ positiv. Die Gleichung kann 
daher nur für solche Werte vuu x und « befriedigt werden, l'ür 
welche jede Seite der Gleichung zugleich verschwiudet. Die-s gei^chiehfc 

1) durch « « <y* und die Doppelwurael x — r, 

2) „ a^im" „ „ ar--r. 

Fall 1 nnd 2 bestimmen aber denselben isolierten Funkt F als eine^fm 
Eepräsmtanten der Kurve. 

Ans dieser merkwürdigen Tatsache folgt, daß die (Tleichung 
ir* + ax* -\- hx + c = 0 so lange vier imaginäre Wurzdn hat, als eine 
reelle nicht durch P gehende Gerade OR vorhanden und rein ima- 
ginär ist Zur Feststeilung hiervon dienen die Gleichungen 

2r» + e« = -a, r*(r" — e*)-c, 2re*co8a-&. 

Aus ihnen er<!ie}it man zunä(;h.st, daß jetzt n ^ 0 sein kami, C dagegen 
jwsitiv sein muß. Durch c > 0 werden aber die Wertepaare r^^^ und ^4 
in Nr. 1 ausgeschloHsen, demi r^^^ ist imaginär. 

Demnach braucht nur untersucht SU werden, wann i^^^ rein imagin&r 
ist, oder < 0. Dies tritt ein, wenn 

1) o>0, oder 2) a<0 und a» — 4«<0. 

Da b — 2rief^| cos« und 0 < a < 180^, so ist die Gerade OR 
reell, wenn 

-12r.e;.,l<ö< + i2r,e|.,i. 
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Die Bedingungen für vi fr imaginäre Wurzeln sind dem nach 
o>0, c>Ü, oder a<0, c>U, a' — 4c<Ü 

-:2r,<, <6<+!2r,e;,,I. 
Aus der Figur '6 ersielit mau, daß die Fälle = ± I 2r[ 



uud 



zu 



4em Gebiet mit zwei reeUeu und swei imaginären Wurzeln gehören. 

5. Die Gleichungen mit zwei redien und zwei imogimärm Wure^. 
— Sind die in Nr. 2 und Nr. 4 aufgestellten Bedingungen für vier 

reelle und yier imar^inarc Wurzeln nicht erfflllt, so hat die biquadra- 
tisehe Gleichung nur zwei reelle oder nur zirri imaginäre Wurzeln. 
Die Fülle «■ -|- \'2c < U und |6| > | 2r^^e\ sind srhon in Nr. 1 erwähnt 
und von der analytisch -geometrischen Behandlung zunächst aus- 
geschlossen wordeu. Für sie yergieiche man Archiv der Math, und 
Phys. (3) 7, 88 und 95. 

Es bleibt daher noch der Fall — 2r^e\<ih <i2}'.^i'l zu erledigen. 
Dies geschieht unter Zugrundelegung von Fig. 2 oder vou Fig. 4. — 
Die Fig. '2 ist aus den (irößen und < < 2ri konstruiert und 
ergab ais da« Gebiet für vier reelle Wurzeln die Geraden zwischen den 

Tangenten OT und 0T\ defen Lagen durch cos a, + r-^^ und 
eos ~ — " ! besturnnt waKn. £■ ist also » ISO^ — a,. 

Wird nun in cos « =" (s. Nr. 1) — 2rjc| Kb <. 2r^e\, so ist 

«I < a < ISO'' — . Daraus folgt aber, daß die za a gehörigen Strahlen 
nur swei reelle Schnittpunkte uud also 
auch nur zwei redle Badienvektoreoi 

bestimmen können. 

JBehandlmig diesrs Fallra mit Hilfe 
von Fig. 4. Die Fig. 4 ist im (Jegen- 
sntze 7u l'^ig. 2 au.s den im Fall c < U 
ebenfalls reellen Werten r, und c, kon- 
struiert; aber jetzt ist e^ > 2r^. und 
deshalb erhält man eine geschlosfieue 
Kurve ohne innere Schleife uud einen 
isolierten Doppelpunkt (s. Nr. 1). 

Nur die Nullachse und die Gerade 
« «= 180", für die h =• + 2r^el ist, bestimmen vier reelle Radienvektoren. 

Jede andere Gerade, für die cos a — ^p^i ~ 2r,c^ < ^ < + ^r^^, 
ergibt bloß zwei re^e ßadieuTektoren. 

(Forfaaeimiig folgt) 
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Das Abrollen von Kurven bei geradliiüger Bewegung 

eines PunJsLtes. 

Von P. EOKOTT in Sag»n. 

In der Aufgabe 75 des Archivs (3) 6, 341 habe ich das Beispiel 
einer rollenden Lenmiskate behandelt, derm Mittelpunkt eine gerade 
Linie beschreibt. Daselbet ist guu aUgemein geseigt, daß die feete 
Knrre die Gestalt hat 

I 



firi)* " 



wobei die Funktion f aus der beweglichen Kurve M{Xf y) = 0 dadurch 
entsteht, dafi man y vermittels -i- y* = eliminiert und dann in- 
bezug auf x auflöst. In den meisten FäUen ist es bequemor, ^I^W 
statt zn eetaen; man erhält dann 




Im folgenden will idi eiiie Reibe 
bemerkenswerter FftUe angeben, da 
es sieb nm eine Eurreneigenscbaft 
bandelt, die noeh wenig be* 
bandelt isi 

Ffir das Anfinden geeigneter 
Beispiele ist die Bemerkung Ton 
Wichtigkeit, daß auch umgekehrt 
die Gestalt der beweg^idiMi Knrve 
gefunden werden kann, wenn die 
feste gegeben ist. 

In der Tat, sei ^ =A(r|) die feste 
Kurve ABC (Fig. 1) und 9 = fi(r) 
die gesuchte rollende Linie in Polarkoordinaten, wobei OD dem Null- 
werte von <p entsprechen möge, so ist OBE~ BEri^ d. h. r '^^ A\r^) = k\r) 

oder9-/'-^'-^ 

1. Sei 8. B. die feste Kurre |» Z ;'^' 

— — r — — — 



in der Fig. 3 durch 



RN8L datgesteU^ so ist 

A'W 



n' 
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woiaiu r*» cos 2 97, also die Lemniskate folgt. Die Bewegung geht in der 
Weise vor sich, daß der Lemniskatenquadrant 1 sich auf RN^' abrollt, 
dann in den Infleodompiuikten beider Kurven eine Daichdringnoip statt- 




findet, sodann der Lemniskatenqnadiant 2 aich auf der inneren Seite 
dee Bogene FS abwickelt n. e. f. Wibiend der gansen Bewegnng Ter* 
■chiebt eich Jf auf der Achee 0|. 

Die Eardioide, (Fig. 3.) ^ Ihre Gleichung ist r » 1 + die 
Winkel 9 cShlen von AB ala Anfaugwlage aus. Da 6019 -> - und 

r — ist, 00 erkSlt man 
« — i; (iy — 1). Die Fonk- 
tion if hat alao den 
Wert 1} ^ 1. Bild«i wir 

n*'(*j) 




, so erhaiteu wir 

oder da 0 fOr ie^ 

H- arccos (1^ — 1) . 

Setzt man — 1 ~ so ergibt sich ala (iieichong der festen Kurve 

I» 81119 + 9, iy-»l + co«9, 

d. h.: Soll die Spitie der Kardioide auf einer Geraden forUichreitenj so 
tnuß sich die Kardinidc sdbst auf ili'rjmifjen Zyl'hiide ahwälsm, die der 
Krfifi mit dem Karäioidenäurchmesser beschreibt^ wenn er av^ jener Ge- 
raden ubroUt. 
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8. Die veräügemeinerO' Kardioide. ( Fig. 4.) — Die eben betrachtete 
Kurve ist ein sposieUer Fall der Pascal sehen Schnecke r^pco9(p -{-m. 
Ndimem wir an, es wäre m > p, so stellt die Gleichong eine Blattform 
mit einer gegen den Koordioatenanfang gerichteten Aiubuchtong dar. 

Die Funktion ^ hat den Wert ^^-^ und wir erhalten fttr |: 



r.ar 



q — m 



Fflhrt man wieder 9 ein, so ist 

Da» aind aber die Qkißbungen fttr die miätifferte ZyMoide. Tragt man 
AN anf AB bis M ab ond zeichnet mit AM am M den Kreis, so 




beschreibt der mit dem Kreise fest v< 1 1 ndene Punkt B beim Ahn llen auf 
diejenige Zykloide, auf welcher si« ii das lilatt ahwiilzeu muö, damit der 
Punkt Ä sich auf AI bew^e. Ähnlich liegen die Verhältnisse für p < m. 

4« Dte Paräbd. — Der Punkt, welcher sich in gerader länie be- 
wegen soll, sei der Brennpunkt Ihre Qleiohung ist dann — 1 + cos 9 
oder « — 1 — ^. Daraus folgt |' « 2ij — 1, welche Oieidinng eine der 
oberen kongruente Parabel datstdlt; beide berühren einandw in den 
Scheiteln. 

5. Jhc Sdäeifenlmie. (Fig. 5.) — Ihre (ileichung ist r — cosny. 
Die Figur stellt den Fall ^-^2 Yor. Da 9» — arocosr ist, so ergibt 
die Bechnung + 1^' — 1. Denkt man sich n kcngmente Ellipsen 

iitit den Uaibachsen 1 und ^ , welche einauJer in ß berühren, so 
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wickelt sich zunächst die Halbschleile J)A auf dein Ellip.senquii(lrant<Mi 
D Ii ab; sodann tritt die benachbarte Schleife in die zweite Ellipse 
und rollt auf BEF u. s. f. 

6. Die gerade Linie, (Fig. 6.) 
Sie habe die Gleichung x •=» 1. 
In der Figur ist ihre Anfangs- 
lage durch 7?r dargestellt. 
Beim Abrollen soll A Bxii 

forfarfieken. Es ist « • - : 

die Funktion 4» ist also und 




Flg. 5, 



Wir sehen demnach, daß nch der rechtwinklige HakenulBC auf einer XdVen- 
Ume walzen mxS, wenn seine Spitse eine geradlinige Bahn beschreiben soU. 




Fl«, a 

7« Die ^rallmien, — Aus t^» •« erhalt man für | 

Die festen Euren haben also parabolischen Charakter; fSr j> « 1 ist 
die Enrre eine wirHiche Parabel. Für die logarithmische Spirale w- 
gibt die Rechnung eine nnter 45® geneigte Gerade. 

Sagan, dem 9. Febmar 1904. 
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Sur denz maniftra de eonfitroire Iw flpiiiqnes de Peraeiu; 

Par F. GoHES Teixeika ä Porto. 

On trouve cbuw le tome ü, p.52, de TocUtioiL des Oeumret de 
Hm/ggens publik pur la Soei^ hoUaadaise des Seienoes une lettie de 
Slose Hujgens dsos laqneUe il donne ooe mäiliode pour consirnire 
ks apkiqvM de Peraats sn moyen d'nne hjperbole ^ailatdre. Nous 
sUoiis nous ooenper de oette mdthode daas le premier chapitra de oe 
traTsil pour en donner une d&nonsbatioii algflmqiie et indiqner qvei* 
qnes räsiiltats qni s'y xappcntont 

Dms le seoond diapitre nous donnerons, poor la construction des 
mtoies oovrbes, une m^thode bien plns simple qae celle de Slnse, 
pnisqiie^ au lieu d'une hyperbole, nous employons une oiiwnf^rence et 
qiie nons diaavom chaqne point de la spiriqne de cfaaque point de la 
circonfi^rence, eomme Slnse les dehre de rhjperbole, au mojen de la 
conBtruction d'une moyenne g^om^trique entre denx sc^^ents de droite. 

Les resultats obtenus dans ces deux cbapitres sont ^tendus dans 
le troisiöme chapitre aux sections de la surface ongendree par une 
ellipso, par une hyporbole ou par tmc parabole qnand eile toume au- 
tour d'une droite plac^ daua son plan et perpendicoiaire ä Tun de 
eea axes. 

L 

Sur nae nMiode de SIhm pour constrnire les «pifiquw da Penans 

au moyuL d'une liyperbole. 

1. On satt que r^oation des spiriques de Persene est la sniTaiite: 

(1) (X« + ^ + _ /J>)« + ^«), 

oü jR represent« le rayon de la circonference moridiennp du tore auquel 
appartifnt la «pi'-njue cousideree, c la distauce du plan qui la rontient 
ä Taxe de la surface et l la distance du centre de la circonference rap* 
portf'o au meine axe. 

Eu posant dans cette equation 

X dtant ime quaatit^ constante, on obtient la transfomte siiiTaate: 

(a^ -~ !f\ + i.y, -f + - li'Y - 41' (x' + c') = 0, 

et nous allüDN chercher les eonditions pour que cette equation repre- 
sente deux coniques. 
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Poiir oela, le praniw membre de cette ^qiwtioa doit ttre r^dnetible 
k la fomie 

ce qvi domie le« ^uations de condition 

CC - (/* + c> - A'^)- - 4Pc«, 2? + = 2A, 
Ji£' + + C-A' - A«- + c» - Ä«), 

Or, lee deuz premitees ^nations donnent 

la troiäieme et la quatxiöme donneut 

ouniite la dnqm^me et la sixi^me doonent 
«i enfia la tepti^e donne 

Lft demi^ ^quation n*e8t pas distanete des pf^e^entev. 

Done le lien oonsid^ se i^nit 4 denz eoniques quand A » 2^ 
et les ^qvatiooB de oee eoniqnee sont lee soiTante«: 

<s) + 2(Ä- + ^ - - + =• 

Oee deax equations peavent etre reduites a ia forme 
w !«-«*-«•, 

en po.sant dans la premiere i/i ^ + -B — i et dans la deoxieme 
^1 = ^1 + ^ + ^- ^Ues representenfc done deux hyperboles ^mlatöres 
dont les azes sont egaux k 2e, la premi^ ajant le oentre aa point 
(0, £ — {) et Tantro an point (0, J2 + 2). 

En changeant dana l'analjse preoMente la valeur de B contre celle 
4le B*, c'eBt-4-djxe en posant 

^-A + 2J, jB'-A-2/, 

on trottle denx nonYeülea lijperbolee, gym^triqnee des precedentoa per 
lapport & rase dee abaciBses, qui eoneepondent A ~ — 2R 

AMhlT «tr M«lhMi»llk mad ThjOk. ZU. Ralba. XL ft 
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Ob oonolnt do tont oe qui pr^c^de qn'il eziste qwUm hfpahales 
^gaies teUes que & chaeim de lenra pointa coirMpomd im point de la 
Bpirique coiuid^i^ lequel ert li^ celni-la pur la relation (2)^ oü 

Ce reBultat pouvait §tre prevu, puisqiie le second membre de 
r^uation (2) ne ohange pas de Talenr qnand on j remplaoe par l—^i, 
m qnand on y remplace l par — X et par — Cette cir- 
oanstanee fait encore Yoir qne, pour obtonn- tous les points de la 
Bpirique, il ne faut pas employer plus dWe des hyperboles coneid^iriäefl^ 

2. II resnite de la relation 

(5) y*-(2Ä-yi)yi 

qne lee points de Thyperbole anxquels correepondent les points r^Is de 
la spirique sont ceuz qui sont oompris entre les droites repr^nt^ 
par les ^nations ^^.q^ y^-2R 

W Si les doiix droites eonpent une mSme branche de Tb^perbole, 
la conrbe Mt fonnee par detix orales ext^rieurs Tuu a r.iata«. 

2**. Si tine aeuie de ces droites ooupe Thyperboie, la spirique se 

r^uit ä tm ovale 

Si l'utie des deiix droites coupe la branche superiruro ot 
l'autre la branclie inforieure de l'hyperboie, la spirique est formee par 
deux ovales dont l uu est ii i mterieur de l'autre. 

Dans touö ees cas les sommets de In s])iri([ue correspnndt^nt aux 
points oü les droites coupeut Thyperbole, et aux sommetä de cette 
oonrbe conipris entre les droites. 

Le» eonditions pour que los droites considerees cou{)ont Thyperbole 
penveiit etre traduites par des inegalites, que uous iie nous anvterons 
pas ä deduire et qui coincideut avec les conditiuus cuuuues poui cjue 
la spirique ait une ou deux branehes. 

3. Si Ton pose dans l'^uation (5) y^'^ R, il rient y ± i^. On 
Toit dono que la spirique et lliyperbole se ooupent dans les points 
Gonrespondant k y^ B et qui sont röels qnand a >• P correspond 
un point r^el de Tbyperbole, c'est-^re qusnd c^l 

D'un autre cdt^ les points ot les oidonn^ de la spirique passent 
par une Talenr maxima sont donn^es par T^quation 

qui resulte de (ö :, tlont uue Solution ef^t y, ~ 7?. 

L'byiH'rliole passe donc par les deux |»oints de In spirique, syme- 
tri<jue.s j>;»r rapport a Taxe des ordonnees, oü les ordonnees de cette 
courbe ont uue valeur maxinm. 
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4, On peak traoer les normales de la spirique considi'ree au moyen 
des normales et des tangantee de Thyperbole. £ii effit^ Täquatioa (6) 
donne la soiTaate: 

qui d^termine la fons-nonnale de la spiriqne au poini (x, ff) qnand oo 
eonnaii ]a sona-nonnale de lIiTperbole au poini conespondeiii (x, y^) ei 
le Segment de droiie, d^pendani de la iangente h lliyperbole an mdme 
point, represente par Ryl 

6* Les hyperboles qni correspondent aux diversos viileiirs de c, c'est- 
ä-dii>e anx diyenee seciiouB dn tore, formeni nne anifnce dornt T^nation 
est ia ffnivante: 

Ceiie snrfaoe eet 'dono un oöne de revolntioiiy dont Taxe coSneide 
avec Taxe dn ton^ ei qni conpe cetfee surfue dane lon ^qnatenr ei dane 
le oerde paiallele plua €bsv6, 

n en r^lte qne k obaqne poini du oOne wprfyaaU par P^nation 
precedente corregpond nn poini du tore li^ an premier par lee relaÜons. 

TL 

Snr nie nuittoa de oonftnili» Im spliiqiiM de Pttmns au moyni 

d'ime droonftranoe. 

6. On vient de vuir (|iie, ilatis la im^tliofie de Sliise, les poiut.s dn 
la spirique soiit derives de ceux d une lijperbole au moyen de la con- 
struction d'une nioyenne geometriqne entre deux segments de droite. 
Kons allons donner mainienant nne autre methode plus simple que 
la pii^c^ente, pour oonetmire la si>irique coaindir^e, dam laqnelle on 
d^nii ebaque poini de oette oourbe dW poini oorrespondant d'une cu> 
oonfiSrenee en eonstmisani ausei nne nioyenne geom^trique entre deux 
Segmente de droite. Gette methode se pr^ente d*nne mani^ txH na- 
turelle, maifl nons ne TaTons pas irouTee dana lea travanx anr lea qiiri* 
ques que nona arona pu Toir. 

Conrid^na encore V^quation de la apirique 

«t pOSODB 

II yient 

(6) ix, ± ly + E'. 

n* 
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On Toit donc qne 1« lebtion prfo^ente tranifonne la spirique 
Gonnd&t^e ea deox cireanfi^renees de myon 4gai I J{, ayrat lenra 
centres anx poinfe (± 0), et qae ä chaqne point (a^i y) de oes eir- 
oonfiSrences correspond un point de k spirique^ «yant la mdme ordminfe 
et une abscisse %ale & la moyemie geometrique enfa-e 2^ — e et ar, + <^ 
II convicnt de remarquer que, pour faire la eoDStructioii de la COtirbe^ 
il Sulfit d'employer l'une dee circonferences considereee, pniaque la 
oonrbe est symctrique par rapport ä Faxe des ordonneea. 

Ob trouve facilement la forme qne la spiiiqtie prend dana les 
dlTers cas qiii peuvent se presenter. 

1°. öi los circonforonces ne coupent pas Taxe des ordonnees {tore 
ouvert) et (\nf la droit« rcj)resont('e par l'equation .r ^ c soit comprise 
entro »»ps < i rconfereucos, la spiriqvie est formte par deux ovales, qui ont 
quaire sommets Sur Taxe des abecisses correspondant aux points oü les 
circonferences considerees conpenl cot axe. Aux quatre points oü les 
tangentes aux circonferences soiit paralleles a Taxe des abscisses cor- 
respond ent (juatre pointa oü les tangentes ä ia spirique soni parall^es 
aa nieme axe. 

. Si le torc est ouvert et la droite x ^ c coupe une des circon- 
ferences, la i!.pirit|ue se reduit ä un ovale, qui a deux sommets sur 
l'aze des ordunnees, qui correapondeut uux points oü cette droite coupe 
la drconference consideree, et deux sommets sur Taxe des abscisses, 
qu'mi obtieiit oomme an cas pr^c^ent Si la droite oonpe la draii- 
circonüBrenoe plus prochaiae de Taxe des ordonn^» la eourbe a quatre 
points oü les tangentes sont parallUes a Taxe des abscisses qui cor- 
respondent aux points des cireonfersiiees oH les tangentes sont paralteles 
ä oet axe. Mais, si la droite coupe l'autre d«ni-circonförenoe, ose 
points deviennent imaginaires. 

3*. Si le tore est ouvert et Tune des eirconferenoes est comprise entre 
raxe des ordonn^es et la droite « — la oourbe est imaginaire. 

4**. Si les eiroonfnences coupent Faxe des ordonn^ (ffm ferm^j 
la spirique est formte par deux OTsles, quand les droites x^e ei 
jT = — « coupent l'une des eirGonferences oonsid^r^ par un senl ovale, 
quand une seule de ces droites coupe cette droonü^rence, et eile est 
imaginaire quand ni l'une ni l'autre ne la coupeni On detemiine les 
sommets de c«s ovales et les points oü la tangente est parallele i 
Taxe des abscisses conune dans les cas precedents. 

7. On peot tracer d'une mani^ träs facile les normales a lu 
spirique an moyen dee normales aux circonferences considerees. £n 
eftet, Oü a ^ 
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et, par cons^queut, Ics sous-normalea de la spirique et de la circon- 
ference, par rapport ä Taxe des ordonneos, sont egales. Les normales 
ü oes denx oourbet mx pointo eomapondaniB coapent donc Taxe des 
ordonn^s daa« le m^ni« point 

8. Les circonfereuces qui entrent daus les constructions pn-rodentejä 
ne depeudunt pas de c, et sont egales a la circoiifereuce nieridieniie da 
tore consider^. De lä et de ce qa'on vient de dire au n**. 7 il resulte 
qae les normales anx diTsmss spiriqaes qai Gorrespondent aax diverses 
▼■leim doim^ i e, men^s par les points oft eilet eoapent une drcnte 
parsll^le ä Fase dee absdsses, eoupent l'exe des ordoim^ en denx 
points, rnn qni correspond ans points des spiriqnes oü la eonvexit^ 
eet toun^ Ten le c6t6 des abscissee positives, et Tantre qni ooirespond 
anx points de ees oonrbee qni ne satisfont pas a oette condition. 

De ee qni pr^oMe ü r^snlte qne^ si nn plan se deplaoe paialltie- 
ment & nn plan fixe qoi passe par Taxe dn tore, les normales anx 
spiiiqnes qni en rtiraltMit, anx points du m^me parsll^Ie de la snrfaee 
se eoiqMnt snr denx droitee qni passent par Taxe du tore et sont per- 
pendicolaizes oet axe. Les lienx gtom^triques de ees normales sont 
dcmc des etmmdes. 

On trouve facUement T^nation de ees conoides. 

En effet, requation des normiiles anx spiriqnes qni correspondent 
an m§me point (o, ß) de la oirconference preo^mment consid^r^ (6) 
est la soiyante: 

oft X —V«* — Ä 

Si Ton repr^sente donc par x', y', z' les coordonnees d'nn point 
qneleonqne de la snxfaoe dont on Tent chercher l'^nation, on a 

xy\r- -ß»-u' + R') T ßx' («^ + + Z« - = 21' xß. 

Mais, oomme le point (x, fi, g*) doit ^tre plao^ snr le tore, on a 

(»» + /3« + Z« + z'' - li'y = 4Z« (x« + z'^ 

En flhninant maintenant x entre oette ^quation et la precedente, on 
obtient l'^nation demand^. 

On peot donner eette ^nolion sa forme plns simple en trans- 
portant l*origine des coordonn^ an point dont les ooordonn&^s, rap- 
port^ anx axes primiti&, sont (0, m, 0) en snpposant 

21* ß 
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•On trouve alors 

[A''(^y+/f»+p+*'»-^]«-4P[^^+#'«], 

oü 

ir ^("' + ^' + - -ff*) 

Ä ce qui precede nous ajuuterons encore que les tiiiigentes aux 
spiriques plact'es sur lee plana paralleles au plan iixe meiitiünne ci- 
dessus, aux poitits da mdme parallele du tore, forment des cylindres 
taiigtiuts k cette snrface an (ons les poiuts de ce paralläle. 

IIL 

8iur l'exteiuiQn to mfttliodes pfMdmtes k quali^ufls ftntris mmrlMB. 

9. Tont ce qii*on vieiii de dire dans les n*"*. pr^c^enti est appU- 
eable ^ la courbe difinie par T^uation 

(7) (ar« + y* + - - = (a:* - c*), 

qui ne difiere de (1) qae par le eigne de e*. AIdbi, on pent conebrnire 
eette eoorbe an moyen de lllyperbole 

- yj - c», 

coigngo^ de oelle qni a 4te coneideree pr^cedemment, ei an moyen 
de la lelation 

et on pent la constniire ansei an moyen de la circonfSrenoe 

et de la relation 

^ = XI + c: 

La eonrbe repr^sent^ par l'^nation (7) peui hire conaidtfr^ oomme 
la eeetion du tore par le plan imaginaire ff — cY^^^. Ses poiuts r^ls 
oorreepondent anx points imaginaires dn tore. On pent Tappeler pseHti(h 

10, Tont ce qu'on a dit pr&^enim«it h l'^gard des seotions du 
tore peut dtre ^tenda aux aeetionfl de la surface engendr^ par une 
ellipse, quaud eile tourne antour d*nne droite plac^ dans son plan et 
perpendiculaire a Ton de ses axes. 

L'equation de oes sections est la sniTante: 
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a et 6 ^tant les demi-axes de Tellipse, l la distance de son Centn ä 
Taxe de r^volation et e la distance du plan de la aection aa mdoM 
«xe; et Ton Toit, en procedant eomme dane le cas des spiriqaes, qae 
«es etrarbea peuvent ^tre constniitee au moyen de Thyperboie 

et de ia relation 

y*-(2i'-yi)yi, 

Ott an moyem de l'ellipae 
et de ]a reHation 

flf* — «f — c*. 

Los cons«^uonc€S de cos rnnstrurtions donnoes precedommont pnur le 
cas des spiriques, peuvert Atrp i'teudaes ÜEbcilemeiit aux courbes plus 
^^nerales qu'on vient de cietinir. 

11. En changeant dans ce qui pr^cede en — oii trouve des 
Tf'sultütp applicables anx sections de la snrface engendroe par k* 
motivt Lueiit (i'une hyperbole autour d une droite piacee dans son plan 
et perpeudiculaire ä l'un de ses axes. 

12, üne des constractions qu'on vient de c<>nsidpr<r est aossi 
applicable aiix sections de la snrface engendree par la parabole 

qnand die tonnie aatour de Taxe des ordonnees, par des plans poraUMee 
Taxe de i^olution. 

U eet fiusiJe de Toir qve l'^uation de ces oourbea est la suivante 

et qu'elles peuVent donc dtre oonstraites au moyen de la parabole 

r = ^p-^i + 2, 

qui colneide afec la parabole d<Muiee, et de la reUtion 

as* — i»* — c*. 

PortOy 7 mars 1905. 
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Eine einfache synthetische Ableitung 
der Gmndeigenschaften eines Büschels polarer Felder. 

Von Stamislaub Jolles in Berlin.^) 

Die folgenden Untersuehuugen liefern die (irundlafren zu einer fin- 
Bchaulicheu und einheitlichen sjnihetischeu Theorie eines Büschels polarer 
Felder. Sie worden veranlaßt durcli Arbeiten des Herm Reje^) über 
tetraedrale Komplexe und ibxe Beflaehnngen cn den Bttaeheln polara* 
Bäume. 

1* Die homologen Strahlenbüschel L Ordnung sweier koUmearan: 
Strshlenfelder 21^, einer Ebene ü ersengen od* Eegdschnitte c*. 
Ans den bdiebigen Punkten des Bamnes werden nnn die 

kolUneareu Felder 2^, £g besw. durch die kollinearen zentrischen 
Ebenenbflndel [8^, [8^ projisiert. Sie exxengen die Eongmens Cl 
der Biaeksnten einw kubischen Baumknrre c*, und jede in dieser Eon- 
grnens enthaltene B^gelschnr n. Ordnung ist za einem der Kegel- 
schnitte perspektiT. Durch einen beliebigen Punkt X Ton 6 geht 
im allgemeinen eine bestimmte Bisekante x ron c*, sie wird mit c* 
bekannÜich durch oo' Flächen II. Ordnung Terbvnden. Somit gehen 
durch einen beliebigen Punkt X Ton im allgemeinen oo^ K^;el- 
schnitte c*. 

2. Aus zwei beliebigen Punkten der kubischen Haumkuire wird 
die Kongruenz ihrer Bisekanten durch zwei au ihr perspektiTe, also 

1) Eiuem von der Redaktion ausgesprocbenea Wunsche folgend, bat Mexr 
Jolles mit liebenswürdiger Bexeitwilligkut knn die HauptifttM einer rein ayii- 
tbetiiohen llieorie slnei Bflaohels polarer Polder susanimMigMtollt nnd antehauUch 
abgeleitet. 

Es ist pildftf^'Ogisrh von grundlegender Bedeutung, den Kegelsrhnitthilschel 
auch synthetisch stete auf ilioselbe Weiae zu erzeugen; gleichgültig, ob einer oder 
alle beide ihn bedingende Kegelächnitta ünagink- *ind. Die vorliegende Erseuguug 
liefert eine solche allgemoine Sneoflfnng, sie dient ngleich all lünleitmig in die 
Theorie de» Bür^chels kollincaror 8trahlenfelder. Diesem Büschel eotipricbt als 
Analoj^uu im Haume der HüHchel kollinearer T^üumo Er ist mit der Theorie des 
tetraedrakn Komplexe» und des Büschels der Flächen II. Ordnung bekanntlich 
auf das engste verknüpft. 

VezfaoRer nnd Redaktion hegen die Hoffirnng, dafi Leaor dea AtcIutb an- 
geregt werden möchten, auf dieser Uiundlage eine oinbeitlidie Theorie aller 
Alten von Kcgelschnittbflscbeln aufz.ubanen Hod 

3> Keye, Die Geometrie der Lage. S. Auflage, Leipzig 3. Abteilung» 
1. und 2. Vortrag. 
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zueinjinder kollineare zentriscbe Eboiicnbütidel projiziert, und diese werden 
von (j in kollinearen Strahlenfelderti gescluiitton. Somit lassen sicii die 
Kegeischnitte r- noch auf oo' Weisen durcli die homologen Strahlenbüschel 
von Piiiireu knllinearer Ötrahlent'elder erzeugen Die oo* kollinearen 
Strahle Ol eitler, weiche zn zweien diese Paare liefern, sollen ein Büschel 
küllinearer Strn h lenfelder oder knrz ein i^iischel [Z'J heißen. 

3. Eine in f' enthaltene Recrelschar II. Ordnung wird aus den 
Punkten von c- durch homologe Ebeueubüschel der zu Cj ptrspektivt-n 
kollinearen zeutrischca Ebenenbündel projiziert. Die Achsen dieser 
homologen Ebenenbüschel sind die Leitstralüen der Kegelschax und 
büden aonüt eine zu c* und einem Kegelsehnitie e' Perspektive Begel- 
•char. Da nun in den Kegelschnitten je eine aus UmBeknnten 
▼on bestehende Regebehar II. Ordnung perspektiv ist, so gilt: 

Jeder Kegelsehuitt ist der Ort der Mittelpunkte homologer 
Strahlenbfischel I. Ordnung in den Feldern eines BOschela kollinearer 
Strahlenfelder. 

4. Ein beliebiger Strahl eine« Feldes Z^. welcbes zu dem aus den 
beiden kollinearen Strahlenfeldern Zj, abgeleiteten Büschel [ZJ gehört, 
wird von den lioniof gen Strahlen aller übrigen Felder des Büschels, ins- 
besondere also von dcni ihm entsprechen den Stnilile von Jfj, in einem 
Punkte X geschnitten. Durch A geben nach 1. c\^' Kegelschnitte c*. Sie 
treÜ'eu nach 3. die Strahlen Sj, bezw. noch in je zwei homologen Punkten 
Ton 2?^, Aus solchen homologen Punkten wird jeder dieser Kegel- 
schnitte <;* dnrdi swei homologe Strshlenbüschel L Ordnung yon Z^, 
projiziert, sobald je 2wei Strahlen der Bflschel einander augeoirdnet 
werden, die den nSniUcheu Punkt des betreffenden Kegelschnittes c* 
enthalten. Somit sind, wenn zwei durch X gehende Kegelschnitte 
herausgegriffen werden, zwei Paar homologe StraUenbÜschel I. Ordnung 
der koUinearen Felder £^ bekannt, die bezw. die homologen 
Strahlen Sj, 8^ gemein haben. Das genflgt aber, um die kollineare 
Beziehung zwischen den Feldern des BOschels [ITJ eindeutig 
herzustellen. Fftllt nacheinander mit aUen Strahlen des Stnhlen- 
büsehels I. Ordnoim; [2] zusammen, so ei^eben sich auf diese Weise 
alle Strablenfelder des BOschels [2'J. Folglich ist bewiesen: 

Der Bfiscfael [Z'J ron koUinearen Strahlenfeldem ist durch die 
beiden Strahlenfelder 2^, £^ eindeutig bestimmt 

Hieraus ergibt sich mit Rflcksieht auf 2.: 

Wird die Kongruenz ('[ der Bisekantea einer kubischen Raum- 
kurve erzeugt durch irgend zwei bezw. zu den kollinearen Stn^len- 
felderu Z^, Z^ perspektive zentrische Ebeneubfindd [Ä'J, [S^, so 
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schneidet die Eliene der Felder alle zu Perspektiven zentrischen 
Ebenenbündel Bieis m dem uämiicheu Büschel \_£^ 

Nun wird jede dieser Kongruenzen auch erzeugt durch je zwei 
zn ihr Perspektive, also zueinander kollineare zentrische Ebenenbündel, 
und diese Tvioderum projizitdran zwei koUineara Felder des Bfiacbeb 
also ergibt sicli: 

Ein Büschel kollinearer Felder iai eindentig durch ii^end zwei 
semer kollmeureii Felder beBtimmt 

6. Die Leiteohttr jeder vm Biaekanten einer kobiseheii Baam^ 
karre ^ gebUdeten Begelsehar IL Ordnimg ist so der RatunkurTe nnd 
SU einem Kegekcbnitte <^ perspektir. Vier hartnoniadie dtnhlen dieser 
Leitschar schänden also beide Kurven in vier harmonisehfin Punkten. 
Aus Tier harmonisdiai Punkten Ton wird nun eine beliebige Bise> 
kante der Kurve durch vier harmoniache Ebenen projiaert, folglich 
Bßt sich der Sata aussprecben: 

Bilden die Ton vier kollioearen Feldern eines Bflsehels nach einem 
beliebigen Punkte ihrer £bene s gesandten homologen Strahlen einen 
harmonischen Wurf, so bilden im aUgemeinen die von jenen Tier 
Feldern nach allen ttbrigen Punkten Ton 6 gesandten homologen Strahlen 
barmonisehe Wflrfe. 

6, Vier kollineare Strahlenfelder eines Büschels, welche nach einem 
beliebigen und folglich nach jedem Punkto ihrer Ebene vier horaologe 
Strahlen senden, die einen harmonischen Wurf bilden, sollen Tier har- 
monische Struhlcafelder des Büschels heißen. 

Gestützt auf diese Definition sind wir in der Lage, den Büschel 
kol linearer Strahlenfelder auf andere Gebilde L Stufe projektiv zu be- 
zieben. So gilt: 

Die homologen Stralilen. welche die kollinearen Strahlenfelder eines 
Büschels nach einem beliel)i^on Punkte ihrer Ebene senden, büden einen 
zum Büschel projektiven Strahlenbüschel L Ordnung. 

Ferner folgt aus 3.: 

Die Mittelpunkte der zentrischen Ebenenbündel, welche aus den 
Punkten einer kubischen Haumkurve die kollinearen Strahlenfelder 
eines Büschels projizieren, büden auf ihr eine cum Büschel projektiTo 
Punktreihe. 

Außerdem ei^ht sich aus dmr gleichen Nummer der wichtige Sati: 

Die homologen Punkte der koUinearen Felder eines Bflsehels Inlden 
einen zum BQschel projektiT^ Kegelschnitt 
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7, Durch zwei in einer Ebene ö geif<;ene jxjlaie Feldpr //, , 77., 
ist das Puiiktfeld @ von 0 liezw. korrelativ auf zwei in 0 gelegene 
Strahlenleluer 27j, bezogen. Die zu © korrelativen Strahle iii'elder 2?!, 
2^ sind also zueinandt-r kollinear. — Einem Punkte X von S ent- 
sprechen in -T., bezw. die ihm durch //„ zugeordneten Polaren x,, 
x^, Ihr Schnittpunkt x,.r„ und der Punkt X sind zweifach konjugiert, 
folglich entspricht dem Paukte ü\u'^ von B in w,, 2.« wiederum je eine 
mit X inzidente Gerade, Die Verbind ungsgerade der zweifach kon- 
jugierten Punkte X, jc^x^ tragt also eine zu den homologen Strahlen- 
büscheln toh S^, inyoliitoriscli gelegene Pnnktreihe Ton @. Be- 
schreibt X eine beliebige Pnnktreihe L Ordnung, so besehreibt x^x^ eme 
za ihr projektiTo Pnnktreihe II. Ordnung, imd das Erzeugnis beider 
ist ein rfttionaler Strahlenbfischttl III. Ordnung. Die VerbiudmigB- 
geraden der zweifaeh konjugierten Punkte geh^ also — und das ist^ 
wie sieh {^eich zeigen wird, von ausschlaggebender Bedeutung — nicht 
dnxch einen Punkt 

Durch die beiden koUinearen Strafalenfelder JS^, geht nach 4, 
ein BOschel solcher Felder. Jeder ron ihnen ist korrelativ zum Punkt- 
ftlde @. Die einsan Punkte .X Ton @ in den Feldern dieses Bflschels 
zugewiesenen Strahlen gehen durch den zu X zweifach koiyugierten 
Punkt XiX^, folglich sind die Yerbindungsgeraden der zweifach kon- 
ju|perten Punkte auch die Trager derjenigen Punktreihen des Punkte 
feldes die zu den ihnen entsprechenden Strahlenhüscheln der Felder 
des Bflschels involutorisch liegen. Xun geh^n nach obigem die Ver- 
bindungsgeraden der zugleich in beiden polaren Feldern /I^, iZ^ koigugierten 
Punkte nicht durch einen Punkt, folglich liegen nicht nur Z^, Z^, 
sondern alle Felder des BUschels kollinearer Felder zu dem Punkt- 
f(dde S korrelativ involutorisch.*) Kurz: 

Bilden zwei koUineare Felder eines Piii.Rchek mit einem zu ihnen 
korrelativen Felde polare Felder, so bilden alle Felder des BUschels mit 
ihm polare Felder. 

Eine soldie Mannigfisltigkeit von 00' polaren Feldern heißt ein 
Bflschel polarer Felder. Er ist durch zwei beliebige seiner Felder 
bestimmt 

H, Vier polare Felder eines Büschels polarer Felder sollen yier 
barmonische polare Felder des BüscheU heifien, wenn fQr sie die 
Polaren eines beliebigen und folglich jedes Punktes ihrer Ebene einen 
Wurf von Tier harmonischen Strahlen bilden. 

1) Rejo, Die Geometrie der Lage, 3. Auflage, Leipzig 1892, 2. Abteiloog, 
S. 118. 
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Nunmehr kum flneh der BüMshel polarer Felder auf jedee Gebfld» 
I. Stafe projekliy bezogen werden. losbeeondeie gelten nach 6, die 
beiden wiehtigeo 8&tKe: 

Die polaren Felder eines Büschels weisen einem beliebigen Punkte 
ihrer Ebene Polaren zu, welche einen zum Büschel projekÜTen Strahlen-^ 
bfischel I. Ordnung bilden. 

Die Pole einer beliebigen Geraden in der Ebene eines Büschels 
polarer Fekler bilden einen zum Büschel projektiven Kegelschnitt. 

Hieimit sind die Grundeigenschaften eines Büschels polarer Felder 
dargetan. Ihre Beweise sind völlig unabhängig von beschränkenden 
Voraussetzungen Aber die Inzidenzkurven der die Büsche! bildenden 
polaren Felder. So können entweder alle polaren Felder der Büschel 
reelle Inzidenzkurven haben, oder Ton ihnen imaginäre. Die Ab- 
leitung (iioser fiowie aller weiteren wichtigen Eigenschaften der Büschel 
polarer Felder sei dem Leser überlassen. 

Haleneee b. Berlin, d. äL Mai 1905. 



The groups in wMch every snbgroup of composite Order 

ig invanaat 

Bj G. A. Miller, Universitj of Illinois. 

The groups in which every subgroup is invariant are known,^) 
The present paper is devoted to a determination of all the groups in 
whieh every subgroup of composiie Order is inTariani^ bot some snbgroup 
of prime Order ia non-invariant. In wbat follows the syutbol G will 
repreeent snch a gronp. It will be convenient to consider all theee 
groups under tbree headings aa the order of Gr ia & power of an odd 
priine, the power of an eyen prime, or diTisible bj dtfferent primee. 
In the last case it will be proved that the order of 6^ is aLwajs of the 
form p^, where p and q are prime numben and p > 2. 

1. Tke erder of G is a power of an odd prime. — When the 
Order of G is p^, G containe at least one invariant eobgroup of 
Order p. The subgroups of tbe coirei^onding quotioit gronp an 
inyariant since wexj snbgroup of oomposite order in ia invariant 
This qnotient gronp is abelian eince p u odd. The giTen invariant 



1) Mathcmatiiehe Attttal«m, eO (1906), 697. 
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€abgrcmp of order p is therefore tlid commtitator mibgronp of Gj and 
O amtaiHB only <me moarianU mibffroup of nurder p, 

The Operators of G whidi are eommnUtiTe wüh a non-iiiTariaiit 
Operator of order p oonstitate a sabgroup of order p*^\ Thia anV 
groop {S) must be abelian aince it contains more than one aQl^;roap 
of Order p which is iuyariant imder it. It caimot inToWe more than 
iiro invHriaiitSy since each of ita non-cjdic sabgroups of order must 
involve the commutator subgroap, oÜierwise it would not be inTariant 
imder G. A non- invariant Operator under G could not be generated 
by an Operator of higher order since the latter woald generate an 
invariant subjo^oup of order j^'. From this it follows that H is of 
type (m 2, 1), and the itwariant Operators of G amstUuk a cydic 
^ubgroup of order 

From the re^nlts of fbo preceduig paragraph it follows that there 
are two gr<)U|)s ot order ]>'" {p 2, w '2) in which every sabgroup 
of iromposite order is invariant while öome subgroii]5s of prime order 
are non- invariant Theae two groups are respectivelj i-onformal with 
the itbeLian groups of tjpes (w — 1, 1) and (w< — 2, 1, 1). In fact, 
theae are the only non-abelian groups of order p"' which contain in- 
variant Operators of order Hence the preceding results may 
also be expressed as lollovvs: The necessary und suf'fwient oondition thai 
cvery subgroup of composite order in a non-abelian group of order p"*, |) > 2, 
is invariant is that this group contains invariant Operators of order j)"*"'. 

2. JliS Order of G is a jxurn- of tno. — it the (luotient group 
witb respect to an invariant Operator of order 2 would be FTamiltonian, 
the Operators of G wbicb wonld correj^pond to the characteristic Operator 
of order 2 in this Haniiltonian group would be of order 2, since tbe 
group of Order 16 which would C()rre9])0ud to a quatemion subgroup 
could not nivoive tliree cjclic subgroup« üf order H. All the Operators 
of G would thereforc be either of order 2 or of order 4 From the 
fact that a non -invariant Operator of order 4 would be commutative 
witb just Laif the Operators of it follows that all tbe Operators of 
Order 4 in G would have a common Square and that G would also 
1^ HamütoniaiL Hence G contains otUy one invc^'^iatU suhgrottp of order Ü, 
Mi. eommukOor mtbgroup. 

The anbgroup H which ia composed of all ihe Operators of G 
which am commntatiye with one of ita non- invariant Operators of 
ordw 2 ia either abelian or Hamiltonian aince it containa more than 
one inrariant rabgroup of order 3. In the former caae it is of type 

1) Brnmiode, Tbeoxj of gnnipi ol finita onkr, 1S97, p. 78. 
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(m — 2, 1) for reasons giyen in tlie preceding section. llie group» 
which come under this case are det<^rmiiied inst as in the pracediog 
section with the exception of the fact that tlit-re is only one group 

wbon w ^ 3, vi/, the oetic j^roup. Kur all larger ralnes- of m thore 
are two such groups, which are conformal respoctiYelj with the abdliaii 
groups of types {m — 2, 1, \) and (im — 1, Ij. 

When H is Hamiltonian, its order is IC and the order of G is 32. 
The Order of H could not 1)0 less than 1(> since it contains at least 

two Operators of order '2 and it conld not be moro than 1(1 siiice G 
contains only ono invariant ttperator of ordor Froni these eonditions 
the |)o>^sihle rfroiip of Order Hl^ is readily determined. It contains 10 
non invariant Operators of order 2, each being commntative with all 
tlie operat(»rs of a Hamiltonian group of order 1(>. It is the last 
groiip in the list of tho possil)le j^roups of Order 32, published in the 
(^uarterly Journal of Mutbeuiatics, voL 28, p. 232. 

3. Tlie Order of G is not a jmver a prime numher. — At least 
one of the Sylow subgronps of G must be non-invariant. Let^ represeut 
the order of this Sylow subgroup. The number of its conjugates is 
1 + Ä/) and G ran be represented as a transitive Substitution group 

of degree 1 4- /.yj and of class l}t As the order of G is p(\ kp\ 
this transitive gronj) contams an mvariant sul)^n»up of order 1 -j- Ij)}} 
As this characteristic subgroup could not iuclude any cliaracteristic 
subgroup besides the identity, it is abeiian, of order and of type 
(1, 1, 1, . . .Y The value of a cannot exreed 2 since every subgroup 
of order 7^ is invariant under (r aud a subgroup ot ortler p is maximal. 
Hence we luive the iuteresting result that the order of G is of the 
form pq-, p and q hrivi j>ri/ii( numbers. 

If p =» 2, the subgroups of order /> wonld not be maximal. Hence 
we must assume ;> > 2. Moreover, an ojierator of order ^ must permute 
all the subgroups of ordei- 7, so that 7 4 1 is divisible by p. These 
necessary eonditions are clearly albo hulücient for the existence of G. 
When tliey are «^atisHed there iä only one G of a given order since 
the group of isotuorphisms of the abelian group of order and 
type ( l, l) contains Operators of ordtjr 7-— 1, and hence all the Operators 
of Order j) are conjugate under this group. When G is represented 
as a transitive group of degree q^, it is clearly primitiTe. 

The results of the last paratrraph include the following theorem: 
If a non -abelian group coiUahta only one sid>(/roup of composiie order ^ 

1) Frobenios, Berliner Sitüuugaberichte, IdOi!, p. 20. 
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th' Order of tlic (froup is pq*, p'> 2 and 7 ^ 1 dicisMe hy p, and the 
Syloiv auftfjroK}) of ordcr is abelian nnd of tt/pc (l, 1\ 

Tb«' princ'i]nil facts proved in the preceding secti ns may be stated 
as follows; If tlie order of G is p being an odil pnuir*, there are 
just two ^'s for everj vulue of m > 2. When p — 2, there are just 
tuo groLips wben w = 4 or %vhen ;// > fx When nt = 5 there are 
three (J'& and \shen in = 3 there is oulj one, vi/, tlie octic group. 
If the Order of G is not the power of a priine it is of the form pq^ 
{p and q being primes, p> 2, and q i divisible bj p). Whenerer 
tiiMe Gonditioiui are iatiified there is Jost one G, which may be represented 
as a pranitiTe sabstitution group of degree q* and of eUuw 9* — 1. 

Stauford University, Januarj 190(). 



Ober BfLsckel kabiselier RauakarTeiL 

Von EuüEN üdEYEK in Charlottenburg. 

V. Staudt hat bdcanntlich soerst ausgesprochen, daB die „uneboMn 
Klirren 3. Ordnung^' in Tieler Hinsieht ftlr den Raum seien, was die 
Karren 2. Ordnung für die Ebene sind.') Dies hat sich in der Folge 
seit immer mehr bestätigt 80 ist z. B., 11m Ton Allb^anntem zu 
schweigen, die Ton Henm Harwits*) entdeckte Beziehung zweier 
Irabischer Bamnkarren, auf deren einer die Ecken Ton 00* Tetraedern 
liegen, während ihre Ebenen Schnüegongsebenen der andern sind, das 
Analogon zu der Beziehung zwischen zwei Kegelschnitten, deren einem 
OD* Dreiecke einbeschrieben werden können, die dem andern nm- 
beaehrieben sind. 

Als dem Kegelsdmittbfischel entsprechend hat Hen* Reye den 
„Bfindel kubischer Baamkorren'', die die Ecken eines lAumlichen Fflnf« 
ecke enthalten, bezeichnet*), und demgemäß dem auf ersteres bezüglichen 
Desargues-Ch. Sturm sehen Satz denjenigen des Inhalts gegenüber- 
ges^llt, daß die Kurven jenes Bündels von jeder durch keine der 
Ecken des Ffinfecks gehenden Eb^M in Poldreiecken eines polaren 
Feldes geschnitten werden. So ersichtlich die Analogie ist, so läßt 
Bich noch «n zwdtes genaueres Analogon herstellen mit Hüie eines 

1/ lieiträge zur neometric der Lage. li. Helt. Vorwort. 

2 i Mathem. Anualcn. bd. 20. S. 135. 

3) Geometrie der Lage. S. Aufl. n, 88. Tortrag. 
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beatunmten Systems 1. Stufe kubischer fUnnilnirveiiy das als ,^Qschel 
kabiselier Raunünuren* beieiohnei werden kann. 

Dieser Bitsehel wird dmch Sats I eingefldut. In .00^ solebe Bttechel 
gruppieren doli die 00* RaumkorreD, die durok Tier feste Punkte gehen 
und dieselbe Orade sweimal treffen, wie sie von Herrn Bud. Sturm be- 
trachtet worden sind^). Doch können diese Bllsdid wohl eine besondere 
Beaditung beanspruchen*). Ebenso verdient die Erseugungsweise des 
tetraedralen Koni))Iexes in Satz III deshalb bemerkt zu werden, weil 
hier jeder KomplezstrHlü uur einmal auftritt, unter den Sehnen jener 
00' Kurven aber cx>^-mal. 

Sata IV gibt das genaue Analogon xu dem Desargues-Sturm sehen 
Satz, wie man einsiebt, wenn man diesen in der Form ausspricht: ,,Ein 
Kegelschnittbuschel wird von einer Ebene in einer Punktreihe 1. Ordnung 
geschnitten; die zu den einzelnen Kegelschnitten gebr^ricreu Punktepaare 
bilden eine Involution 2. Grades". Endlich scheint nur auch der be- 
kannte von Chasles gefundene Satz über den Scknitt einer Ebene 
mit einei Raunikurve B. Ordnung und einem ihr eingesehriebeueu 
Tetraeder') durch Satz IV in der wünscheuä» werten Vollständigkeit 
ausgesprochen und in den gehörigen Zusammenhang eingereiht zu sein. 

I. Ks qihf nuf jedem Kegd 2. Ordnung <x>' Jaibisrhe Bauwkurvm, 
dir zicfi lididiKj nit/ilirue feste Graden zu eiycnUichm odrr nneipentUrhen 
Srhuf-n ( 1 hq^dsekanku) hahen, vorausgesetzt, daß der durch dir Sj)ifzr f//-,«? 
Kn/rls gehende mit den beiden Graden inzideni^ Strahl kein Kegcl^trahl 
ist. Durch jeden htliebif/en Punkt des Kegels geht i. a. eine solche Kurve, 

Ek seien g und h die beiden festen Graden, F die Spitze des 
Kegels P*. Zunächst ist die ani Schiu.sse des Satzes ausgesproü^hene 
Behauptung klar. Denn durch die 4 Schuittpunkte von g und h mit 
P*, durch P und einen beliebigen, nicht mit dreien diraer 5 Punkte in 
derselben Ebene liegenden Punkt auf dem Kegel gibt es eine einzige 
Baamkurre S. Ordnung. Sie li^ abw Tollständig auf P', weil der 
Kegel 2. Ordnung, der sie von P aus projiziert, mit P* fünf Strahlm 
gemeinsam haty also mit ihm identisch ist 

Eine bestimmte dieser Kurven sei ib*. Eine an jii* hingleitend^ 
mit ff und h stets inzidente Grade beschreibt eine Begelschar, zu dersn 
Leitlinien g und h gehdren.^) Der Kegel P* schneidet die so erzeugte 
gradlinige Fläche 2. Ordnung anSer in Ifi noch in einem Kegelstrahl» 
der eine Leitlinie der Begelfliche ist, weil er nach der fiber g und h 

1) Crellee Joutnal, 79, 107 ff. Liniengeometrie L 8. 837. 
1) Vgl. H. Müller, Math. Ann. 1, 419. 

3) Vgl. Beye, a. a. O. n, 296. 

4) Eeye a. a. 0. II« S. m. 
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gemachten Annahuio mit diesen ^>'^'lMon Graden nicht gleichzeitig inzident 
lern kann. Der Raumkurre li^ wird aomii ein beBtimmier KegeJatraU 
sageordnet. 

Anderseits wird jedem Kegdetnhl Sf der weder g noch h schneide^ 
«ine jener Raumkurven zugewiesen. Denn Sy g und h sind Leitlinien 
einer Regelschnr, die P* in « und folglich noch in einer Raumkurve 
%. Ordnung schneidet. Von ihr ist 9 eine Sehne, also müssen anch g 

und h Sehnen sein. 

Die im Satze i^enanntf^ü Riiumknrven lassen sich also den K*^t]^«»1- 
strahlen in ein-eindeutiger Weise zuordnen, also gibt es auch von den 
ersteren oo*. 

Ein solches System l. Stute nennen wir einen Büsckd htbis(iwr 

Saunthirr' )i 

11. Dwjmiym Ordnungsktmen eine^ tetraeämlcu Komplexes, die 
durch einen nicht auf einer Fläche des Haupttetra&iers liegenden Vimki 
gehen, bilden einen Bii6eltd}) 

Diese Orduunp^kurven liegen auf dem zu jenem Punkte i* gehörenden 
Kompiexkcrrel Durch jeden Punkt des Kegels, der so liegt, dafi 
PPj weder durch einen Hauptpunkt geht, noch in einer Hauptebene 
liegt, geht eine und nur eine Ordnungs kurve.') Ferner haben diese 
Kifven siinitlich q und h zu Sehnen, wenn y und It zwei reelle Gegen- 
k:^titeu des Haupttetnu;ders sind, die stets existieren, solange nicht zwei 
oder mehr Eeken des Haupttetrueders zusaninieiifaUen. 

Die l)eim Beweise von Satx 1 angest^-llten T'berlegnngeu zeigen 
ferner, dali jeder durch /' gehenden Orduungskurve ein durch /' ^^ehender 
Komplexstruhl zugewiesen werden kann, und daß umgekehrt jedem 
Strali! ^> des Kegels i'-, der weder g noch h schneidet, eine auf 
liegende liaumkurve 3. Ordnung zugeordnet wird. Diese Kurve aber 
ist eine Ordnungskurve. Sind nämlich für eine Eollineation, die in der 
Beyeschen Weise den Komplex erzeugt, die Punkte Q und Q' von s 
«ntspreehfliid, bo mflssen ee anoh die dnich Q besw. Q* mit g und h 
gleichzeitig inndenten Graden q und q' sein, nnd folglich sind alle 
Verbindangslimen entspreehender Pnokte dieser Graden q und g', d. h. 
die ganze Sdiar {g^ h, s) Kompieutrahlen. Der Komplezkegel P* 
mnß daher die durch diese Schar bestimmte Fliehe 2. Ordnung aiifter 
in dmn EomplexstFahl s in einer Ordaungskuire schneiden.') 



1) Vgt meiiie Arbeit Hatii. Annalen Bd. 69, S. 408 und den dort gegebenen 
ffinweia auf Lie. 

2) Reye a. a. 0. m, S. 7/8. 
3} Heye a. a. 0. III, S. 8. 

JMilv dar MaihMBstlk ud Vhgwlk. HL Bmtk«. XI. 6 
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Somit ist wieder eine ein -eindeutige Zuordnung zwischen den 
Komplexstrahlea und den Ordnungskurven yon hergestellt nnd also 

der Satz II bewiesen. 

III. Die Sthum eines Büschels Mnscher Raumkurven hüdm einen 
fefmedralen KßtnpUx. Die Schnittpunlff d'S diesem Büschs gemeinsamen 
Oehnenpaares mit dem Kegd des BüscheL süid die Ecken des Betupt-^ 
ietmrdfrs des Komplescs, 

Bilden ff und h dieses Seimenpaar, und ist F* wieder der Kegel 
des BüsehoU, so ist zunächst leicht einzusehen^ daß es einen einzigen 
tetraedralen Komplex gibt, der die Schnittpunkte von g und h mit /*' 
zu Ecken des Haupttetraeders und zum Komplexkegel hat. Man 

findet 7. B. eine der Kollinpationen, die ihn przoiigron, dadurch, daß man 
jvnf' Schnittpunkte nich seihst und dem l^iukte P irgend einen Punkt P\ 
der auf der KegelHäche so li^, datt FF' weder g noch h schneidet^ 
al» entsprechenden zuweist. 

Da es nun auf durch jeden l*unkt i. a. t'iuf und nur eine 
kubischp Krtuinkurve gibt, die (h'ui llaupttetraedpr umbeschrieben ist, 
8ü muß dieser BüKchel v(»n Ordnungskurven deg Kuiupleses, der aut j^^ 
liegt, mit dem gegcbeuuu Büschel zusammen lailen, und ihre Sehnen 
müssen also den Komplex bilden. 

1\ . J'jm iJasilid Luhisiher liuumkurven wird rtm einer Khenr in 
einer Funkt reiiie U. Ordnung geschnitten; die su den eimeinen Jiaum- 
kurven gehörigen Funktdripel bilden eine kubische Involidiim. 

Denn die Ebene schneidet den Kegel, der den Büschel von Haum- 
kurven enthält, in einem Kegelschnitt A*, und in ihr liegt ein Kuinjdex- 
kegelschnitt f" des durch die Seimen des Büschels bestimmten t^tracdralen 
Komplexes, der bei reellem Haupttetraeder desseJi Flächen l)erillirt 
Ä'* und f- stehen aber in der bekannten Beziehung, daß dem er8t»*ren 
<x>* Dreiecke einbeschrieben werden können, die umbeschrieben sind; 
denn jedes aus Sehnen derselben Haumkurve gebildete Dreieck hat 
diese Eigeuscliaft. Die E^punkte dieser Dreiecke aber bilden eine 
kubische InTolntion.*) 

fhon tu einein fxten PtawÄste in hesug auf sämUidie 
kubisdte lUmmkurven eines BUsdtds die konjugierten Punkte, so »hilU 
man eine PtnUdreihe 2. Ordmmgf vorausgesetzt, daß der PuntA mdit anf 
dem Keffd IX* Hegt, der den Biisdid von jRaumkurven trägt 

Dabei versteht man unter dem konjugierten Punkte Ton A in 
besug auf die Raumkurre 1^ den Punkt A^f der in besug auf alle 

Ii Em. Weyr, Wiener Behebte. Bd. 87. ä. 696. Vgl. auch Kud. Sturm^ 
iiiuieugeometrie I, S. 30. 
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durch J:^ gehenden Flachon 2. Ordining 7.11 A konjugiert ist, oder — , was 
für den Kall, daß durch --1 oinp eigeutliclie Seime von />■"' geht, dasselbe 
bedeutet, — der zusammen mit .f, die gemeinsamen Punkte dieser 
Sehne und der Kurve hnrm(»iii<r}i trennt.' 1 

Denn die durch .1 gelii-ii^K ri Selmeu des Büschels bilden in dem 
tetraedralen Komplex den Konipiexkegel mit der Spitze A, und dieser 
wird von der Polarebene von Ä in bezug auf St' in der im Satze er- 
wäliuten Punktreihe 2. Ordnung geschnitten. 

Charlottenburg, Februar 1905. 



Über die Anzahl der Darstellnngeii 
diaer Zahl als Summe von zehn und zwölf Uuadraten. 

Von K. Pbtr in Pi«g. 

Die Sätze von der Darstellung einer ganzen Zahl als Summe von 
2, 4, Q, 8 Quadraten folgen, wie bekaimt, aus den schon in „Funda- 
mcnta nova" angef&hrten Reihenentwicklungen der elliptischen Funk- 
tionen. Außerdem gibt es auch Satze tiber die Zerlegung einer Zahl 
in 10 und 12 Quadrate. Die Anzahl der Darstellungen einer Zahl von 
der Form 4/- -f 3 durch die Summe von 10 Quadraten gibt Ix'reits 
Eisenstein an (Math, Abhandhrngen , S. 195j. Die Sätze über die 
Anzahl der Darstellungen einer beliebigen ganzen Zahl als Summe 
von 10 Quadraten, sowie einer geraden Zahl als Summe von 12 Qua- 
draten führt Liouville an (Journ. de math. p. et apph, U. ser., 
IL Bd., S. 1 und <» Bd., S. 29(;). 

Diese Sätze .sind, soviel mir bekannt, nirgends bewiesen und werden 
auch als unbewiesen angeführt, Dcbliulb will ich im folgenden daiuuf 
hinweisen, daß dieselben ebenfalls aus den bekannten Reihenentwicklungen 
der elliptischen P^unktionen abgeleitet werden k{Snnen, 

Es seien d (v\ 6^ (r), 0^ (t ), 0^ {v) Thetaliinktionen von den Oharak- 
teristtken resp. (1,1), (l,0j, (0,1), (0,0) und Ö^, ö„ die NuUwerte der 
betreffenden Thetafanktionen. 

Die Funktion*) T^^ii^ ^i^y ^'l^lj ist doppeltperiodisch (der zweiten 
Art von den Perioden i, r), wobei a, ß, y je eine von den Zahlen 

i) £eye a. a. 0. II, 217 ff. 

S) ]bt daer anderen Beseichnnug ist, wie bekannt: T^t^^ l^vC^) — 
MmSsj«, 1, 8. 

6* 
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1, 2, 3 b«deaten. Ffir die Derivation dieser Funktion gilt folgende 

Im fol<ioiiilen hrauclien wir die Werte der Funktion T^(v) ftr die 
halben i^eno(ieu. Diese siuU 

-0, r,(i) -«;, T,{1) -«j, 

Dk Darsldhuig einer ZaM ab Summe v<m 10 QitadraieH, — Die 
Tinrto DeriTation der Fünküon T^(v) ist» wie man leicbi nach obiger 
Formel erKSlt^ 

Substituiert mwa in diesem Ausdruck für v die halben Perioden, 
80 erhalt man sogleich 

Durch eine leichte Kombination dierar awei Gleichungen mit der be* 
kannten Formel ^^^^ ^„^ 

oder anders 

erhält man mit Rücksicht auf die Relation ^ + 0$ ^ das Resultat 

womit unsere Au%abe gelöst ist Auf der linken Seite dieeer Gl^chnng 
sind Ausdrücke, welche auf Grund der schon aus den „Fundaments 
nova" bekannten Entwicklungen der elliptischen Funktionen ala Potenz^ 
reihen leidkt dargestellt werden kimnen.^) Es ist 

1) Jftcobi, Fund. noTB, p. 101 o. f., Formel U) and SS). 
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über die Anzahl der DaxstelluDijeo einer Zahl als Summe usw. ^5 

Aus diflieii Entwiddiingen folgt sogleich: Die AiuaU der Dar- 
gteUmuceik der Zahl n - ftls Samme Ton 10 Quadraten islh 

1. warn JVs3(mod4), 

wo da? Siimnieri7»icheii sich auf alle Teiler <l der Zahl N bezieht^ und 
zwar ist der Teiler (f^^^ ~ 3(iuod4j und d^^^i ^ l(mod4); 

2. wenn N = l (mod 4), 

J-mW - H^'*' + i)Ji(<tL+i - ««.+.) + tf^X«* - 8*«/), 

WO Xf y alle LöBnngvsn der Gleichimg 3^ -{-y^ ^ dnrddaufuL 

DU Iktrttetlutig emer Zahl als Summe mm X8 Quaäraim, — Han 
kann hier die Funkticm 

benSiseiL Sttbetitniert man nacheinander in ihre vierte Derivation « ~ > 

V = ^T, t? = 4+ ^, 80 erhalt man 

Ans diesen Oleichnngen folgt mit Rücksicht auf die Formel 0{ + ^ * ^» 

2y^^' (o),) - (a,,) - (c.) = ■ 16 [ö- + Ö-J . 

Die Ausdrücke links gehen leieht in beqneme Formen Aber, wenn 
wir tf BojV 0 in die vierte Deriyation dex bekannten Beihen- 
entwicklangen*) der Fnnktionen ^(u + Oi), P + p(w + «)^) 
anbstitaiezen. 

So ergibt sich endlich 

woraus folgt: Die Anzahl der Darsteliangen einer Zahl n = 2^'*'^N 
(JT eine ungerade Zahl, A> ^ 0) als Somme von 12 Quadraten ist 

P«(«)-f?aO-2"+» + 21)jy, 

vrobei das bummenzeicben sich aut sämtliche Teiler der Zahl 2^ bezieht 
Prag, den 10. Oktober 1906. 

1) Jacobi, 1. p. 113, FormeUi 3), 4), 6). 
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Über die EiüersclieE f olyederrelationeiL 

Voü Kknst Steinitz in Berlin. 

Zwiscboi den Ansahlen e, f und % der Ecken, Flächen und Kanten 
eines konvexen Polyeders bestehen neben der Gleichung 

(1) <f + /• A- + 2 

noch die fUr jedes Polyeder geltenden Ungleichungen 

(2) e<|/, /^t^, 

welche, wie jene Gleichung, von Enler gefunden wurden. Eulor hat ans 
den anp^egehenen Relationen einige einfache Schlüsse gezogen, z. B. den, 
daß es kein Polyeder mit 7 Kanten geben k'uiue; dagegen hat er nicht 
geprüft, ob durch (1) und (2) die Bedingungen für c, f und A* erschöpft sind. 
Da ich eine Bemerkung hierüber auch sonst nicht gefunden habe, so 
teile ich hier einen kurzen Beweis dafür mit, daß in der Tat, wenn 
man nur noch die Bedingung der Ganzzuhligkeit für e, f und /> liin- 
zufügt, die Relationen i l ) und (L*i nicht nur notwendige .sondern auch 
hinreichende Bedingungen dafür sind, daß konvexe Polyeder mit e 
Ecken, f Flächen und /• Kanten existieren. 

Wir gehen ron der Betrachtung eines konrexen Polyeders aus, Ton 
dem wir ToranssetaMii^ es besitse unter seben Grenssflächen wenigstens 
ein Dreieck und unter seinen Ecken wenigstens eine dreiseitige. e\ 
f und h* seien die Anzahlen der Ecken, flScben und Kanten des Poly» 
eders. Wir können diinn durch die folgenden beiden Proiesse aus 
diesem Polyeder ein neues erhalten: 

Erster PtosEeO: Innerhalb der Kanten OA^ OB, OC, welche ron 
einw dreiseitigen Ecke 0 au8geh«i, nehmen wir die Punkte Ä'f B\ (T 
an und schneiden von dem Polyeder das Tetraeder OA*B*C' ab. Es 
bleibt dann ein konvexes Polyeder mit e' + 2 Ecken, f +1 Flachen 
.und h' + 3 Kanten snrack, welches wenigstens drei dreiseitige Ecken, 
nSmlich^', B\ C und wenigstens ein Dwieck, nämlich A'B'C besittb 

Zweiter Prozeß: Es sei XYZ ein Dreieck des ursprQnglichen 
Polyeders; |, seien die (unbegrenzten) von XYZ verschiedenen 
Polyederebenen, welche bezw. durch die Kanten YZ, ZX, XT noch 
hindurchgehen. Wir nehmen innerhalb des von der Ebene XIT^und 
den Ebenen ij, ^ begrenzten Gebietes, in welches man, aus dem 
Innern des Polyeders kommend, nach Überschreitung der Dreiedcsflaehe 



Digitized by Google 



Chber die Enl€taeli«ii Polj«d«neUitioiien. 



87 



XYZ gelangt, einen Punkt U an. Dun h Vereinigung' dos ursprüng- 
lichen Polyeders mit dem Tetraeder CXYZ entsteht « in n*'ues konvexes 
Polyeder mit e' -H l Ecken. /" + 2 Flächen und k' -f- o Kanten, welches 
die dreiseitige Ecke U un i die DreuM-ke YZU, ZXV, XYU besitzt. 

Da durch l>ei<l«' rio/esse Polyeder mit Dreiecken und dreiseitigen 
Ecken entstehen, so kann man diese Prozesse belicbij^ oft wiederholen. 
Wendet mnu «-mal den prstm und /:j-uial den zweiten Proreß an, so 
erhält mau ein Polyeder mit e' -\- 2a -\- ß Ecken, f -f a + -/^ Flächen 
und Tc' + 3a -f- 3^ Kanten. 

Um nun untere Behauptung zu beweisen» nehmen wir an, es 
seien e, k irgend drei den Relationen (1) und (2) genQgende ganze 
Zahlen. Dann haben wir kq zeigen, daß ein konTexee Polyeder mit 
€ Ecken, f Flächen und h Kanten exiatieri — Zunächst folgt aiu (1) 
und (2) 

(3) + /"^i^ + Ä; 

und diese Un^^eichnngen nehmra, wenn wir 

(4) k~Zq-T 

setzen, wo q eine ganze Zahl, r eine der Zahlen 0, 1, 2 bezeichnet, 

die Form an 

oder auch, weil e^f^r ganze Zahlen sind and 0 ^ < 1 ist, die Form 

Setzen wir daher 

so sind « and ß ganze Zahlen ^0. Aas (5), (4), (1) folgt 

3g _ r = A- = e + 2 = l^r/ + 2 + a + /3, 
g-(2 + r)+«-|-^*, 

also 

e = (4 + r) + 2« + /J, 
<«) /•-(4-f r)+« + 2/8, 

* - (6 + 2r) -I- 3a + 8/?. 

Wenn es nun ein konvexes Polyeder 1' mit 4 + r Ecken, 4 + r 
Flächen, 6 + 2r Kanten gibt, web bes sowohl Dreiecke als auch drei- 
leitige Ecken besitst» so braachen wir, wie die Gleichungen (Oj zeigen, 
anf dasselbe nnr a>mal den ersten und /3-mal den zweiten FrozeB an- 
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zuwenden, um ein konvexes Polyeder mit e Ecken, f Flädieo und 
k Kanten zu erhalten. Ein solches Polyeder P existiert aber in der 
Tat, lüimlicli für r =*■ 0 die dreiseitige, für r = 1 die rierseitige, für 

r 2 dio fünfseitige I'vraniide. — TTicrmit ist der Beweis erbracht. 

Zuäats6: Den Ciigleiciiungea (2) kann man, indem man mittels (1) 
k eliminiert^ die Form geben 

und ebenso kaim man umgekekrt aus den Ungleichungen (7), wenn 
man e + 2 — If setst, die Ungleichungeu (2) herleiten. Die ün- 
gleidiungen (7) sind daher notwend^e und hinieidiaide Bedingungen 
daftr, dafi avei guuse ZiUea e und f die Anzahlen der Ecken und 
Flftohen einee konvexen Polyeders sein können. 

Breslau, den 1. September 1906. 
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J. J. Thomson« CkmdTwfeloii of SteoMoitgr «hroiigli Ckwea. Vm u. 
666 8. Cambridge 1903, UntTersitj Press. 

Dio E&tdeokung der Röntgenstrahlen bezeichnet den Beginn einer 
neuen Ära in der Geschichte <1er Physik. Sie f/ali dtii Anstoß, daß man 
sich mit Gasentladungen, Kathodeuätrahleu, Kanalütrabien usw. gnlndlicher 
als vorher zu heschUftigen begann, und auch die Erschließung des so über- 
aus fraohthar gewoxdenen Gebietes der Badioaktivitftt war eine anmittelbare 
Folge der Bdntgenschen Entdeckung. AHl diese Erscheinungen stehen in 
engster Bpriihrnnn' mit den alltreiin iiu^n Pntblemen, die den Durcli^'un^' der 
Elektrizität durch Gase betreö'eii und die nunmehr tnm pniütsn Teile bereits 
ihre Lösung gefunden haben durch die Ausbildung jener Theorie, die be- 
sagt, da6 ein Gas stets anr dnreh Ionen, die sidi unter der Einwirkung 
der el«ktris^en &ftfte bewegen, Elektriaität zu leiten vermag. Um den 
Ausbau di*>spr Thfnrif liiit .sieli zwiiffdlos J. J. Thomson, dnr T.eiter des 
Cavendish-Laboratoriiuiis zu ('aiubndgt-, in Gemeinsehatt mit («iner stattlichen 
Zahl von Schülern die grüßten Verdienste erworben. Und somit wur nie- 
mand berafener als er, eine xasammenfassende Darstellimg dieses wichtigen 
Zweiges der modernen Physik m liefern, wie sie ans nun in dem vor* 
hegenden Werke geboten wird. 

Der Verfasser stellt sich m seinem Huehe die AutL'al»r. tn '/eiffpn. wie 
die luuentheorie von den mannigtacbeu Fbünomeueu, die uns beim Durch- 
gang der Elekbizitftt durch Gase begegnen, in vollkommener Weise Bachen- 
sehaft zu geben vermag. Mit Recht kann er behaupten, daü wir diese Vor> 
gSni^e heute viel l;c<!'^er verstehen als die analntren Erscheinungen der 
Eleklrizitötsleitunt.- \n testen und flOssieen Kdipt-rn 

iiu ersten Kapitel behandelt er die Frage, inwieweit emem Gase unter 
normalen Bedingungen eine Leitf&higkeit zukommt. Sodann werden in 
dem umfangreichen zweiten Kapitel die Eigenschaften der Gase, die sie 
in dem Zustande besitzen, in weUhem sie relativ gute Leiter sind, aus- 
führlich besprochen. Es folgt di<> matliemati^elip Thenrie der Klektrizitäts- 
leitung durch Vermittlung von Ionen. Hieran scblielien sich die Ausein- 
andersetzungen ttber den Einfluß magnetischer Krifte auf die lonenbewegung 

an und über die Bestimmung des charakteristischen Quotienten (Ladung 

zur Masse eines lous) sowie über die Ermittfluug der lonenladung selbst 
Das siebeute Kapitel trägt die Überschrift: „Einige physikalische Eigen- 
schaften der Gasionen**; hier ist vornehmlich von der Eigenschaft der Ionen, 
als Kondensationskeme zu wirken, dio Rede. Kapitel VlII — XI handeln 
von der Ionisierung durch glühende Körper, Flammen, Licht (^iMmtoelektri- 
zitftt) and Böutgenstrahleu. Es folgen weitere Darlegimgen über Bec4uerei- 
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strahlen, die FunkenentlaiUmg, den IjU-lithogen. flfkiiTNolif Entladiuigfii durch 
verdünnfp Traw, die Tlicurie der elektrischen Vorgänge in ^'akllunlrühron, 
Kathodenstralilen und llöntgeuütrahlen. Im letzten, Qeuni£ehuteu Kapit«! 
werden schliefllidi unter dem Titel: »^Einige Eigenaehafben bewegter elektrisch 
geladener KSrper** gewisse neuere Probleme der Elektronentheorie bespro 'ln n. 

DIp Torlipprndo Anzeige (Jhs 'Huches erscheint etwa«? ver^^»!lt*'f Jeder, 
der sich in neuerer Zeit auf dem Oobiftp ilor gnselrktrisclitjn Erscheinungen 
selbst forschend betätigt hat, dürfte das Tlionisonsche Werk schon ausgiebig 
zu Rate gezogen haben, so daß es einer besondwen Empfefaluiig nicht 
mehr bedarf. Kinp deutsehe Übersetsnng^) (von E. Marx im Verlag von 
B. G. Teuhner) ist nnUngst enchieaen. 

Berlin. £. Ascukikabs. 



Syante August Arrhenius. Lehrbuoh der kosmiachen Physik. 

2 Bände. Mit 304 Abbildungen und 3 Tafeln. Vm, VUI u. 1026 S. 
Leipzig 1903, S. Hirzel. Ji 38.—, geb. , /< 40 — 

Der Verfa&ser, dessen Xame in «Itr Gescliichte der modernen Physik 
und Chemie schon Iflngst einen Ehrenplatz einnimmt, hat es in dmn TOr- 
liegenden Werke unternommen, eine zusammenfassende Darstellung der ge- 
samten kosmischen Physik zu litfcm. hiihs Gebietes, auf dem gleich- 
falls durch eigene Forschungen vielfach hervorgetreten ist. Es wird damit 
eine Lücke der wissenschaftlichen Literatur au.sgefülit, da es an einer 
brauchbaren Bearbeitung jenes umfangreichen Zweiges der exakten Nstnr- 
wissenschaft, vom Standpunkte der neueren Anschauungen aus, bisher noch 
gSn/lieh fehlt«'. Selbstverständlich mußte der zur Behandlung herangezogene 
Stofl" nach gewissen Gesichtspunkten begrenzt werden. Dios geschah in 
der Weise, daß Fragen vou rein astronomischem, hydrographischem, geo- 
logischem und meteorologisehem Charakter hScbstens gestreift, dagegen alle 
Probleme, die mit der Physik und Chemie in innigen Zusammenhange 
stehen, ausführlich behandelt wurden. 

Das ganze Werk umfaßt zwei sturko Rnnde, von denen der erste die 
„Physik des MimmcW und die „Physik der Erde'^j der zweite die „Physik 
der Atmosphäre" entlUtlt. Allenthalben sind die neuesten Ergebnisse der 
Forschung berflcksiehtigt worden, so dafi raniohst der Fachmann — im 
engeren Sinne genommen — dieses Buch künftig mit großem Nutzen zu 
Rate ziehen wird. Aber auch donijfnigpn, dessen speziellere Interessen auf 
einem anderen Gebiete der Naturwissenschaften liegen, ist die Lektüre der 
))eiden Bftnde angelegentlichst su empfehlen. Hervorgehoben zu werden 
verdient auch die Eleganz und Anschaulichkeit der SdirMbweise. 

Es wäre ein zweckloses Bemühen, den reichen Inhalt des Werkes in 
einer Anzeige kurz skizzieren zu wollen. Nur die Überschriftun df»r ein- 
zelnen Kapitel mögen an dieser Stelle noch angeführt werden, um eine Vor- 
stellung von der Fülle des dargestellten Stoffes an geben und den Lesw 
dieser Zeilen zur eigenm Lektflre des Budies zu reizen. 

V; .1. J. Thomson, Klektrizitilts-Durchgaiig iuUaseu JJfut.-iche autor. Ausgabe 
unter Mitwirkung des .\utor« besorgt und ergänst von Dr. E Marx, Privatdozent 
an der I niveraität Leipzig. Mit 187 Figuren im Text. VU u. 6d« S. gr. 8. 
Leipzig 1906. B. 0. Tenbner. geh. Ulf 18.— , geb. ,K 19.—. 
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Physik des Himmels: I. Die Fixsterne. II. Das Sonneiuijstem. 
III. Die Sonne. IV. Die Planeten, ihre Batelliten und die Kometen. 

V, Kosmot^onip 

Physik der Krde: L Gestalt, Masse und Bewegung der Erde. IL Die 
feste Erdkruste und das Erdinnere. III. Das Meer. IV. Das Wasser auf 
d<»n Festlande. V. Die Wellenbewegung des Meeres und der 8e«i. YL Die 

Wechselwirkung zwischen Land und See. Küsten. 

Thvsik der Atmosphäre: I. Bestandteiln r Luft. II. Die Wttrme- 
zutuhr der Erde. lY. Die Temperatur der Erdoberfläuhe. V. Die Tempe- 
ratur der Irnffe. Tl. Dw Luftdrndk. VH Das Wasser in der Atmosphire. 
YIIL Wolken und Niederschlag. IX. Die Winde. X. ImftwiilwL XI. Theorie 
der atmosphärischen Zirkulation. XII. Einwirkung des Windes auf die 
fest^ ErdobfM-flriclie. XIII. Die Gewitter. XIV. Meteorolopisrhe Aka-^tik. 
XV. Meteorologisciie Optik. XVL Atmosphärische Elektrizität. XYIl. Die 
Polarlichter. XVUL Der Erdmagnetismus. 

Bttlin. E. AscmuNASS. 



W« Ahrens. Sehers und Emst in der Mathematik. Geflügelte und 
ungeflügelte Worte. X n. 533 S. Leipzi;^ 1904, B.G.Teabner. A 8. — . 
Eine sehr hflhsche und anregende Lektfire gibt dieses Budi in seiner 
teils lehiTeichen, teils amflsanten Zusammenstellung aller mO^ohen ürteüe 

Berufener un<l rnbenafener iiher Mathematik, ihren Bildungswert und Nutzen, 
über kleine und große Schwächen bekannter Mathematiker, über philosophisch- 
jnatliematischc Probleme, über die Beziehungen der Mathematik zur Kunst 
und Technik und unsShlig viele andere Dinge. Wenn auch die Zitate 
scheinbar regellos aneinander gereiht sind, so wird man doch TOn Zitat zu 
Zitat, ohne zu ermüden, weiter geführt, und nur ungern legt man sohlieBlioh 
das Buch au.s den Händea. 

Berlin. — - P. Scu-vfueitlik. 

B, Hanfiner. DaxsteUendo Oeomatrie. I Tdl: Elemente; EbenflSduge 
Gebilde. Mit 100 Figuren. 192 S. Leipzig 1902, O.J.QSschen. «4f — .80. 

J, Tonderllllll. Sehattenkonstnikti<meik. Mit 114 Figuren. 116 8. 

Leipug 1904, 0. J. Göschen. A —.HO. 

Da.s einfach un<l klar (,'*'S''1iriel>t'ri(' Buch von HauBner, dessen Vpr- 
stAndnis durch sorgfältig "je/eidinete Figuren erleichert wird, bohnndelt im 
ersten Abschnitte die i'arullelprojektionen ebener Gebilde und die alüne 
Yerwandtsdiaft der Figuren; im zweiten werden kurz die Methoden der 
•chiefen Parallelprojektion besprochen, während die beiden letzten Abschnitte 
sich mit der orthogunalen Panillelprojektion von Punkten, Geraden, Ebenen 
und ebenä&chig-bogreuztf'n KMrp' iu beschäftigen. 

Eine hübsche Ergänzung dieses Buches bilden die Schattenkonstruktiouen 
Yonderlinns. Es werden besprochen die Konstruktion des Schattens in 
orthogonaler Projektion von Punkten, Geraden, Polyedern; vom Zylinder, 
Kegel und der Kugel, sowie von BotationskOzpem, Gesimsen, Sohranben' 
and Köhrenflächen. 

Berlin. P. bcuATHKriUN. 



92 



Kczensionen. 



M, ][dll6r. Orientierang nach dem Schatten. Studien aber ein» 
Touristeoregel. Mit 30 Figano in Holuohnitt. 156 S. Wien 1905^ 

Höldpr. M 3.50. 

Die Kegel lautet: Auf das ZiffMiblatt einor horizontAl liegenden nach. 
Ortszeit gehenden Uhr laüc der Schatten einer vertikalen Kante längs des 
Stundenceigers, die Spitze des Zeigers gegen den achatt^ugebenden KOrper 
gerichtet; der Winkel zwischen XII und der 80 besduttteten Tageastonde 
wird halbiert; die ITalbi(?rungsliniL' zcii^t sren-pn Södpn. 

Selbstveretändlich kann diese Hegel nur nähfriiTicrsweise richtig sein; 
die teils geometrischen, teils algebraischen Untersuchungen beziehen sich 
wesentlich auf die Ermittelung der QrSBe des Peblers, der sowohl Ton der 
Jahreszeit als auch von der Stunde und der geographischen Breite abhKngt 
Bei5pip1.':vrei<>c orgibt sii h Tür die Rrnte 30" ein Fehlermaxiniiim von Aber 
50 ^ für Deutüchiand von zirka 25°. 

Berlin. P. Scuafueitlik. 



Ü. ^iilb^r II. M. Kufin'wsky. Sammlung von Aufgaben ane der 
Arithmetik, Trigonometrio und Stereometrie. II. Teil. Ausgabe A^ 
für Gymnasien. 2. Aut lage. VIII u. 273 S. Leipzig 1905, B. G.Teubner. 
2.20. 

In der neuen Auflage sind Tersebiedene Kürzungen gegen die erste 

eingetreten ; meiner Meinimg nach h&tten auch die Abschnitte über Gleichungen 
dritten Grades weggelas'-'^n wp>(it n kfinnfn. l>pnn allr in den Anwendungen 
auf Seite 75 — 82 gegebent u Beispiele las^eu sich ohne Kenntnis der Lösung 
der Gleichungen dritten Grades nicht allgemein, sondern nur für die spezi- 
ellen Zablenwerte löten, die in der Aufgabe gewihlt sind; daduroh aber 
kann nnmöglieb der Schüler Befriedigung an der betreffenden Aufgabe 
empfinden. 

Die Aufnahme einiger Konstruktionsaufgaben über Kegelschnitte paßt 
nicht recht in den Rahmen der Sammlung; sie verstößt gegen 'den im 
ttbxigen durehaui reefanerischen Gbaralcterc, withrend anderarseits die Anzahl 
diesMr Aufgaben zu gering ist, um den BedllrfiiisBen der konstruierenden 
Geometrie vx genfigen. 

Berlin. P. Schafrsttlix. 

B. Schttßler. Orthogonale Axonometrie. Ein Lehrbuch zimi Selbst- 
studium. Mit 2i) l'igiireututelii in besonderem Hefte. YIl u. 170 S. 
Leipzig 1906, B. G. Teubner. JC 1 . — . 

In den Sitzungsberichten der Akademie zu Wien aus den Jahren 1880,, 

1881 und 188t hat Pelz nachgewiesen, daß bei den Aufgaben der ortho- 
gonalen Axonomefrie die Benutzung dos Achsenkreuzes wesentlich die Kon- 
struktionen vereintacht, imd daß diese ohne die Reduktionskoeftixienten der 
Achsen durchgeführt werden können. Da jene Abhandlungen nicht für 
Aufknger bestimmt sind und ihnen gewisse Schwierigkeiten bereiten wfirden, 
so wird hier der Versuch gemacht, die einfodbon Resultate von Pelz so ab- 
zub itvii, dali man keinerlei Vorkenntnisse vorau«7n«!et7.en braneht, und dieser 
Versuch kann als durchaus geglückt bezeichnet werden. Zur Besprechung 
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gelangt r i.laror und uiaebanlicher Weise dio DanteUoog yon Punkt, 

Gerade thkI Eht'up, von Polrpdrrn. Prismen uni] l'yrnmiden, von Kreis und 
Kegelschnitten, von Zjrlinder, Kegel, Kugel und KotatiotiKHiiclion. 

Berlin. F. Öcuvu'UCITUK. 

Ii. Zehnder. Das Leben im WeltaU. Mit einer Tafel 125 S. Tabingen 

und Leipzig 1904, J. C. B Mohr (Paul SipWcki. .if 

Cinr munter tummelt dt-r ACrt". das iibf nnfitigf und uni,'pst iinic itöBiein 
seiner Phantasie durch Mikro- und Makrokosmos. Ktiu Zügel der Kritik 
liemmt seinen Laof, keine Sehnuike der TateaehMi begrenzt seine Sprünge. 
Nicht unergOtzlich för den Knndigein kann dieses Buch beiHose Verwiming 
in den Köpfen solcher Leser anrichten, die glauben, das von oinpm a o. Pro- 
fessor für Physik an der Universität München Gebotene für Phjsik halten 
zu müssen. 

Breslau. E. Pringsubuu 

IL Jbfhlas. Ii« point ovitique dM wnps pun. S25 S. Paris 1904» 
C, Naud. 

Diese ausftUlriiehe und klare Darstellung der Wissenschaft vom kritisi lion 
Zustandn ist eine erweiterte rmarbeituiiff der von dem Verf. in den Ktipports 
des internationalen Physiker-Kongresses /.u Paris 1900 veröffentlichten Studie. 
Unter den neu hinzugekommenen Kapiteln sind die drei letzten besonders 
bemexiienswert, in denen der Verf. anf die bei dem kritischen Punkt aaf> 
tretenden Anomalien eingdit und sicb der von da Heen aufgestellten Hypo- 
these der liquidogenen nnd gsisogenen Moleküle znnpiirt in '»iner Form, weicht; 
der von J. Traube gegelienen nahesteht. Obwohl der Verl, die de Heensche 
Hypothese in Einklang bringt mit der „klassischen** Andrew sschen Theorie, 
dön ATogadrosdien Gesetz nnd der Fhasenregel, ist doch woU der Beweis 
nicht erbracht, daß die altere Theorie außer stände ist, die Anomalien ohne 
Hilfe einer solchen ad boo eingefUhrteu Hypothese zu erklären. 

Breslau. £. PniMosmuM. 



B. Weinstein. Thermodynamik und Kinetik der Körper. U. Band. 

XVIU u. 5Ht) Jt 16. — . 1903. UI. Rand, 1. Halbband. XVI u- 

464 8. l'.'O'). Hraun.scbweig, Fr. Vicwesj; und Röhn. JC 12. — . 

Dem an dieser Stelle schon besprochenen ersten Bande (^Arch. (3) 3, 66) 
ist in erfreulich raschem Tempo der zweite Band und der erste Halbband 
des dritten Bandes gefolgt. 

r zweite Band beginnt mit einem Kapitel über absolute Temperatur. 
Die tberrnodjnamische und thermokiiipfi'ii lip Temp^raturskala wird eingehend 
erörtert und eine Vergleichung zwischen den absoluten Skalen und den 
konventionellen durchgeltlhrt. Die neue strahluugstheoretiüche Temperatur- 
Skala, welche beim Etsehemen des Bandes noch in der Entstehung begriffen 
war, wird nur in einer kurzen Bemerkimg gestreift. Sodann folgt ein 
Kapitel über Flüssigkeiten und eines über Oase Tlior zeifrt sich ebenso xvie 
im weitereu Verlauf des Buches deutlich, daß die im ersten Bande so aus- 
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führlich behandelten Zustandsgleichungen in *ler tatsachliclien rJurchfülinin;^ 
der Thermodynamik noch eine sehr gering«' KoUe s))ii-loii, uiul «lali auch die 
kinetischen VorstelloDgen in dem großen Gebäude der Wärmelehre nur eine 
selir be8chfiid«ne Wohnung finden. 

In dem nächsten Kapitel, welches die Überschrift trägt: „Thermodyna- 
mi^cho Mechanik und nicht umkehrbare Vorgänge", wird zuuächst dio Lehre 
von den thormodynamischen Glf'ifhge^Nnchten entwickelt, die Gibbssche 
Phasenregel, das thenuodynamische Poteutiai, Entropie und Energie werden 
behandelt. Daran seUiefit sidi die Lehie von den Umwandlungsgesehwindig« 
keiten und von solchen Vorgängen überhaupt, bei denen die Zeit berück- 
sichtigt werden muß. Im letzten Kapitel endlich wird die Theorie der 
Mischungen und Lösungen behandelt^ mit Ausnahme der verdünnten 
Lösungen. 

Hit äwam beeehSftigt Bich der erste Halbband des dritten Bandes. 
Die van't Höfische Theorie wird sehr genau inbe/ug uuf ihre experimen- 
tellen und theoretischen Grundlagen geprüft, denen in Anbetracht der großi-a 
Bedeutung, welche die Theorie für den Fortschritt der Wis-senschaft gehabt 
hat, eine größere Sicherheit zu wünschen wäre. Uen Schluß des ersten 
l^bbandes bildet die Thermodjnamik der EleltrizitBt nnd des Magnetasmns, 
welche in dem zweiten Halbband, für den die Theorie der Elektrolyse vor- 
bebalteu ist, ihren Ali.M-hlufj iiiuien boll. 

Wie der erste Band, so sind auch die jetzt vorliegenden Teile des 
Buches mit großer Sorgfalt und eingehender Benutzung und Kritik der sehr 
ausgedehnten theoreiaschen und expertraentellen Idteratnr gearbeitet An 
irielen Stellen sind eigene Entwicklungen des Verf. eingefügt und jede Zefle 
verrät, daß er sein Thema vollstiiudig Ijeherrscht und mit ei-strainlichem 
Fleiß und g»isJiger Energie durchdrungen hat. Allerdings sind auch die 
Anforderungen nicht gering, welche das Buch an den Leser stellt, und der 
Bef. hofft, daß er noch Zeit und Sttmnrang finden wird, um den fohalt 
genauer studieren in können, als es ihm bis jetzt möglich war. Daß er 
dann, wie jeder genügend vorbereitete Leser hier eine reiche Quelle der 
Belehrung und Anregung finden wird, darüber hat er keinen Zweifel 

Breslau. £. PiiiM08uia>i. 



£. Picard. Traitä d'analyse. Parti. Deuzieme Edition. 403 8. Paris 1901, 

Gauthier- Villars. Fr. 16. — . 

Der erste Teil dieses Bandes enthält die Elemente der Integralrech- 
nung. Eingehende Behandlung erßüirt die Erweiterung des IntegralbegrifTs, 
welche in der mathenoatiscben Physik eine so wichtige Rolle spielt, in dem 

Sinne, daß der Jntegrationsweg durch eine Kurve oder Fläche dargestellt 
wird. Dabei nimmt der Verfas!?er Oelegenheit, a\if die prinzipiellen Fragen 
einzugchen, welche heute die Mathematiker stark beschäftigen, so bei der 
Definition der KurrenlSiige auf die Kurve von Peano und Hilbert, welche 
dm ebenes Flttchenstflck erf&llt, auf nichtintegnerbare Funktionen u. a. 

Im zweiten Teil werden einige Anwendungen der im ersten entwickelten 
allgemeinen Sätze erbracht. Und zwar be:?rliilftigt sich der Verfnsser zunächst 
mit der Laplaceschen Gleichung /4 u = 0 und den i- undamentaleigenschatten 
des Potentials. Hierbei möchte sich Referent die Bemerkung erlauben, daß vor 
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der Gaußschon die von Clausius (Die Potentialfnuktion und das Potential, 
LHp/ifr 1877, A. Barth) herrühren^*» Ableitung der Laplace-Poi «ssonschon 
Differentialgleichung den Vorzug verdient, insofern a,h sie nicht die LDifleren- 
sierbarkcit der Masse tmt Vorsussetzimg htkt Gleiohwohl findet neh die 
Olausinssdie Heridtniig nidii in den neueren DBEStelliiiigen der Potential- 
theorie, 7. B. auch nicht in Poinoar^s Theorie du Potentiel newtonien, 
Paris 1899, Carre et Naud. 

In dem zweiten Teile findet sich auch eine Untersuchung der Reihen- 
•ntwicUangen, insbesondere der trigonometrischen Beihen, wohei der Can- 
torsehe Satsi — d&B eine Identität der Form 

X 

Up ^ (a^ cos mx -f ain mjt) «=« 0 

mml 

nur besteben kann, wenn Amtliche KoeMzienten Tersehwinden — sowie 
die Weiers traßüchen Sfttze über iriUienuigsweise Darstellung einer willkür» 
lichfn Funktion mit Torgegobener Genauigkeit eingehende Besprechung 

erfahren. 

Der dritte Teil endlich hringt die geometriaih» n Anwendungen der 
Infiniteeimalrecbsung: Theorie der Enveloppen, RegelflScheo, Kongruenzen 
und Komplexe; der Krfimmnng und Torsion der Baumkurren; der Knnren 
auf f'mor Fluche und der abwickelbaren FlÄchen. 

Die zweite Auflage unterscheidet sich wrnifr der ersten, nur daß 
der Verfasser auf prinzipielle Fragen, die im V ordergrunde des Tagesinteresses 
stehen, etwas mehr eingegangen ist und zahlreiche literarische Nachweise 
für diejenigen Leser hinzugefügt hat, welche den betreffenden Fragen der 
„mikroskopischen Mathematik" weiter nachgehen wollen. 

BwUn. £. Jahmke. 



AstD&eB scientiflooB da aoademia polytoolmica de Porto publica<lo8 
Soli a dircoväo de F. Gomcs Teixeira. VoL I. Nr. 1". Coimbra 1906, 

iuipreiisa da universidade. 

Mil dem Juhro 19U.'> ist das Junial de sciencias mathematicaa e astru- 
ttomieas eingegangen und hat einem neuen Unternehmen Platz gemacht, das 
sich auf breiterer Grundlage aufbaut. Die Annaes öffnen ihre Spalten nidit 

bloß der reinen und anfTf^wainlft'ii Mutliematik: nehmen anrb Beitrüge 
aus den Gebieten der i'hysik, «Icr Cht-inie, der Naturwissenschalieu und d*r 
sozialen Wissenschaften aui, und nicht bloli ndn wissenschaftliche Arbciieu, 
auch p&dagogische Artikel, Berichte Aber den gcgenwürtigen Stand einzelner 
Wissenschaftszweige usw. Wir wünschen der neuen Zeitschrift, deren Leitung 
in den HiindeTi «Ics bewährten .Iom:il IJcdakteurs geblieben ist. sollen Krfolg, 
insbesonde re auch nach der Richtung, in Portugal den Sinn für die mathe« 
matischen Wissenschaften mehr und mehr zu vorbreiten. 

Der Inhalt des ersten Heftes ist: F. Gomes Teixeira'. Qnestao entre 
MonteiiD da Rocha e Anastacio da Cunha. — N. Nielsen: Sur les series 
neiinianniennoK de fonctinns spheriqn* s. — J. J. Ferreira da Silva: A obra 
sci' ntifica e a vida do chimico portuguez Roberto i'uarte Silva. — Bento 
Carqueja: O capitalismo e as suaa origens em Portugal. 

Berlin. £. Jaukkb. 
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H. Mayer. Die neueren Stralüungon. Kathoden-, KHiial-, Röutgen- 
Straiüen und die radioaktive Selbetstrahlung (Becquerelstrahlen). 
VomStendpnnkte dermodenieD Elektronentheorie unter Beritdcmditigung der 
nenerai experimenteUen Forschuugsrcsultate behandelt und im Zutjatumen» 
bange duge&teUt. V u. 68 S. Mähr.-Ostrau 1904, B. Papausebek. Jl 1.50. 
Dieser kiir/.p nrifl ziemlich voll.ständif^o Auszug ans den zahlreichen, 
auf die iR'Ucrtn Struhlungen be/ü^lichen Publikationen dürfte manrhom 
willkommen sein, obwohl dem \ erf. kritisches ürteii und Klarheit der theo- 
retiseben Anschauungen nicht gerade nacbziiTttbmen sind. Diese Mii^ 
fiillen besonders in der Einleitung sebr ins Auge. Die gUlubige Annahme 
von Resultaten, dir- von den Autoren selbst zurflckgrzojrpn worden sind 
(v. Opitlpr, Ableukung der Magnetnadel durch Kathoflenstrahlen, Bloudiot, 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit der Köntgenstrahleu) hätt« bei einiger Auf- 
merksamkeit veimieden weiden müssen. DaB der Vetif. auf Blondlots «•Strablen 
„oingegangen*^ ist| soll ibm nicbt cum Vorwurf gemaebt werden. 

Breslau £. Pkikgohbih. 

Fr. Strobel. Adreßbuch der lebenden Physiker, Mathematiker und 

Astronomen des In- und Auslandes und der teohuischon HiUb« 

kräfte. X u. 208 S. Leipzig 1905, J. A. Harth. M 7J>0. 

Das Adreßbuch will alle Lehrkr&fte der HochschuleD, d. i. der Uni» 
Tscsitäten, der teehniscben Hochschulen, der Bergakadmüm und der land- 
wirtscfaaltiichea Hocbsdiulen, sowie der lüttelschulen des In- und Auslandes 

ans den Gebieten der Pliysik| Mathematik und Astronomie umfa.Hsen, wobei 
hinsichtlich der Aii\vt'ihlar»^'en und nri-Tizgrbietr» eine Auswahl getroffen 
werden mußte, au welclier naturgemäß einer oder der andere etwas aus- 
susetsen finden wird. Die Adressen der genannten Lehrkräfte sind nadi 
Stidten gruppiert und diese StadtQbersdiriften alpbabettscb geordnet 

Was die Nainen oder Finnen der technischen Hilbkrifte angeht, so 
sind dieselben eininal in diosps nlpliabctischf Vor/oichni« aiifjrenommen, der- 
art daß sie bei deu fiii/.' iricu ätüdten am Ende zusammengestellt und durch 
KursiTsduift erkennbar gemacht worden sind. Andererseits werden dieselben 
in einem besonderen „BezugBquellenverseichnis*\ sadilicb gruppiert, an^^elAhzt. 
Übrigens ist hierbei von den technischen Hilfskräften nichtdeutsober Länder 
abgesehen worden. Hieran schließt sich oiu Register, das in einem Alpha- 
bet alle unter den Städten angegebenen Namen wiederholt, unter Hinzu- 
fügung detr Seitenzahl. 

Nach den Stiebproben zu urteilen, welche Referent Torgenommso bat, 
ist das Adreßbuch mit großer Sorgfalt angefertigt worden, was nicht aus- 
schließt, daB manche Unrichtigkeiten unterjjelanfpn und nianehe Lücken 
unbemerkt geblieben sind. Dem Wunsche des Herausigebers nachkommend, 
seien diejenigen genannt, wdcbe dem Ileferenten aufgefallen sind; Unter 
„Berlin^* fehlen die Namen vieler Oberlebrer, wie durch Verglndi mit dem 
Mitgliederrerzeichnis in den Sitzungsberichten der Berliner Mathematischen 
Gesellschaft fB. (\. Teubner, T^eipzifr) ersichtlich wird. Unter „Breslau" fehlen 
die beiden Überlehrer Prof. Dr. 0. Uutsche und Dr. M. Peche; unter ,^alle" 
die YerlagsbttcUiandlung von Martin Schilling, welche den Vertrieb mathe- 
matischer Modelle Air den höheren mathematischen Untenrieht ttbemommen 
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hat; nntpr .,Hol7ininrlpn" der Oberlehrer Dr. G. Kober; unter „Magdeburg" 
der Oberlehrer Dr. Bradhering; unter „Mannheim^ Dr. B. Oster, Versichenmgs- 
mftth«mmtiker; unter ,,nr0inlsa" 4«r Obwlefarer Dr. Stegemann; unter „Tokio** 
^«r japanische Mathematiker Sawayama. Der Professor för darstellenda 
Geometrie F. Schilling in Danzig ist identieoli mit dem intOmlieh noch 
onter Güttingen aufgeführten Mathematiker. 

Von Physikern habe ich dea Privatdozeaten Dr. Ül. ächäfer an der 
Breslauer Umvwdtftt, den Prof. Dr. Stodda am Eidgenflstiidieii Polyteeh- 
sikum in Zflrieh und den Profeseor Snraeö an der Brttaner teohnieehen 
Hochschule Tergebens im Adrefibnoh geeadit 

Beriin. E. Jabhkb. 



JPovtidiiift, Adolf Wüllner gewidmet lum aiebaigalMi Gfibnrtetage 

von der Kgl. techn. Hoohsohule su Aachen, ihren früheren und 
Jetsigen Mitgliedern. Mit dem Bildnisse WüIIners, 8 Tafeln und 
»1 Figuren im Text. VIII u. 264 S. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 
geh. Jl 8, — , geb. 9. — . 

Die dem bekannten Phjeiker Adolf Wftlln er gewidmete Feetschrift entr 

hält 15 Al hnndlungen aus verschi ebenen naturwissensehiiftlichen und tech- 
niechen Disziplinen. Prozentual am stärksten ist naturgemäß die Physik vertrften. 

Max Wien unterzieht die iielmhoitzsche Kesonanztheone des Hörens 
«iner meines Erachte us zutreffenden Kritik. Seine AuefGÜmmgen gipfeln in 
folgender Zuaammen&esong: „Die TolUnnumene selektive Erregung ist nur 
bei sehr scharfer Resonanz denkbar. Diese ist aber nur möglich bei sehr 
schwacher Dämpfung. Mit schwacher Dämpfung ist jedoch die Erkennbar- 
keit des Trillers unvereinbar und damit ist die Möglichkeit der Erklärung 
4er vollkommenen, selekttven Erregbarkeit illnsoriich geworden**. 

August Hagenbaoh liefert BeitrSge rar Untersuehung der Banden- 
spektren; die hauptsächlichsten Experimente beziehen sich auf die Einwirkung 
des Druckes auf die Strukfnr der Rjielvtren. Wenn ich auch nicht mit allem 
einverstanden bin, was der \ eria^üer iiutiert, so sind doch seine Versuche als 
«ine schfttienswerte Bereicherung des experimentollen Materials anzuerkennen. 

Sehr interessant ist eine zum Teil experimentelle^ zum Teil theo- 
retische üntersnehnng von Sommerfeld Aber Lissajuus- Figuren und 
ResonanzwirknnppTi hei schwinfrendf n Schrnnbenfedeni IMf^se Versuche 
können verwertet werden zur Bestimmung des sogen. t^uerkontraktiüuskoetB- 
zienten, der bekanntlich in der Theorie der Elastizität eine große Bolle 
spielt. UrsprQnglich als bloBe DemonstrationsTersuche erdacht, sdieinen sie 
mir auch noch ein darüber hinausgehendes Interesse xu haben; denn sie 
R-estatten in relativ einfacher Weise auch bei anderen Temperaturen die 
EiiiAti/Jtätsmoduln uud damit deren iemperaturkoettizieut«u zu bestimmen. 
Damit ist auch der Querkontraktionskoefißzieut als Funktion der Temperatui- 
bestimmt, und die von mir auf etwa 10 Metalle ausgedehnte Untersuchung 
dieser Funktion wird sich jetzt anoh auf die Metalle erstrecken können, bei 
denen die bisherigen Methoden versagten. Neln-iihei bemerkt büden die 
ResoTTanzwirkuugen ein vollstiindige.s mechauibches Analogen zu den Er- 
bcheinungeu, die zwei gekoppelte elukuische Schwingungskrei^e zeigen, wie 
sie z. B. in der drahtlosen Telegraphie verwendet werden. 

AivlilY Sw MktlMnktllt md Phjraik. DI. B«Um. XL 7 
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Von den matluniiatischon ATihandhtnjrpn sei du'jpnipc von Lothar 
Hefftpr über Anordnung und Aufbau der (\eouwxr'\e hervorjjehohpn , weil 
sie erkenntnis-theoretiscb und pädagogisch von beryorragendem Intereääe ist 
Es sei deshalb gsstattet ihren Inhalt knn su skusieren. 

Als geometrische Elemente wfrden betrachtet der Punkt, die Ebene 
und die Otradp; die rieoniotrie befaßt sich nun mit den Beziehungen 
zwischen mehreren Kiementen derselben oder verschiedener Art. Als eleinen- 
tare Beziehuogen werden betrachtet die Inziden/ verschiedenartiger Elemente, 
die PamUelitat und die OrUiogonalitilt. Ztur Klassifikation der Geometm 
werden nun drei Transformationsarten des Punkt-Ebenen- Raumes benutzt, 
die dureli die obipfn elementaren I^e/iehuugen bestimmt sind. Man 
nennt die Transtortnatioii des Raumes, die jedes Element ein -eindeutig in 
eiu gleichartiges itbtiriührt, projektiv, wenn sie alle Inzidenzen enthält, 
a/ffft, wenn sie alle bsidensen und Parallelttftten enthftlt, äquiform, wenn 
sie alle Inzidenzen, Parallelitäten und OrUiOgOnalitSten enthält. Damit ist 
nun die fle<jiiiefne in dif> projektive, affine und aqttiforme Geometrie ein- 
geteilt. Durch Hiti/,ut'(ii,nii!^'^ der .,1'arunelmetrik" erweitert <v-h die projek- 
tive Geometrie zur atllnen, diese zur üquilonneu durch liiuzufügung der 
„Orthogonalmeirik". Heffter (tthrt diesen Gedanken in d«r vorliegenden 
Abhandlung näher ans. 

Diese Blütenlese genfijrt, um erkennen zu lassen, eine wie wertvolle 
Gabe die WüUner-Ff htsehnit nicht uiir für den Jubilar, sondern auch für 
weite wissenschattliche Kreise ist. 

Breslau. Cl. Schabpek. 

U. Abraham et P. T-antrcviii. Lee qnantit^a ölömentaires d'öleotricit4 
Ions, £lectron8, CorpuBOules. Memoires reunis et publies. 'J Bände. 
Paris 1905, Gauibier-VUlars. 
Das vorliegende unter den Auspizien der französischen physikalisdien 

Gesellschaft herausgegebene Werk füllt in dankenswertester Weise eine Lücke 
d(r Literatur aus. Es ist nSmlich eine Sammlung der withtii.'>ten .\b- 
handlungen nus dem Gebiete der Ionen- und Elektronentheorie, die sämt- 
lich ins Französische übertragen sind. Es ist demnach ein Werk wie die 
im Jahre 1900 ebenfalls von der französischen physikalischen Gesellschaft 
herausgegebenen „Rapports". .T« der, der auf diesem Gebiete arbeitet oder 
sich orientieren muB, hatte Inshrr darunter zu leidrn, daß die ungeheuere 
Liipratur überall zerstreut war; d> in ist nun abgeholfen. 1 öT» der wichtigsten 
-Vbhandlungeu — ich nenne nur die Namen Hertz, Thomson, Lenard, 
LorentZf Drude, Hittorf, Larmor, Butherford, Becqnerel, Curie, 
Elster und G eitel — sind hier gesammelt und so bequem zugänglich ge- 
macht. Wo ich es durch Stichproben kontrollieren konnte, habe ich auch 
an der r])er*?etzung nichts auszusetzen gefunden. Bei der ins Auge sprin- 
genden Brauehbarkeit erübrigt sich eine weitere Empfehlung. 

Breslau. Cl. Schaefkk. 

£• Rntherford. Badioactlvlty. 2. Auflage. bSO S. Cambridge IdOd, 

üniveviity press. 12 sh. 0 p. 
Kutherlbrds zahlreiche schone Untersuchungen Aber Radioaktivität 
haben wesentlich dazu beigetragen, unsere Kenntnis von diesen wunderbaren 
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Krscheinunpen zu erweitern. Es ist deslialb mit Freuden 711 bejrrü Btn, daß 
er es unterDommen hat, die vielen EntdeckuDgeu auf dem neuertorsciiten 
G«lniat kritiadi iDMimneiuiistellaB. dftnni eioem Badflrfius abgdiolfe& 

wird, seigt die Tatetoh«, dafi das Bucli nach cinoni Jaihra baroibi in 
iweitar Auflage erscheint. Die neue Auflage ist, entsprechend den Fort- 
gehritten der Forsclninp in dem Jahr, nxm großen Teil neu bearbeite t und 
bis in die ailerueuäte Zeit hineia ergänzt. Das Werk ist jedem zu emp- 
fehlen, der nch «nistlieli Uber Badioakfcintftt inlbnniereii will. Dem Leser 
wird das Buch Gennfl bringen, besonders vielleidit die Kapitel Aber die 
radioaktiTen Umwandlungen, die glänzende Proben von Ruthorfords Experi- 
mentier- und Kombinat ionskunst enthalten; er wird des Verfassers Aus- 
führungen aber auch da uüt Iiiteres.sc folgen, wo vielleicht dos 6e- 
obachtungsmaterial noch nicht rnnftssend genug su sein scheint, um die 
Tom Verfasser gesogenen Seblflsse sn reditfertigen (etwa bei der Behandlung 
der a- Strahlen und dem Zusammenhang zwischen a- Strahlen und Helium); 
der Wpit df'S Buches wird dadurch nicht bp<'intr?lrhtii,ft. 

Das Buch beginnt (Kap. l) mit einer historischeu Übersicht üi>er die 
Entdeckung der radioaktiven Substanzen und einer kunen Beschreibung der 
als radioaktiT erkennten Elnnente üran, Thor, Badium, Aktinium, Polonium, 
Radioblei. Es folgt dann (Kap. II) ein kurzer Abriß der Ionen- und 
Elektrnnentheorie der 'lascntlinlung, soweit difs*^ Rh- das Vcrständuis der 
radioaktiven Erscheinungen nuiweudig ist. Kap. Iii bespriciit die Meß- 
methoden, die vielfach eigens für solche Messungen ausgearbeitet sind, und 
gibt wertvolle Einzelheiten fSr die Ausf&hrung von Messungen an (prak- 
tische Elektromet^rsehltlssel, Isolatiousverfahren u. dgl.). Den von radio* 
aktiven Substfin^en Jiiisi^(»henden StnililuiitfOii , ilinr Natur, ihnm Eigen- 
schaften und Wirkimgen sind die nächsten lOO Seiten gewidmet. (Kap. IV 
u. V.) Verf. beschreibt die Untersuchungsmetbudeu , deren Resultate dasu 
ftfarten, den fi- und «"Strahlen korpuskularen Charakter zuzuschreiben, d.li. 
sie aufzofsssen als SchwUrme vun elektrisch geladenen kleinen Teilchen, 
wahrend man die j'- Strahlen wohl al>i ch'ktrn-mafrnetischn Strahlunp. den 
lioutgeoslrahlen ähnlich, aufzufassen habe, Es wird gezeigt, auf weleliein 
Wege man zur Kenntnis der wichtigsten Konstanten von u- und /3-„par- 
tides** gelangt (spezifische Ladung, Geschwindigkeit, Absorption). Besonders 
interessant ist der viele eigene Beobachtungen des Verf. enthaltende Ab- 
schnitt über a-Strahleu (auch Anhang A), von deren fernerem Stiidiimi »^ich 
wohl am ehesten weitere Autklärung über das Wesen der Radioaktivität 
erwarten laßt. Die Abschnitte Uber Strahlen und besonders über 
SekunAtestrahlen (die beim Auftreffen von ß- oder j^- Strahlen auf 
Materie entstehen) zeigen, daß wir von diesen Krscheinungen noch sehr 
wpni'_r wissen. Von EifrensHinftcn und Wirlnin?<*n der Slrahlpn werden be- 
sprochen: elektrische, thermische, l'hosphoreszenz enceugende, ionisierende, 
chemische, physiologische. Die fulgeuden Kapitel, VI (stetige Bildung 
von radioalrtiver Substanz), VII (Emanationen), Via (induzierte Badio' 
sktivitat) machen den Leser mit den experimentellen Tatsachen verbraut, 
die nrundzügc für die später (Kap. LX ^ cTitwirkellc Dcsntrfrrcjation.s- 
theorie der iiadiuaktivitUt dienen. Diese von liuthertord und Soüdy auf- 
gestellte Theorie faßt bekanntlich die Radioaktivität auf als Bcgleit- 

ersdieinungen beim ZeriUl eines Atoms. Badioaktive Substanzen sind da- 
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nach instal)]!»' OHl.jldo, die, wahrend sie die Erscheiüuugeu, die man radio^ 
aktive uennl, aulieiu, zerfallen und in andere Körper sich verwandeln, die 
ibrersflits entweder inaktiv oder wieder radioaktiv aein kfinnen. Die Theorie 
IftBt 80 eine ganze Reihe von Umwandlungsprodukten radioaktiver Sub- 
stanzen voraussehen. Diejenigen, dio lipkarmt sind, werden beschrieben, 
iunftcbst dift von Uran, Thorium, Aktinium (Kui). X). Jedes dieser üm- 
waudluugäprodukle ist detiniert durch die Art von Strahlen, die es aus- 
sendet; und duroh seine tog. mittlere Lebensdaner, d. b. «ine ZabI, welche 
die allmähliche Abnahme der Radioaktivität der betroffendoD Substanz niatbe" 
ma tisch zu beschreiben gestattet. Wichtip ist uun, duß sich für jedes der Um- 
wandlungsprodukto auch physikalische oder cheniische Eigenschaften angeben 
lassen^ die eine Unterscheidung und auch Trennung von den übrigen Öub- 
stanxen ermöglicben. Tabellen auf S. 864 u. B. 870 geben an, was man 
YOB den Umwandlungsprodukten von Thorium bzw. Aktinium weiß. Be- 
sonders gilt sind diese Vfrliültnisse beim Radium fKap, XI) untersucht, von 
dem man nicht weniger als 7 Unnvuudluugsprofinkte kennt. Einzelne von 
diesen Umwandlungsproduktcu sind wahrscheiuhcii luit itudiotellur-Polonium 
bzw. mit Badioblei identisoh; eine Tabelle (8. 406) stellt die Eigenschaften 
der BadittmabkVmmlinge ttbersichtlich zusammen. Ka|i. XII behandelt die 
spontane Wärmeentwicklung l)»i radioaktiven Substanzen und gibt Zahlen 
an, die eine Vorstellung von den ungeheuren an solchen K'»rpern frei- 
werdenden Energiemengen sichatfen. Dann werden die zur ii^rklurung der 
Badioaktivitftt vorgeschlagenen Theorien diskutiert (Kap. XHI) nnd die von 
Butherford und Boddy aufgestellte, bereits vorher erwihnte Theorie weiter 
ins einzelne ausgeführt, wobei si( h interessante Ausblicke auf die ,J.(^^pn "- 
geschichte", die Entstehung des iiadiums, sowie auf die Bildung von ilelium 
aus Radium ergeben. Die Besprechung der radioaktiven Mineralien (auch 
Anbang B) und der Radioaktivitftt der Atmosphäre bilden den folgenden 
Abschnitt (JCap. XIV), dessen Schluß die höchst interessante und wichtige 
Frage ventiliert, oli allen Substanzen eine gewisse, wenn auch sehr gennge 
Radioaktivität zuzuschreiben sei. Wäre dies der Fall, so nuißten wir alle 
Materie als in langsamer Umwandlung begriffen ansehen, die sog. chemischen 
Elemente wllren anfntfassen als ZwisdieBstnfen w&hrend der Umwandlung 
aus hochatmnigen Substanzen in solche mit niedrigem Atomgewicht. — Die 
Beobachtungen über allgemeine Radioaktivität der Materie sind jedoch noch 
nicht soweit abgeschlossen, dali man auf diesem Gebiete einigermaßen 
sichere Schlüsse zu ziehen berechtigt wäre. 

Würzbnrg. F. Haums. 



L* Bolizuianu. Populäre Schriften. VU. u. 440 S. Leipzig 1906, 
J. A. Barth« geh. «4r 8. — , geb. «4^ 9.——. 

„Den Manen Schillers, des unübertroffenen Meisters der natorwabren 

Schilderung echter, aus tiefirtem Herzen kommender Begeisterung, gewidmet 
hundert Jahre nach dessen Eingang in die T'nsterblichkeit". „die foran- 
gestellte widnning ist keine Irase. ich danke den werkeu göthe's, des«!en 
faust üleicht das grösste aller kunstwerke ist und dem ich di mottos meiner 
ersten bücher entnommen, Shakespeares etc. die höchste geistige erhebung; 
aber bei s^^iUer ist es etwas anders, durch schiller bin ich geworden, one 
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in könnte es einen mann mit gleicher bart- und nasenform wie ich, aber 
nim&ls mich geben.** 

Die hier zmammengeetellten populiran Schriften BoUzmanni sind Ton 
sehr Tersehiedenem Inhalte. Es sind Nadumfe auf Kirchhoff, Stefan und 
Lo Schmidt; es sind Heden, Antrittsvorlesungen, Abschiedsworte: „Über 
die Bedoutang von Theorien", „Über die Entwicklung der Methoden der 
theoretischen Phjsik in neuerer Zeit^*, „Über die Grundpriuzipieu und 
Gnindgleiditingen der Mechanik**, „Über statistische Mechanik**, „tfber Lnft- 
adbifila^'*; es sind Abhandlungen mehr ]iliiloiq|»hisehen Inhalts wie: „Über 
die Frage nach der objektiven Existenz der Vorgänge in der unbelebten 
er ein«' Tlifse Schopenhauers*'. In mehreren Aufsätzen setzt sich 
Herr Boitzmunn mit der Energetik Ostwalds auaeiuandcr in dem Sinne, 
daß er dnrdnns kern pnnzipieller G^giMr der Bestrelmngett ist» eine Theori« 
aufzubauen, die den Energiehegriif an die Spitse stellt, sondern nur ein 
Gegner der Art und Weise, wie dies Ostwald versucht. 

Zum Schluß ist P'X'h ein sclir amüsant geschriebener Bericht „Reise 
eines deutschen Prolesbui's ins Eldorado'* angehängt, wo liexT Boltzmanu 
über seine Bojse nach Kalifornien plaudert, die er auf Einladung der Ber- 
kelej-Universitiit im Jahre 1904 untemommen hatte. Der Beriefai entliehrt 
nicht eines pikanten Beigeschmacks wegen der Streiflichter, die auf die Enzf* 
klopädie der mathematischen Wissenschaften und die Berliner Akademie fallen. 

Berlin. £. JAJiNiui;. 



£• Blau. Di© Mechanik fester Körper. Tiehrtnu li in elementarer Dar- 
stellung für hülieie technische Fachschulen und zum Selbstunterricht 
nebst einer Sammlung von 251) aufgelösten Beispielen. VII u. 260 S. 
HannoTer 1905, M. Jfinecke. 6.60. 

Das Buch ist von einem Ingenieur für den Gehrauch an höheren 

technischen Fachschulen und für den Selbstunterricht geschriehni. Mit Bflck- 
sicht niif (Ion Leserkreis, an wi lelipn sich der Verfasser wendet, hat er ge- 
glaubt, den Algorithmus des Ditlerenzicreus und lutegrierens nicht als be~ 
kanut voraussetzen zu dOrfen und Oberhaupt das Diffwentiations* und 
Integrationsseichoi venneiden su mfissen. Nun ist aber die Infinitesimal- 
methode 1. B. überall da notwendig, wo aus der endlichen Zustan<l>;:;leichung 
des starren Körpers di'' "Momeutamvertr der I !f*5chwindij,'keit und Be- 
suhleuni^niiig abgeleitet werden sollen; Hie ist notwendig für die analytische 
Bestimmung von Schwerpunkten und Trägheitsmomenten. Soll also die 
Sprache der Infinitesimalrechnung vermieden werden, so resultiert die 
Schwerfälligkeit, den jedeMiial erforderlicben Prozeß, der natürlich auf den 
Differential iil^^'orifhmiis o<i r it Wie IntegratioDsregeln hiuausl&uft, immer 
wieder selbständig durcbzutühreii. 

Der Verfasser behandelt in drei Abschnitten die geometrische Bewegungs- 
lehre, die Statik und Dynamik des starren Körpers, wobei, wie es in der 
Vorrede heißt, auf eine elementure Darstellung, auf die Errnittlimg der 
Trägheitsmomente und auf die AhlritiiDfr 'ind Anwpndnn'r A'^r Bewegungs- 
gesetze rotierender Körper besonderer Wert gelegt wird. iJa das Buch im 
gro^n ganzen denjenigen empfohlen w^erden kann, der, unter Ver/.icht auf 
tieferes Eindringen in die mechanischen Vorgänge, eine gewisse Fertigkeit im 
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Lösen praktischer Aufgaben trwtrbeu will, so will ich noch auf einige 
Mängel hinweisen, die sich mir beim Durchblattern störend bemerkbar 
gemacht haben. 

Vi(>l!\iih eraeheint mir die AuedruckswLi.so einer größeren Präzision 
Hihi^'. Um nur (mdcs liervorzuhehpn: Diu Kraft hat doch nicht bloß 
Grülie und Itichtung, si*' hat noch Kichtungssinn; das Gleiche gilt von 
Geschwindigkeit und Beschleunigung. 

Bei der rechneriaehen Ermittlung der Beaultaaten zu mehreren Krftftea 
wSreii ein paar Worte über den Nachweis, d&6 die Honsontal- (Vertikal-) 
Komponfutt^ (Irr Kt^sultante gleirh d^-v Summe der entqprediiaideii Kompo- 
nenten der Einzel Isriiftc ist, am Platze. 

Was über das Kriittepaar ges^ ist, ist doch gar zu diirttig und wohl 
kaum geeignet, eine richtige Vorstellung von der Bedeutung desselben beim 
Leeer hervorzurufen. 

Boi (\pr Lösung der Aufgabe 74 stimmt die Beaeiohnwng l^^k*-\-b* 
wohl nirbt triit dnn Angaben der Figur überein. 

Der ilaupiw»rt des Buches scheint mir, wie schon angedeutet, in der 
großen Zahl und in der Mannigfaltigkeit der Übungebeispiele zu liegen, 
deren LöBungeu explizite mitgeteilt find. 

Berlin. E. Jahske. 



B. IMekind. Stetigkeit und inatloiiale Zalilen. 3., nnverftuderte Auf- 
lage. VII u. 34 8. Braunschweig 1905, F. Vieweg und Sohn. «4^1. — . 

Es ist ©iu unveräüih'rter Alidrurk d^r gruriillegeiKlpn Schrift, wo ixim 
ersten Male eine wirkliche Delinition von dem Wesen der Stetigkeit ent- 
wickelt worden ist. Die erste Auflage erschien im Jahre 1872. 

Berlin. * £. Jaiikke. 



0. 0. JanieiS. Elements of tbe kinematics of a poiat and the rational 
meohftnioa of a partiole. New York 1905, J. Wiley & Sons. 
Das Buch will denjenigen , welche einen Kursus übw elementare 
Mechanik hinter sich haben, die Kiemente zur Einführung in die höhere 

Mechanik bieten. Aus diesem nruiulo hat der Verfusscr sfin besonderes 
Augenmerk auf die Prinzipien und auf die Form der l>arstellung gerichtet 
und hat die Auwendungen fast gänzlich beiseite gelassen. 

Dabei ist es von prinripieller Bedeutung und verdient hervorgehoben 
zu werden, daß der Verfasser einen, wenn auch, seinen Zweoktti entsprechend^ 
nur kurzen Abriß der Vektorentln orii- vornusst hii kt. wie es in neuerer Zeit 
bei Lehrbüchern der Mechanik mehr und mehr üblich wird. Die vektorielle 
Darstellung bietet eben den Vorteil, das Wesentliche in den Grundbegriffen 
der Mechanik sebttrier tmd prägnanter hervortreten zu lassen, als es ohne 
sie möglieh ist. 

Da das Werk nur die Elemente aus der Kim iuatik eine^ Punktes und 
aus der Mechanik eines Massenteilchens liefern will, bescliräukt sich der 
Verfasser auf die Zusammensetzung, Zerlegung und Projektion der Vektoren 
und verzichtet auf die Einführung der beiden ProduktbUdungen an Vektoreu, 
welche bei ihrer Umdentung in die Sprache der Mechanik zu den Begriffen: 
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Moment und Arbeit ftlhren würilen. Den letzteren Begriff hKtte man aller- 
dings in einer Mechanik des Massenpunktes von dem Unofange des vor- 
liegend«« Vfmkuä sn finden erwiiien dflifra. Dagegen wnAva di« erste 
und die sweite Ableitnng eines Yektocs definiert mit Bflcksiclit «of die 
Begriffe der Geschwindi^[^t und der Beschleunigung. 

Die Vektorbezeichnxing' des Vorfa^sers ist übrigens nicht firijifehlens- 
wertf der Vertasser nimmt die gewöhnlichen Buchstaben und setzt einen 
Strich fiber dieedbeD. 

Das Buch kann allen denen, welchen an einer priniiinellen Dnroh- 
dringang der elementaren Begriffe in der Meehanik gelegen ist, empfohlen 
werden. 

Berlin. E. Jahmue. 

Hobmllller. K^thodlsohM Lehrtmofa der nemMitar-MMlimgiaClk. 

L Teil, bis zum Abschluß der Untersekinula reichend und im Anschluß 
an die preußischen Lehrpläne von ISHii für die Oberreal- uuil l{eal- 
schulcn neu bearbeitet 4. Doppel-Auflage. >Iit 192 Figuren im Teit. 
XII Q. 319 S. Leipzig 1904, B. 0. Teabner. ^2.80. 

Das vorliegende Bneh bietet eine große FflUe von anregenden und 
hflbsdien geometrisdien Kon^nktioneB, die dadnroh erhöhten Beis erhalten, 

daß viele bei Aufgaben der Praxis vorkommen; es kfum deshalb jedem 
LehrrT empfohlen werden, das Buch öfter 7mt Hand zu nehmen, l'm es 
auch als Schulbuch brauchbar zu machen, bedttrtte es in mancher Beziehung 
ein« ümarbeitnng. Beionden mflßie die Anordnung des Stoffes ftbersicht- 
ü^er nnd der Hinweis auf frühere Mise genauer werden. Beim Beginne 
der Kreislehre (8. 91 — 93) wird beispielsweise eine große Anzahl schon 
bekannter Beofriffe, Sätze und Konstruktionen angegeben, die für den i^chüler 
ziemlich wertlos sind, weil nicht bemerkt ist, wo die Begriffe erklärt, die 
fiitse bewiesen nnd die Konstruktionen gelehrt worden sind. Ein soldier 
Hinwsis M um so notwendiger, als die Aivnrdnnng des Stoffes durchaus 
nicht übersichtlich ist. Unter den oben erwähnten Krei^Stzen In fimlf n 11 
z. B. auch die Sätze über den Abstand gleicher Sehnen vom Mittelpunkte. 
Schlägt man nun die Abschnitte uacb, in denen man nach dem Inhalts- 
verzeichnisse Kreiss&tze erwarten sollte, so findet man den Satz nicht; er 
steht vielmehr (8. 89) glsidixeitig mit Tangentensttsen m einer Bemei^ 
kung zu der Aufgabe, das Lot von einem Punkte auf eine Gerade zu füllen. 
Ein anderes Beispiel: Der Sat? flber die Mittellinie eines Trapezes, der bei 
der Teilung einer Strecke benutzt wird, steht erst bei der luhaltsberecbnung 
(S. 126) der Figuren, weil er hierbei — wie es im Tnte heißt — als 
bekannt vorausgesetzt werden moft. IBer ist er gerade siemlieh aberflttssig; 

denn die Formel 2^^^~'h wird sofort dnreb eine Diagonale des Trapezes 

erhalten. 

Auob die Fassung der Erklärungen und S&tae ist ni«^ immer ein- 
wandfrei, z. B. (8. 15): Gleiche Bogen eines Ereises sind solche, zu denen 

gleicbe Selinen o^ehören. Wenn auch vorher gesagt wurde, daß man „ge- 
wöhnlich ' nur von dem kleineren zu einer Sehne gehörigen Bogen spricht, 
so ist doch obige Erklärung ganz unzulässig schon aus dem Grunde, weil 
dies „gewShuUeb** — man denke an die Sfttze vom Peripberiewinket — 
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sehr häufig nicht zutrifft. Ferner findet sieb (S .'13 <l.>r Satz: r>ie 
ftf ^t^rnsHtpn eiTip^ Parall*»lnfTmmm<« sind gleich und parallel; hierbei wird 
also Erklärung und ].<ehr.sat7, vermengt. 

Falsch ist die Angabe, daB bei der Berechnong eines Dreieeks au8 a, 
h vatA y (8. 268) als Proi>e für die Richtigkeit der Bedinimg mit df-r 
Tangenten forme] die Winkclsurame dos Dreiecks /u benutzen ist. Daß 
Sftmtliche Ha\ij)tsat/.f über die gegenspitige Lage vnn Flipncii tind Geraden 
im Kauniti dem Vorkursus in der Quinta zugewiesen werden, dürfte nicht 
aUgemetnen Beifall finden. 

Berlin. P. 8cHAFBErrLiK. 

E. Jahnke. Vorlesung eu 6b«r di« Veklomkveoliniixig mit Anwen- 
diuiC*n Alt' Gtoometrle, Meolumik und maflMmiitiaolie Vbjaüic, Mit 

32 Textfiguren. XII u. 235 S. Leipzig 1905, B. G. Teubner. ^€ 5.60. 

Je umfassender und zahlreicher die mathematischen Wissenschaften in 
den verM liiodenon Anwendungsformen benutzt werden, doste dringlicher 
fordert die (>küuomie auf, dem gemeinsamen Mittel, der V'ektorenreehuuiig, 
ToUe Attfinerkeamkeit zn eehenken. Dieses Mittel lehrt den gewaltigen 
fitoff dieser Tersehiedenartigen Gebiete mit getninderteni AnfWand von geistiger 
Arbeit bewältigen. Jede Wissensehaft will ja ein ökonomisches Werkzeug 
zum Ersatz eigener Erfahrun<r und zur Erschließung fremd*»r sein. In 
diei^em Sinne ist die Vektorenrechnung eiu mächtiges Universal-Instrunient, 
welches allttberall gute Dienste leistet. Hamilton hat sie für die Physik, 
Graßmann namentlidh fttr die Geometrie lUgepaBt. Sie besitat gleiche 
Wichtigkeit für den Mathematilcpr. den Physiker und Techniker. Für diese 
Kreii^e sind vorliegende Vorlesungen an der technischen MocIi^lIiuI.' zu 
Charl Ottenburg als eine leicht«) Einführung bestimmt. Der Verfasser hat 
demgeinSB Wert auf den Zusammenhang der Definitionen und Begriffe gelegt, 
Iii aaUreichen gat gewShtien Beispielen ans der Mechanik, Physik, Gra* 
phostatik, Kinematik, KlastizitUt, Optik und insbesonders der Elektrizität 
wird der l bergaug von der Theorie zur lebendigeren Praxis klargeste llt In 
allen Teilen ist das Buch bei guter Kürze deutlich; es entwickelt aus dem 
Einlachen zum Zusammengesetsten nnd kann demgemilB als wirkliche Ein- 
ffthmng vollauf gelten. 

In die Stark.strom -Elektrotechnik hat schon vor Jahren Steinraet« die 
komplexe Zahl als Recbuunp'sbpbelf zum nicht rffriniron Krstannen der 
Praktiker eingeführt, welche aus der Schulzeit auf diese „unmögliche*' Zahl- 
form nicht be!>onden vorbereitet waren. Als man vom Gleichstrom zum 
Wechsel- und Drehstrom schritt, drSngte das Verständnis, zur i^rweiterung 
der matberaatischen Hilfsmittel — von der Zahlenlinie zur El>ene. Mehr 
als» die trigonometrische Behandlungsart leistet filr die Erkenntnis .?ie 
Vektoreurechnung (hier nur die ebeuu). Das Ubmüclie (jcsetz iür Wechsel- 
stnmi, die Whcatstonesche Brücke naüeh Görges und ein Satz von Blondel 
Uber ifehrphasenstrom illoittriorett in dem Buche dieses Gebiet Die rasche 



1) Ks mag bemerkt werden, daß Herzog- Fei dmann in ihrem Werke „Die 
elekirischen Leitungsnetze" jenen Besttclrnngcn durch Einführung des „Uichtungs- 
iridentandes" in jüngster Zeit Rechnung trugen. 
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Entwicktang der modemen Blektrodj-namik, sowie der Elektronen theorie 
woist immer nu-lir auf die ADflignuiig der Vektoren -Analjsis als unentbehr- 
liches Hilfsmittel hin, 

Budapp Jos£F HüBzoti. 

Yerhandlungen dM HI. internationalen Mathemalllcwr^ongrSMM in 

Heidelberg vom 8. bis 13. August 1904. TT»T?iusfrcgeben von dem 
Schriftführer de^ Kongresses Dr. A. Km /er. Mit einer Ansicht von Heidel- 
berg in Heliogravüre. X u. 756 S. Leipzig 1905, B. G. Teubner. 18. — . 

Der stattHelie, vomeliin aiisge^tatlete Band tntiiJttt eine Chronik det 
Kongresses (mit einem Verzeichnis der Teilnehmer), sodann sAmtlieh« Vor- 
träge mit Ausnahme von zweien (Ouichard, sur les sjst^mes triplt».s ortho- 
gonaux; Volfcrra, sur !u theorie des ondf'-;) uti«l einen Bericht üher die 
Literatur- und Modellausstellung. Außer zahlreichen, in den Test gedruckten 
Figuren fiodm sidi drei Tafeln; swei maihematisch«x Inhalts, zu Vortrügen 
▼on Minkowski und Prandtl gehdrig, die dritte, dem gansen vorangesetst, 
eilie wohlgelangerx Hrliogravflrc: Ansicht Heidelbergs von der großen Scbloß- 
terrasse aus. — Auf eine einirf'hpnde Darstellung des Inhalt- muß hif^r be- 
greiflicherweise verzichtet werden, da eiu Bei'ereut allem der Vielseitigkeit 
des Dargebotenen nicht gewatdisMi sein kann. Gerade diese Vielseitigkeit 
des Inhaltes aber bttrgt dafflr, da0 der Band nidit nur den Teilnehmern 
liebe Erinnerungen wach zu halten, sondern auch aUen Fkchgenosseu mannig- 
fache Anregung zn geben geeignet ist 

Grunewald G. Hessenbbro. 



B. Weber u. J. Wellsteiu. Encyklopädie der Elementar-Matliematik. 
Kin Handbuch für Lehrer und Studierende, i. Band. Elementare 
Algehra und Analysia. 3, Auflage. Mit 38 Textfigaren. XVIII u. 
589 8. Leipzig 1906, K Q. Teubner. Jt 9.60. 

Für den Wert dieses Werkes spricht schon der Umstand, daß der ei-ste 
Band naf h einem Zeitraum von '2 Jahren eine neue Auflage erkM , kurz 
nachdem der zweite Band erschienen war, während der dritte erst im 
Herbste 1906 zu erwarten ist. Über die erste Auflage ist schon im D. Bande 
dieser Zeitschrift, 8. 369 referiert worden. Die zweite Auflage unterscheidet 
sich von der ersten vor allem durch eine ein/^elieudere Behandlung der 
hi^toriMhen Eni wickclnni.' der Wi-senschaft , und zwar ist der Verfasser 
den ihm in lio/.n<,' hienuü" geäußerten Wünschen dudurch naehgekonimen, 
daß er nicht literarif>che Angaben, wie sie in den für ihre Zeit vorzüglichen 
yJBIementen der Mathematik*^ von Baltzer enthalten sind, sondern kurzgefafite 
übeil l: krt über die Eiit\vir).<duiig einzelner Teile der Elcmentarmatheinatik 
geireben hat. Di-sc sind in besonderen Piirnfraphen untergebracht und be- 
ziehen sieh auf Zahlen und Ziffern, auf die Autlingo der Zahlentheorie, 
quadratische Beste, Logarithmen und auf die Entwickelung der Lehre von 
der Lösbarkeit algebraischer Gleichuagen durch Radikale. Sicherlich werden 
diese zusammenfassenden Darstellungen auch weit mehr im allgemeinen 
Interesse der Leser liegen, als vereinzelt nuftretend»' litirnrisehe QueUen- 
narhweise. Wer aber über letztere sich genauer zu orientieren wünscht, 
umß aut die große Encyklopädie verwiesen werden, wo jetzt alle wünschens- 
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werten Einzelheiten zu finden sind, die /.u der Zeit, als die Bultzerschen 
Elemente erschieneui schwer zuglinglich waren. I>ie Zeit der AuiUndiing 
des «raten verengen BeweiMe des quadretiMdMii BfliiprodtttigeMtnM dnxeh 
Oftnß ist infolge eines Dnickfeblers auf 8. dSl falsch datiert: 1786 statt 
1796. Hinzugekommen ist schließlich noch in dieser neuen Auflage ein 
besonderer Alisclinitt älter Fniiktionen, Differentiale und Intepralr*. der 
manchem Ltser dieses Buches sehr erwünscht sein wird, namentlich da die 
Darstellung hier wie so elementare ist, daft man sie ohne Bedmken dem 
ünterriohte in den oberm Klassen der bdheren Lehranstalten zognmde legen 
k M Iii Der teilweise Widerstand gegen die Einführung der Elemente der 
liitiniicsiniuhfi hnnng auf unseren Real^'vinnasien und Oherreal schulen rührt 
wohl im wesentlichen daher, daß man sich deren Durchnahme häuiig in 
der Weise vorstellt, wie sie die meisten systematischen ]>hrbflcher der 
Bifferentaal» und Integralredmnng oder eine einleitende Vorlesung darbieten. 
So wird denn dieser letzte Al>si hnitt in seiner gedrüngtoii und kurzen Dar> 
stellung^ hoflTentlich mit dazu beitragen, diese Bedenken zu zerstreuen. 
Charlottenburg. . U. ^uau. 

€f* ÜBSSenberg. Ebene und sphärische Trigonometrie. 2 , verbesserte 
Auflage. Mit 70 Figuren. 167 S. Leipzig 1 904, G. J. Göschen. — .80. 
Die vorlipf^'^rido Aiifla^ro ist fast dnrchwi-j: mit neuen Figuren versehen; 
obwohl auf den Zweifarbendruck verzichtet wurde, haben die Figuren, die 
manchem Lehrbuch zom Muster dienen könnten, an Anschaulichkeit ge- 
wonnen. Von den rinmliehen Figuren sind di^enigen, welche einen toII- 
ständigen Eagelumriß enthalten, senkrechte^ die IlbrigeD schiefe Paralld- 
projektionen — - Tm flbri<:en ist diese Auflan-e prepen die vorige wenig ver- 
ftndert. Das Büchlein enthält die Grundzüge der cbetien und sphärischen 
Trigonometrie in einer trotz des knappen Raumes auch für den AniUnger 
Terstftndlidien Darstellung; das Versttndnis wird dadurch erhöht, dal fOr 
die wichtigeren Silf /f mehrere Beweise gegeben und fttr die Hauptaufgaben 
Zahlenbeispiele vollst iiiuiifr durcli^fführt sind. — .\uf einige weitere Vorztig^e 
des vortrefflichen Büchleins sei besonders aufmerksam gemacht: Die Behand- 
lung des ebenen Vierecks ist recht übersichtlich. Die Betrachtungen, welche 
sich bei dem rechtwinkligen sphirisdien Dreiecke an die Nepersche Begel 
aaschlieBen 10), gewähren einen kloinen Einblick in den Begriff der 
„Gruppe": es liegt hier rin Zyklus- vom Grade vor (vgl, u. a. Pund: 
Mitt. d. math. Ges. in Hamburg, 3, No. 4, 1897). Den L'Huilierschen 
Formeln wird durch die Einführung des sphärischen Exzesses und Defektes 
des Dreiecks und der drei Nebendreieeke eine sjmmetrische Form gegeben, 
die mit der Study schon im Avesentlichen übereinstimmt. Die Methode 
der Hillswinkel ist klar dar*j('-trllt. n^'^iMiilers lir'rvortrfln'l.fn die kurze 
Einfühlung in die Vektorenreehnuiig und die einfache und durchsichtige 
Ableitung des Moi Vreschen Satzes aus ihr. Gut ist auch der Hinweis 
anf die Fehlergrenzen bei den verschiedenen Rechnungsrerfahrenf sowie auf 
den Zusammenhang zwischen der ebenen und sphärischen Trigonometrie. -~ 
Folc'endr. I?finorkun_Ef<'n un'igen den Verfasser vir-Uficht zu Aiidomnfren an- 
regen: Für die Formein 1 — VII (S. W) nmÜte die Ableitung, wenn auch 
in einem anderen Bändchen der Sammlung, leicht aufzuAndeu sein. Der 
am Schluß des § 40 angefOhrte Satz ist in dieser Form nicht richtig. Ob 
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es sifh prnpfiehlt, die Additionstheoreme auswendig lernen zu lassen, ehe 
mau an ihren Beweis herangeht, ist wohl firagUck — Scbließlicli seien noch 
dnig« Dnick&Uar erwlhnt: 8. 63, Gleichung XV]^, fehlt ein Minuneicheii; 
«8 m«A feiner heiAen: 8. 76 und 77 an einigen Stellen t—i stett 1 — 1\ 

8. 126, Formel XV, tg^ und cot(45H^); 3. 155, Formel Xn und Xm, 

in den Ausdrücken für a^, 60"+ and 6ü"+ * ip'. — Das Btichlein kann 
nur warm empfohlen werden. 

Berlin. R. Qömtsohb. 

Bü Iiindt» Das Prinzip der virtuellen Geeohwindigkeiten. Seine Ba> 

weiBO nnd di© Unmöglichknit seinor Umkehmng bei Verwendung 
des Begriffes „Gleichgewicht eines) Massensyatoma**. XVill. Heft der 
Abhandlungen zur Geschichte der maLkematischen Wissenschaften mit Ein- 
sdhluB ihrer Anwendungen. IIa. 196 8. Leipzig 1904, B.G.Teubtter. «4^6. — . 

Ein weeenfUcber Teil der Torliegenden Arbeit beschäftigt sich damit, 

lllwr die von älteren wie neueren Autoren aufgeetellte Form des Satzes 

vom Prif>'ipp der virtuellen rfesrhwindigk^»!tPTi sowie iilicr die von dem 
Satze gegebenen Begründungen kurzen Bericht zu erstatten, der meist mit 
einer Kritik verbunden ist. 

Wir beechrttnhen nna in betreff der ftlteren Autoren darauf, das 
Beferat des Heim Liudt über Lagranges Beweis, wie diCMT in der 
TAH Crpllr Tibers etzteri Funktionenthe(jrii' ciitlialt».'!! i-^t, zu zorgliedem, und 
wir wollen im Anschlüsse hieran zur Houiteilung sowohl «l'S Tjindtsehpn 
Beferates wie auch der Lagr augeschen BegnÜsbeatimmungea eine lugische 
Analjse der letzteren selbst Tersnchen. 

Das Referat des Herrn Lindt beginnt (S. 163 Zeile 13) mit 
folgenden Sätzen: „Btebt eine KraftPimmer auf einer Flu )u F(j.tf,3)=ie'^0 

senkrecht, so sind ihre Komponenten gleidi ^|^f -^'^^i 

halten sich also auch die drei Komponenten der Kraft, die die Fliehe auf 

^en sich in ihr bewegenden K9rper ausftbt, wie 't'^ 'l"s' ^ 

klar, daB die Richtnng der Wirknng der FUche anl den KSrper, oder 
'Vielmehr des Widerstandes, den sie ihm entgegensetzt, nur auf der FlAdie 

senkrecht stehen kann^. Dasselbe Resultat erhUlt man auch, wenn man 
ganz von der Fläche absieht und ihre Hlpii hung (k = 0) bloß als eine 
dumh die Aufgabe gegebene Bedingungsgleichung betrachtet/' In dem 
ersten Satze sollte es heiSen: „so yerhalten sich ihre Komponenten wie 

, ^'^1 -P^"; denn die partiellfii AMeitungi-u hängen von der zu- 
fälligen Form der Gleichung ab, ob dieselbe z. B. rational gemacht ist oder 
nicht. Um ganz präzis zu sein, wollen wir aus dem Referate die Folgerungen 
ziehen, die sieh nur unter der Voraussetsong ergeben, dafi nur ein oder 
zwei Körper (oder Punkte) und nur eine Bedingungsglcichung für die 
Koordinaten derselben gegeben sind. Wir foirmiH^rfn dann die Fo]»r<*rnng 
aus dem angeführten Zitato folgendermaßen. Ist die Beweglichkeit eines 
Köxpera durch die Bedingungsglcichung u (x, y, = 0 beschränkt, so wird 
•derselbe in Ruhe bleiben, wenn eine Kraft auf denselben wirkt, deren 
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Bicbtang durch du Verhlltuis : ^ : gegeben , deren IntensitKt aber 

cx cy 

jede beliebige Größe haben darf. Die Stelle terner, welche von Z. 19 8. 163 
bis Z. 11 S. 1G4 unmittelbar auf die obt ii /.itierti-n Sätze folgt, kann uiiin 
ihrem Inhalte nach mit den Worten zusammenfassen, mit denen dicstllje 
i>cbließt: i^^^ jc<^e durch eine (ileiuhuug F=^Q repräsentierte Bedingung 
ftlr onendlieh kleine Tencbiebungen stete durch ein dem oben beechriebenen 
entsprechendes Lagrangesches Flaschenzugsystem ersetsen kann". 

Herr Lindt geht hier zu Bedingungsgleichungen über, weldie die 
Koordinaten von mehr als pin(>m f*nnkte onthalten. Setzen wir voraus, daß 
eine Bediuguugsgk'ichuug für zwei Punkte ^'(x, ^, r, ^ i/, 'Q) = u gegeben 
ist, 80 woUen wir aus dem obigen Zitate S. 163 Z. 13 bis Z. 19 folgende 
Folgening sulassen. Die KrKfte, die wir an den Punkten g und i^ t 
anzubringen haben, wenn die Punkte in Ruhe rerhan-en sollen, mflsien die 

c F d F c F c F ( F c F 
durch die Proportionen - und . > : . : ^ bestimmten Ricbtuniren 

*^ cx cy cz d ci\ cl " 

haben. Wie aber steht es nun mit den Intensitftten dieeer Krftfte? Pas 
Prinzip der virtuellen Geschwindigkeiten bestimmt genau das Verhältnis der 

IntensitSten. Nun wird in der zuletzt angefllhjifn i^telle der Satz auf- 
gestellt, dafl jeder liedingungsgleicbung ein Flaschenzugsystem entspricht, 
bei welchem die Beweglichkeit der Punkte im lufiuitesimaleu dieselbe, wie 
die durch die Bedingungsgleichung zugelassene ist Wozu dient nun dieser 
Satz? Die-« wird aus dem Referate nicht klar; denn es wird nach Auf- 
stellung des Satzes sofort dazu übergegangen, das Prin/ip in s. iner gan7*>n 
Ailgtineiubeit, d. h. Rir beliebig viele Punkte und Hedinguugsgleichuugen 
auszusprechen. Und doch ist die Anwendung des erwähnten Satzes zum 
Beweise des Prinsipes mit wenigen Federstrichen gemacht. Ist die Bedingungs* 
gleichung F{x^ if^ z, I « 0 gegeben, so sagt der nlmliche von Herrn 

Lindt angeführte Satz aus, daß man in der Gleichung /"(r, //, r, |, r/, = 
m y. X - a ? ^ f // b f + (r - <f -f /; >'(; - u f + (»? - ^ • )> ~ = 0 

die Konstanten <i, b, c, ( /j, m. n, immer so b'^stimmen kauu, daß 
für bestimmte Werte 'o^^o^oae^io^o Variabein die Funktionen F und f, 
sowie deren erste partielle Ableitungen übereinstimmen. Der Gleichung /*» 0 
entsj.riebt nun ein bestimmtes Flaüchenzugsystem , bei welchem sich die an 
den Punkten xyz und :r/!r anpreifendeu Kräfte, /' un«! II, ihrer Intensität 
nach wie ut : n verhalten. Wenn nun " die Bediugaugsgleichung ist, 
und gefragt wird, welche Kräfte auf die beiden Punkte wirken dürfen, wenn 
die Punkte in Buhe bleiben sollen, so haben wir bereits oben die Bicbtnngen 
derselben festgestellt. Bezeichnen wir mit X» T» Z und iS". H, Z die Kom- 

ponenten dieser Krifte, so hat man X •>« 1^ ^ , 7-* , und 

^ rf ff 

A = A, , // =^ A, , , Z = A. Nimmt man nun an, daß die intensitatea 

sifh wie lu : u verhalten müssen, nämlich fjonau wie V»pi dpm Flaschenzug- 
sjsteme, welches der Gleichung f ^ 0 entspricht, so hat man sofort Aj=*Aj^ 
denn es wird 
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Geht man von der Bedingungs^'IeiLluing / =^ 0 zu der allgemeinereii 
F=0 über, «o sehließt La^range. daii die Kräfte, welche diese Bedingung 
aufrecht erlialten, genau so wie bei / U auzuäetzen seien, weil die Be- 
weglichkeit der Punkte im InfinitesimaleB io erster Annäherung bei F^O 
4ie86l1>e wie bei f <» 0 ist 

BeseDBent ist also der Meinung, daß ein ähnliches Raisonnement, wie 
dasjenige, was die Gleichung' Aj =^ ergab, in einem Borichtp, der die 
hauptsächlichsten Punkte des Lagrangeschen Beweises zu geben anktlndigtef 
hätte erwartet werden können. 

Es sei mir gestattet, ftber die Lagrangeschoi Begriftbestimmiingea 
und Annahmen noch einige Bemerkungen zu machen. Die erste Hjpotheeef 
<li- r^agrange macbt. ii'imlieh stillschweigpnd . wollen wir so formulieren: 
W eun bei einem beüebigen Mechanismus die Beweglichkeit der Punkte im 
Infinitesimalen in erster Annäherung sich so verhalt wie hei einem bestimmten 
Flaschenzugappuai, so beritsen die Eiftfte, welche in dem Mechanismus die 
Beweglichkeit aufrecht erhalten, dieselbe Badituiig und dieselbe latsasität 
wie bei dem entsprechenden Flaschenzugsystome. 

Ist die Beweglichkeit der I*uiikte auf Obcrtlächen eingeschränkt, so 
kann man zwar sagen, daß, welches auch iiumer der Mechanismus sei, der 
die Beweglichkeit so normiert, die Biditungen der Kräfte, welche die in Buhe 
befindlichen Punkte nicht in Bewegung bringen, auf der Oberfläche senkrecht 
stehen müssen; zur Bestuounttng der Intensitäten aber beruft sich Lagrange 
auf den Apparat. 

Die andere Hypothese, die Lagrange macht und am Schlüsse 
seines Beweises angibt, ktonen wir mit etwas anderen Worten viel' 
leicht so formulieren. Der Faden des Flaschensngapparates muß in 

allen Seinen Teilen gleichmäßig gespannt sein, wenn die Krüftf, die an 
den l^uiikteii desselben wirken, entweder die Punkte in Ruhe lu.ssen, oder 
die duich die Gleichung f =• 0 normierte Beweglichkeit gerade aufrecht 
erhalten. 

ünter den neueren Autoren ist es besonders Hclmholtz, dessen ünter- 
snchungen über das Prinzip der virtuellen Gescbwindigkeiten Herr Lindt 
seine Anfmerksauikeit zuwHTKlet. Diese Fiit»'rsucbung findet sicli in den 
Hei uiholtz scheu Vorlesungen über Pby&ik und ist vun Herrn LiudL in 

gewandter Weise knn wiedergegeben worden. Nur Aber dm wesoitlichsten 
Zweck der interessanten Helmholtzschen Betrachtungen hat Rezensent 

eine andere Auffassung. Es handelt sich um folgendes. Ist die Beweg- 
liebkt.'it eines Systems von Punkten durch Bedingungsgleiehungen zwisehen 
den Koorümaten der Punkte detiniert, so wird in jedem wirklichen, d. h. 
in der Natur vorkommenden Falle, dann, wenn wir an den Punkten 
des Systems Kräfte angreifen lassen, die Lage der Funkte so geändert 
werden. daO die Koordinaten der Punkte <len 15tdingungsgleic!mngen nieht 
niebr geniigen. Es hat dies bei einer großen Gruppe von Meehanisinen 
darin seinen Grund, daß es keine absolut starren Verbindungen gibt. Wir 
wollen daher den hier definiorten Fall kurz als den Fall absolut starrer 
Verbindungen bessiehnen. 

Das Lagrangpschc Prinzip setzt nun absolut starre Verliinduniiren 
TOraus, oder, was auf dasselbe hinauskommt, es setzt voraus, daß die Be- 
dingungsgleich uugeu stetti streng erfüllt sind. Unter dieser Voraussetzung 
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ist das Prinzip tatsüchlich streng beweisbar. Es ist dann nämlich, wie 
F. Liademann gezeigt hat, wenn man den Newton sehen Kraftbegriff und 
du Frinnp vim der Zvaamumisetsung der Kräfte xulftBtt niolits ««ter als 
«ine Definition, beruhend anf der vollständigen Anatjse unterer Voatellung 
von starren Verbindungen dorch den Kraftbegriff. 

Auch Holmholtz beweist das Prinzip unter der Voraussetzung absolut 
starrer Verbindungen. Das Interessante der Arbeit des großen Physikers 
ist aber besonders dies, daß er die Zulässigkcit dieser Voraussetzung als 
eines besonderen Bewdses bedflrflig erkennt und dieae ZnlHssii^eit wt eine 
sehr sinnreiche Methode konstatiert. Es handelt sich nach Helmboltz 
um einen thforeti hieben Nachweis, daü das Tiafrrangfescbo Prinzip annähernd 
richtige Resultate ergibt. An die Notwendigkeit eiues solchen Nachweises 
hatte man früher gar nicht gedacht. Ja, selbst unter der Voraussetzung 
absolnt starrer Yerbindnngen waren die Beweise logisch anfeehtbsr, bis 
Helmboltz den Beweis führte und Lindemann erkannte, daß es sich um 
eine bloße Definition handelt. 

Wenn also Helmboltz eine (lleichgHwifhtsLedinguiig aufstellt, welche 
sowohl absolut starre wie auch annilhemd starre Verbindiuigen lunfaßt, so 
sidit Beaensent hierin haopt^hlich einen theoretiaohen Ansatz, aus weldiem 
durch einen Grenxproieß die Lagrangesche Form hervorgeht, dar aber 
für die Anwendung nicht geschaffen ist. Rezensent möchte daher auch nicht 
soweit gehen, wie Herr I.itidt es ttit, und die Hclmholtzsrbe Gleich- 
gewichtsbedinguug ebenso hoch über das Lagrangesche Prinzip stellen, 
als man die Newton sehen Gesetae der Planetenbewegung Aber die Kepler- 
schen stellen kann. Wir sehen vielmehr die Hauptbedeutung der Helm- 
holtzschen Arbeit in d« angegebenen doppelten Stfttznng desLsgrangesehen 
Prinzips. 

Wir kommen nun auf eine Betracbtimg, die dem Verfasser der hier 
zu besprechenden Arbeit ganz eigen ist, die sich auf die Form des Prinzipes 
besieht und vom didaktisehen Standpunkte fBr die DarsteUnng der Mechanik 
gewiß nüt/lirli ist 

Vet-steht man unter nieirli^ewidit eines Systeines von Punkteu den 
Zustand der Ruhe oder der hei uUen Punkten gleichförmigen Geschwindig- 
keit, so ist der Satz von dem Prinzipe, in der Form, wie Lagrange ihn 
ausspricht, nicht umkehrbar. 

Wir wollen die Lindtsdien Betrachtungen möglichst in analjüsdier 
Foiiü entwidkdn und untersuchen. Wir setzen den Fall absolut starrar 
Verbindungen voraus und verstehen demirenifiü unter \ ii tu' llpn Versrhiebuni^en 
solche, welche den Bedingungsgleichungen gemäß sind. Unter Voraussetzung 
der Definition des Gleichgewichtes eines Massensystems, daß alle Punkte 
in Ruhe oder im Zustande gleiebf&rmiger Geschwindigkeit sich befinden, 
kann man aussagen, daß (lie Suirnie der virtuellen Arbeiten der an den 
einzelnen Punkton wirkendoti KrJlfte gleieli Null sein muß. Diese Aussage 
ist aber identisch mit loigeudem üleichungssysteme 

^-^.+2hii> °-^<+fs4- 
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DieM 3« Glfliohnngen (l) sind aber keineswegs gleiehwerfiig den 3fi 
folgendem: 

Sa sind vielmebr die Gleichungen (l i nur eine Definition für die 
äußeren gegeWnpn Kräfte: diPSf sollfn i,'Irich und entgegengesetzt ilen Re- 
dingungskrSften sein. Der Bewegiuigszustand des Sjstpms wird also ein 
solcher sein, daß die Bewegungsrichtung jeweils uuf dfr Richtung der 

JhLrätte Y„ oder, was dasselbe ist, der Kräfte ^A-^ ' t ä^» 

^ ^^°^'^^*^*^^ üteht. iJüxnaach ist die Bewegung gegeben durch die 

Gleichungen: 

Indem mul dieas Oleiehimgen (3) in bekannter Weise kombinieii, er- 
hält man: 

(4) j^m,t?? — i^Wiffo 

vermöge der tw Bedingungsgleichungen, wo dip (ipschwindigkeiten r, und r,o 
den Zeiten / und ^ entsprechen. Man sieht, daß im allgemeinen fj^f-v^o 
sein wird, wenn die reähie Seite der Gleichung (4) venchviodei Man 
kann also nicht sagen, dafi Bnhe oder fibersU gleiehfBnnige Bewegung 
benrscht, wenn die Summe der virtuellen Arbeiten der Krifte Twsdiwindet, 
oder wenn, was dasselbe ist, dir« Oleii hnngen fl) pxistiprpn. 

Die Sonderstellung, welche der starre Körper bei den Lin dt sehen Be- 
trachfcungen einxonelmieii sdiemt, dHrfte durch folgende analytische £nt- 
wicUangm schwinden. Das Lagrangesche Prindp für den starren 
KjSzper lautet: 

fXdm 0, / Tdm — 0, fZäm — 0, 
ßXg — Yx)(im -0, J'{Xg — Zx)dm = 0, j\Yz — Zif)dm ^ 0, 



wo der starre Körper als völlig frei vorausgesetzt ist, und die Integral- 
seiehen bestimmte Uber den ganzen KOrper ausgedehnte Integrale beseichnen. 
Nun betrachten wir einen Fall eines Punktsystemes, das Lagrange in 

seiner Mechanik selbst behandelt. Seien drei Punkte gegeben, die konstante 
Entfernungen /"jj, /"jj, f^^ von einander besitzen, so hat man, wenn auf die 
Punkte x^^i^j» x^'Ji^i- x^Vi^^ Kräfte he;£w. mit den Komponenten X^Yj^Z^^ 
Xj,Y^Z^, X^Y^Z^ wirken, nach dem Prinzip die Definxtion^leidiungeD: 
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wozu in leicht verständlicher Fortsetzung' noch fünf Gleichungen hinzutreten, 
l^ach Elimination der Unbestimmten i erhftlt man das Gleiclinngssystem: 

Biese Gleichungen entsprechen voUkommeu den obigen Gleichungen (5), 
und die Gleichungen (7) sind ein ftquivalenter Ausdruck des Priniipes mit 
den Gleichungen (6), nur daß in letzteren die Bcdingnngski^fte auftreten. 
Da aber, wie vorhin ausgefTihrt, die G l<>ichniigen (6) nicht Iqoivalent sind 

mit den 01ei<diiingen t*i|-^f — 0, — 0, Mi — 0 i. e> s), so sind 

die letitersn ebrnso wenig gleichwertig der aus (6) entstandenen Kom- 
bination (7). Folglich wrnleii auch die obigen ( Jh'ichung -n f "> > die Be- 
wegung, wie bekannt, als »iin' im rilli,MMneinen beschleunisrte bcsTininiPn. 

Rezensent faßt nun nach diesen Stichproben sein Urteil iibt^r die ganze 
Arbeit dabin snsamtnen, daß die Darstellung nnd Sprache der Arbeit eine 
gewandte, und daß die Betrachtungen, wenn auch elementar nnd daher nicht 
immer ait^^rrichrtid, doch vom didaktischen Standpunkte aus TOn Interesse 
nnd Nutzen sind. 

München, jSovember 1UÜ5. Gaul Sigismund Uilbrrt. 



A. 6. '\Vi'T)stor. The dynamica of pttrtifdeft and of rigid, elastio, 

and fluid bodies, In-iuLr l"c turfs on mathomnti^al jihysirs. f A. u. d. T.: 
B, G. 'J'eubiiers Sammlung vou Lehrbüchern uut dem Gebiete der mathe- 
matischen Wissenschaften mit Einschluß ihrer Anwendungen. Band XI.) 
XU Q. 588 S. Leipzig 1904, B. G. Teubner. JC 14.—. 

Der Verfiuser wendet sich mit seinem neuen Lehrbuch der Dynamik 

ausdrücklich an Studierende der Phjsik und hat dementsprechend auch 
Inhalt iMul I rnfting desselben gewählt und abg^^a i In diesem Sinne 

l(onrtt* er sieh mit finieen wenigen Sätzen der Statik begnügen, welche an 
g« eigneter Stelle aiigt lügi sin<l, und in betreflF der Kinematik war es nabe- 
liegend, die notwendigen Entwiekelungen unmittelbar in Verbindung mit den 
betrachteten materiellen Systemen zu bringen. 

nie Auswahl tincl Dar^ti'Hnii;,' >If's s Mi;i' }-t pinrn außerordent- 

lich erfreulichen Eindruck. Wenn aueli nacli dos S erla&sers Versicherung 
nirgends theoretische Betrachtungen und Probleme aufgenommen sind, deren 
DurehftthruQg rorwiegend auf die rein mathematische Ausbildung des 
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Studierenden hinsielt, so sind doch andwoMits aadi niohi di^enigen 

Partien der Mechanik, welche ihrer Natur nach weitergelieiide mathematisch« 
Hilfsmittel verlangen, unzureichend behandelt oder gar aust^esohaltet Hier- 
hin gehören die zyklischen Bewegungen, das Köllen bei nicht holouomen 
Bedingungen, du St. YmaalMfae firobleoi und «iiiige IVagen der Potential- 
theoriew Li diese Qebiete wird dar Anftnger anf eine fo grllndlicbe und metfaiH 
disch durchsichtige Weise eingefUut, daß man wohl vei^blich nach einem 
modernen Lehrbuch der Nf' rhanik von e^'''t- :n Umfange und Nivpan snchen 
wird, welches die Schwierigkeiten des Gegenstandes so geschickt überwindet. 

Oberiunipt liegen die Bedenkeiit weldie den Anflünger nnr xn oft ab- 
lialten, die wichtigsten und intereBsanteaten Probleme der modernen H eohamk 
emsthaft dnrehnaxiMiten nnd eich Ihren w^entiidieti Inhalt als ein wert- 
volles Eigentum zu erwerben, gar nicht so sehr in unzureichenden mathe- 
matischen Vorkenntnissen beg^ründet, als vielmehr in einer noch mangelhaft 
entwickelten Flhigkeit, auf einmal eine große Anzahl neuer mechanischer Be- 
griffe feet ond sieber auftnnebmen, wie es ihre praktisdte Verwertung Terlangt» 
Gerade diese Schwierigkeit wird im vorliegenden Lehibliobe durch sorgfUtig 
durchgearheitote Boispiolc wespntlirh gemindert, die in einer sehr konzistti 
Form die wichtigsten Methoden der Dynainik gründlieh einzuprägen vermögen. 

Lange Jahre hindurch war der engliachen Schule die scharfe Trennung 
der Mechanik des starren Systems von der Mechanik der stetig Terinder' 
liehen Systeme eine tltemoifype Gewohnheit geworden, und der Studierende 
hatte zwei scheinbar auseinander liegende Gebiete nacheinander zn >>f vfiltigen, 
oder hielt es auch oft für zulässig, sich auf den ersten Teil zu btiäciiränken. 
Wir sehen in dem Bestreben des Verfassers , einer mdglichst allgemeinen 
Sjstemanffassong geredit za werden, und die bei Studierenden so hftufig 
Torkommende irrige Meinung su beseitigen, die Mechanik der dcfonuier- 
harcn SysteiiT^ rnthalte ganz besondere Schwierigkeiten fQr d^n Antlln 'nr. 
eine wirksaizie Ikkämpfung schädigender Vorurteile und empfehlen gerade 
aus diesem Gesichtspunkt das Studium dee Werkes auch dem Mathematiker, 
weldier inseitigen Auffassungen in dieser Richtung weit leichter unterliegt 
als der Physiker oder Techniker, dem sich die veränderiicben Systeme in den 
Anwendungen der Mechanik schon beim ersten Staditun spontüi aufdrängen. 

Karlsruhe L B. Hbuh. 



M. Doli t inid P. Nesfl»'. Iiehrbnoh der praktischen Geometrie, 

b»'ar1iL'itot tur den llntemclit an den Hoch- und Tit-tlüiuabteihingcn der 
Baugewerkscbuleu und lechziischen MittoLbcbulen, sowie für den Gebrauch 

in dffir Pkazis. 2^ erweiterte ond umgearbeitete Auflage. Mit 145 Figuren 
im Tert VII n. 164 S, Leipzig 1906, B. G. Tenbner. S.80. 

In dtr vorliegenden zweiten Auflage ist der elementare Teil eines 
großen Gebietes in praktischtr Zusammenfassung behandelt, <;<sehi(k 
und wpispr BeöchrinkTing sind diejenigen Abschnitte der allgemeinen Ver- 
mtitisuugä künde, welche als L^hrütotT au den Baugewerkschulen und technischen 
Mittelschulen dienen solloi, neubearbeitet worden, sodaß sie fOr die Ausr 
bildung in di r praktiäclien Geometrie von Technikern des mittleren Bahn« 
und ticfhault i huischen Dienstes für Staat, Gemeinde nnd privatf* ünt^-r- 
nehmungtn vorzfigüch got i^^ut-t prsehcincn. Zu dem bisherigen Inhalte der 

Archir dar Uitthcmatik uotl Phjraik. Iii. iUihe. XJ. 8 
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ftiften Auflage sind f&r die die BeugewerioM^ule mlaasendeii Tiefbau- 
teolmiker, welche sioh dem staatlichen oder privaten Eisenhahnbau widmen 

wolU'Ti. H» ifere Teile neu liinzit gekommen, welche die verschiedenen Verfnhren 
zur AbstoLkuDg von Kreisbogen, einschließlich der Ühergangsbogen, die Ötatio- 
memng und Ausrunduug der Neigungswinkel der Eisenbahnen und Straßen, 
und seblieUidi die Lattenprofile und Scfanurgerttste ansfllhrlicfa behandeln. 

Dem Wunsche des Verfassers entspracbeiid, erwähnen wir im folgenden 
diejenigen Punkto, welche bei einer etwaigen Neuauflajrp zu ber(icksic)it?'/-n 
wären: lim der Kreuzscheibe, dem Winkelspiegel und dem Rechtwinkel- 
prisma ist die Angabe und Begründung der Genauigkeit von 2 bis 4 Minuten 
in den abgegebenen Winkeln erwflnacbt — Wenn, 8. 17, der Winkel a 
grSfier wird als 45°, dann schneiden sich die beiden Strahlen in der Yer« 
l&ngemnf» von sl\ welcher Vorpang hei dem Winkelspiepel der alteren 
Konstruktion ausgenützt wurde. — JJie S. 52 im Text und in der Figur 
erwfthnte Glasart der Femrohrlinseu heißt Krouglas (engL crown), nicht 
Kromglas, femer mflSte in I^g. 70, auch wenn diese nur adiematiaeh auf* 
zufassen ist, die Flintglaslinse nicht bikonkav, sondern plankonkav erscheinen, 
damit die brechende Wirkung der Bikonvexlinse nur zum Teil aufgehoben 
wird. — Der S. ö5 erwähnte Name Limbus bezieht sich nui' auf den die 
Gradteilung tragenden Rand des Haupt- oder Uorizontalkrcises, demnach ist 
bei dem ehifaehen Theodolit nicht der Limbns, sondern der Hanptkreis mit 
dem Fußgestell fest verbunden. Femer hat ein jetler Theodolit, auch der 
einfache, die Einrichtung mm Hept tiereii der Winkel, aln r H*- Möglithkeit 
zum Multiplizieren der Winkel wird erst durch die Drehbarkeit des Haupt- 
kreises berbeigeflihrt, hierin liegt der Unterschied gegen den einfachen 
Theodolit. — 8. 56. Als Mikrotnetersdirauben sollten nur noch dicjfenigea 
8clursttbea bezeichnet werden, welche dem Namen entsprechend Klein- 
mesSTingen am Rande einer Trommel vornehmen lassen, wahrend die 
Schrauben L m und A tn besser Füinbtelischrauben genannt werden. — Die 
S. 69 und 71 angewendete praktische Regel über Erzeugung und Aus- 
echmdimg des doppelten Feblms ist so wichtig, daß eine Besngnahme auf 
den S. 46 angedeuteten geometrischen Beweis rwilnscht erscheint. — S. 62. 
Du lier Meeresspiegel nicht als wacferechte Ebuue definiert werden darf, -o 
müßte im dritten Absatz uaeh den Worten „gemeinsame wageredite Ebenc'^ 
das Wort „bezw." eingeschaltet werden. 

Das gut ausgestattete Werkeben wird nicht nur als Lehrbuch, sondern 
auch für den Gebrauch in der Praxis ausgezeichnete Dienste leisten. 

Berlin. A. 8oh»bii>sr. 

F. Anerbafh. Das Zelfswerk und dio Carl-ZeÜii-Stlftnng in Jena. 

Thrc \\ issensrhaftliche, technische und soziale TJedentnnn-, ftlr weitere 
Krei.. dargestellt. Mit 78 .Abbildungen im Text. VI u. 124 S. 
Jena 1903, Gustav Fischer. Jf 2.—. 

Es war eine dankenswerte Aulgubc, die Entwickelung und Beileutuug 
eines in seiner Art einzig dastehenden Unternehmens, wie es das ZeiBwerk 

in Jena ist, in einer "MiiiKinraiihi- zur Darstellung zu bringw. Der Ver- 
faü>?('r hat -ich diesrr AutLMl'c mit schönstem Erfolge unterzogen und - iit- 
wirft uns ein anschauliches Bild von dem Werdegang, den Leistungen und 
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der Organisation der Zeißschen Anstalten, wobei die überragenden V«r« 
(lictisto ihres seit di-m Erscheinen des Buches \cv\i.t (lahiii;_'H,schiHdpiu'n lang- 
jabrigen Leiters Emst Ablte in da.« rechte Lit l)! t^^erückt wenlou. Die 
Lektüre der Auerbachschen iSchrit't kann jedem aut's wärmste emptohlen 
werden. Abgeseheu von den ftbrigen AusfOhraiigen des Yeriaaflers muß die 
«mgehencle Schilderung der sozialen Verhältnisse, unter denen die JenMnr 
optischoD Werkst atton seit der Begrüiuhiiig der von Abbe ins Leben gerufenen 
„Carl -Zeiß- Stiftung'' arbeiten, auch tUr weiteste ivreise von Interesse sein. 
Berlin. £. Aschkinass. 



Fr. Kolilrauscli. Lehrbuch der praktischen Physik. 10., vermehrte 
Auflage des Leitfadens der praktischen Fhysik. Mit zahlreichen Figuren 
im Text XXVIII u. 066 S. Leipxig 1905, B. G. Teubner. 9. — . 

Die neueste, zehnte Auflage des bekannten Buches schlieft sich würdig 
ihren Vorgängerinnen an. ZaUreiche Ergtosmigen sind wieder hinsu- 
gekommen, einzelne Paragraphen neu eingefügt worden. Die wmtere Av»- 

gestaltung dieses dem Experimentator unentbehrlich gewordenen Hilfsmittels 
gibt sich schon äußerlich dadurch zu erkennen, daß der Umfang dea Buches 
gegenüber der vorigen Auflage um 46 Seiten gewachsen ist. 

Berlin. £. Ascukinass. 



Ph. Erm^oyi. Dr. Josef PetBvals Leben und Verdienste. 2., wesent- 
lich vermehrte Ausgabe mit 11 Bildern und 2 Figuren. VIII u. 86 S. 
Halle a. 8. 1908, Wflhekn Knapp. J( 2A0. 

Ein mit großer Liebe geschriebenes Lebensbild des Mannes, der wohl 
in erster Linie als Erfinder des lichtstarken photographischen Objektivs 
seinen Namen der Nachwelt hinterlassen hat. Wir ^rfohren hier aber, wie 
vielseitig das Genie Petzvals (geb. 1807, gest. sieh aneh auf xahl- 

reichen anderen Gebieten der Wissenschaft und Teclmik betätigt hat und 
lernen ans diesen Blättern eine eigenartige Persönlichkeit nilher kennen. 

Berlin. E. Aschkinass. 



6« C« Scbuüdt. Die Kathodenstrahlen. Die Wissenschaft, Sammlung 
naturwissenschaftlicher und mathematischer Monographien, Ueft 2. 
Mit 50 Abbjldnngen. VU a. 130 S. Braunschweig 1904, FriedriiA 
VIeweg und Sohn. M 8.60. 
Eine im gBnzen recht hübsch geschriebene Darstellung der wichtigsten 
Untersuchungen auf dem Gebiete der Kathodenstrahlen und mit ihnen im 
Zusammenhang stehenden Erscheinungen. Besonders sei rühmlichst hervor- 
gehoben das fünfte Kapitel, in welchem die geschichtliche Entwiokelung 
der dnsdblftc^gen Frobleme geschildert wird. Das Buch ist auch Ittr 
solche Leser bödmet, die nicht über eingehende physikalische Kenntnisse 
verfilgen Daher nnd mathematische EntwidEelongen möglichst Ter* 
mieden worden. 



Berlin. 
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U« Mayer. Blondlots N-Strahlen. Nach dem gegenwärtlp<>n Stamlt? 
der For!;chung bearbeitet und im Zusammenhange dargestellt. 39 S. 

MUhrisrh-Üstrau 10O4, R. Papaus- la k. . H 1. — . 

Die sogenannten N- Strahlen gehören zu der großen Zahl jener Er- 
sebeinungen, die sich dadurch atuneichnen, dft0 sie — nieht existiereii. Das 

hat aber nicht gehindert, daß nahezu 100 Abhandlungen über dieses 
„int^res''ante Phänomra" verüftVntlicht wurden. un<l daß der Vorfassor der 
vorlit'gcudeu Schritt es nicht für überflüssig hielt, eine — wie es im Vor- 
wort heißt — „zusammen tasseude Darstellung der gegenwärtigen pliysi- 
kalischen Forscbungsresaltate ttber N-Strablen sa geben, nmsom^r, als es 
die Einfachheit d«r Tersuchsanordnangen jedem Phjsiker gestattet, Blond- 
lots Experimente vw Aviederbolen*^ Jm, wenn es mit der Einfachheit der 
Versuchsanordnung getan wäre! 

Berlin. £. AacHKUiASS, 

F. Bremer. Leitfaden der Physik für die oberen Klassen der 
Bealanstalten mit besonderer Berücksichtigung von Aufgaben und 
Laboratorinmsllbvngen. Mit 386 Fignren im Text. VIII u. 294 S. 
Leipzig 1904, B. G. Teubner. Jt 8.20. 

Das vorliegende Buch ist eine sehr beachtenswerte Erscheinung unter 
den neu erschiononpn PhjsikbQchem. Daß es unmittelbar aus dem praktischen 
Unterricht in den oberen Klassen hervorgegangen ist, spürt jeder Phjsiklehrer 
sofort. Die Fassung und experimentelle Begründung der Gesetze ist kurz 
und pt&ds. Viele Kapitel sind mmsterhaft dnrcihgearbeiteti und man merkt 
ihnen an, daß bewährte Faclilehrer hier das Resultat jahrelanger Mühe 
niedergelfg^t haben. Die Aulgaben, welche am Schlüsse eines jeden Para- 
graphen zur Lösung gestellt werden, sind nicht immer ganz leicht. Was 
dem Btidie sein charakteristisches Gepräge verleiht und es vor den übrigen 
mir bekannten Lehrbflehem ansseichnet, sind die Übungen. Die AusfOhmng 
ist nicht nur kurz angegeben, wie in anderen Büchern, sondern, nachdem 
envlthnt, was zur Übung gebraucht wird, wird diesellie mit den Zahlen 
durchgeführt, die Schüler bei den Übungen an der Fneünchs-Werderschen 
Oberrealschnle mit den dort voxhuidenen Apparaten erhalten haben, indem 



neten Zahl hin geprilft wird. Wo solche Schülerübuugen in der Prima 
noch nicht bestohen, wird das Buch bei ihrer Kinfilhning eine nicht zu 
anterschiit/.ende Hilfe bieten, indem die Schüler ähnliche quantitative Be- 
stimmungen, wie sie im Buche angef&hrt sind, an der Hand des Budies 
leicht werden ansführen kSniMxi. 

Diejenigen Gebiet« der Physik, welche von den Schülern nur rezeptiv 
verarbeitet werden, welche also weder anregende Aufgaben liefern noeh 
durch Laboratoriumsübungen den Schülern näher gebracht werden können, 
Ton denen aber nnige notwendig in ein Lehrbuch faineingebSren, sind aua- 
geschlossen woiden. So fehlen die Meteorologie, einige Kapitel d^ Hedianik 
und die Elektrostatik. Wenn der Verfasser meint, daß der Behandlung 
der b t/1i>ri'n die zuviel Zeit lieansprncbende genaue Besprechung der eleklro- 
statischcu Einheiten im Wege ständen, so glaube ich betonen zu sollen, 
dafi diese allerdings viel Mühe Terursachende Einführung doefa naehher 
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reichlich genolitfertigt wir«! durch das bessere Verständnis, das die Schüler 
den späteren Kapiteln cler £lektrizitätslehre entgegenbringen. Ich glaube, 
daA das Fehlen gerade dieses Triks der Physik einer EinfBlinmg des Lehr- 
buobes an vielen Anstalten hindernd im Wege stehen wird, überhaupt 
zeigt Bich, daß bei der Bearbeitung des Buches vorhandene Notizen den 
Verfasser wohl oft bestimmt haben, nicht alle Teile dor Phjsik. die in den 
oberen Klassen dorchgenommcu werden müssen, gleichmäßig zu berück* 
sichtigen, sondern einige Lieblingsthemata vor anderen in berorzagen. Wer 
die interessanten Daten der ersten Seiten der WArmelehre gelesen hat» wird 
diesem Urteil zustimmen; wer jedoch in einem physikalischen Lehrbuch das 
gesamte physikalische Wissen finden will, wird dies tadeln. Tn der vor- 
liegenden Fassung ist es ein Buch, das viele Kapitel der l'hysik vorzüglich 
darstellt, das aneh als HilMmoh für GkiifllerflbuDgen nidit bloß den Schfilern 
der Friedrichs -Werderschen Obezrealsehnle gute Dienste leisten wird, das 
aber bedeutend an Wert gewinnen würde, wenn in der zweiten Auflage 
eine kurz gefaßte Behandlang der fehlenden Kapitel eingeschoben würde. 
Berlin. A. Blümkl. 



E, RitM'kf». Beiträge s-iur Frflge des Unterrichts in Physik and 
Aatrononue au den höheren Schulen. \'ou 0. ßehreudä^n, E. Dose, 
E. Eiecke, J. Stark und K. Schwarzschild. Vorträge gehalten bei 
Gelegenheit des Ferienkurses fllr Oberlehrer der Mathematik und Physik. 
Göttingen Ostern 1904. Gesammelt und herausgegeben TOn E. Rieche. 
IV u. 108 S. Leipzig 1904, H. G. Teubner. 2. — . 

Da*: intprpssant** Heft enthält in der ersten Hälfte eine Abhandlung 
Ton Biecke: die Grundlagen der Elektrizitätslehre mit Beziehung auf die 
neueste Entwiekelung. Nach einer kurzen Charakterisierung der ältesten 
Anschauungen und des VerhSltnisses der verschiedenen Theorien zu Mnaoder 
wird die pädagogische Brauchbarkeit der Theorien besprochen und dor Weg, 
welcher der historischen Entwiekelung folgt, auch auf d m Gebiete der 
Elektrizitätslehre als der für den L'nterricht besto hingestellt. Nach der 
Besprechung der Ionen in Elektrolyten, in der atmosphärischen Luft und 
in Flammen folgt die Herleitung der Ladung und Masse der Ionen, eine 
Besprechung der Kathodenstrahlen, der Elektronen und der elektromagnetischen 
Masse. Es folgt die Bestimmung des Durchmessers der KIektn)nen, di<> 
Ionisierung durch KathoUenstrahlen, die Kanalstrahlen, Becquerelstiahlea 
und Badiumstrahlen. 

Der zweite Teil des Heftes gibt kurze Aufsfttse Aber einige den Unter- 
richt in der Physik a» höheren Schulen betreffende Fragen; so verlangt 
0. nehrends^Mi fiir das Gymnasium mehr Physikstunden und eine andere 
Verteilung des btolles. Er sagt: „Soll der physikalische Unterricht in einer 
dem Standpunkt modemer Anschauungen entsprechenden Weise gegeben 
werden, so dafi er für den Schiller und dessen spätere Bedfirfeisse direkt 
nutzbar werden kann, so muB er auf die Energetik aufgebaut werden: zu 
diesem 7wpfke muß die Mechanik vorangeschickt, al-o schon in d» r ( iher- 
sekuuda erledigt werden". Wenn man hier auch anderer Ansicht sein kann, 
so muß man unbedingt dem Gedanken Starks beipflichten, die er in einem 
Aufsats Aber die Fhynk in der Schule ausspricht. „Die Onindbedingung 
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dafür, diiü die Physik rn fjncm BiMungsmittel wird und dadurch überhaupt 
die Berechtigung zu eiuem Unterriclitsgegeustand erlangt^ besteht daria, dati 
der physikalische Lehrstoff Terringert wird, damit er nicht zu einem prak- 
tisch unberechtigton, geistig BchKdigenden Hemoriwstoff herabsiiikt.** Bin 
Aaftatz über Kurse in pliysikalisclier Handfertigkeit von E. Bose und aatro- 
nomisc'hp Ueobachtuncren mit elpmoiitarfn Hilfsmitteln von K. Sohwftri» 
Schild scliließeu den Inhalt des interessanten Heftes. 

Berlin. A. BlCmei.. 



Th. »WPsf. Einige Weltproblonao. Ii. Teil: Gegen die Wahnvor- 
stellung vom heißen ii^rdinnem. 91 S. \\'wn 1906, Karl Konegen. 
JC 1.50. 

Der Verfasser glaubt^ eine Anzahl von Gründen, die gegen das feurig« 

tlttssige Erdinnere sprechen, gefunden zu haben — Grflnde, denen wir nicht 
folgen können, obsrhnn auch uns die durcbi^M'hcrids groBc Ilitz»' dt'S Erdk^'iTies 
keineswegs bewicst-n erecbfint. und die FiüS-siu'k'ut (Ifsselhcn kaum heute 
noch einen eru^tfu Veifechler liudet. Freilich aus andern lirüudeu, als 6ie 
der Verfasser zur Verfügung hat, denn die OrSfie der Arizession der Erde 
einerseits, der ^Tangel einer Flut iler „Erdkruste" andererseits haben (vgL 
u.a. Klein und Sommerfeld, Theoriedes Kreistds S. 685 ff.) Arrhenius /u d^r 
Vorstellnns.,' (h s gasförmigen Erdkprnos gefuhrt, welche der Verfas«5( r nicht 
verstellt, und Lord Kelvin zu der Koiueption eines im allgemeiu<«u „effektiv 
festen^ Erdkerns mit einer festen Schale geführt, welche der Verfiuser tdeht 
kennt. Wir glauben damit dem Buche genug Beachtung geschenkt zu 
lialjen, besonders wenn wir uns erlauben, wenigstens den Worte n des Vf-r- 
fa^sers R. 22 „daß jede Gründlichkeit zumeist Langeweile zum Gefolge hat", 
beiauptlichtcn. 

Charlottenburg. H. Sa^hxk. 

H. Banneel. Elektrochemie I. Theoretisohe Elektrochemie und ihre 
physikalisch -chemischen Grundlagen. Mit 18 Figuren. 197 S. 

Leip/i- llHi.'i. r, .T. Göschen. Jt —.80. 

Dieses Werkchen kommt dem dringenden Bedürfnisse aller derjenigen 
entgegen, die ddi in das moderne Grenzgebiet zwischen der Physik und 
der Chemie sdmell einarbeiten möchten, and denen die meisten Lehrbfioh«r 
dieser Wissenschaften (ienügendes nicht bieten können. Es ist im ganzen 
auf drei Teile berechnet, von denen der zweite dif^ experiment*>llen Hosnl- 
tate enthalten, der dritte der Anwendung in der Technik gewidmet sein soll. 
Dem Phjsüdebrer wird deir ante Teil genügen kdnnen, der bis zur Theorie 
der galvanischen Elemente sowie der Elektrolyse geht — nur der Akkumu- 
lator soll im 2. und 3. Bande ausführlicher besprochen werden. Zuletzt 
wird dhs an sich klare Bild durch die Brille der Elektronentheorie be- 
trachtet. Einige Druckfehler: 

8. 25, Z. 4 n. 3 von unten sind die BrQche umzukehren, der Partial- 

druck des atmosphärischen Stickstoffes ist 760 • ^^-jj", der des Sauerstoffs 
20 8 

■760 • vom Hg. S. 92 Der Temperatui^Koeffizient des Widerstandes fast 
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sämtlicher tiussiger Leiter ist negativ (statt positiv). S 127, Z. 5 von 
unten mnfi es beißen: Man kann die Kraft berecbiieu, die einem g-Ion 
{statt Ion) 61116 beetinunte Geechwuidigkeit erteilte S. 134, Z. 16 yan 
unten Keibongselektmität (statt Berilhrungsel.). S. 137, Z. 3 der Anm. HNO, 
(statt HNOg). 8. 179 muß es heißeu: Die Stromstürke muß 9Ö540 Sek. 
lang 1 Amp. betragen (statt die fcJt. betragt 9().')I0 Amp -Sck., denn dieses 
MaO kommt nioht einem Strom, sondern einer £1.- Menge zu). 4 Zeilen 
tiefer mnß das ainnentsteUende Komma hinter Ampere fort; 8. 180, letate 
Zeile muß es im Werte der niedex^tSf^lagenen g-Cnpro pro AmpoM^Stnode 
«ine Stelle nach rechts geschoben werden. 

Sonst ist das Buch korrekt, das bcigegcbpne Register vollständig, und 
ivir stehen nicht an, das Werk alä erste Eiulübruug in die physikalische 
Chemie bestens m empfehlen. 

Chaxlottenbnrg. H. Saktbr. 

H. Keferstoin. Strnhlengang und Vergrößerung in optisohen Instru- 
menten. ( Al)liaadlungen zur Didaktik und Philosophie der Natur- 
wissenschatt. Herausgegeben von Poske, Höfler und Grimsehl. Heft 5.) 
Mit 19 Figuren. 42 8. Berlin 1905, Julias Springer. l.GO, 

Arbeiten, die wegen ihres Um&ngs sich nicht zur Au&ahme in die 

Zeitschrift für den physikalischen und chemischen Unterricht eignen, sollen 
in dieser Sammlung erscheinen. Das vorlicL'Pnde ITct't bietet eine sehr 
dankenswerte 'Ergünzung der üblichen Sohulbiieher der Pliysik, indem es 
wichtige Fragen der prakiiacben Optik behandelt, an denen der Unterricht 
bisher achtlos Torflbergegangen ist. Der Phyaiklehrer konnte sich darftber 
bisher nur durch die umfangreiehen Darstellungein von Czapski in Winckel> 
roanns Handbuch utuI in dem von Lummer herausgegebenen Bande von 
Mül1*>r-Puuillets Physik infürraieren. Die klare Einflibrung in den Begriff 
der Pupillen und den neuerdings zuerst von v. Kohr benutzten Begriff der 
Luken optischer lustromente wird daher allen Fhjstklehrem wiUkommeB 
sein, besonders denjenigen, die Iftngst die in den üblichen Entwiekelungen, 
ins!»e.soudere des flalileisfhen Fernrohr - ^ - rblciljenden Tiiii ken kannten. Die 
Ton dem Vi>rfas>er für das absolute \ brgrr»ßeningbvermögen jedes optischen 
liisirumeuLe:« zugrunde gelegte Erklärung als des Konvergenzverhultoisses in 
seinen Papillen erscheint dem Referenten einwandsfirei. Dagegen hfttte er 
ftberall gern Bündel statt Bflsdbel gelesen, da es sich nicht um ebene Ge- 
bilde handelt. 

Charlottenburg. H. Samtbb 

£• Moors. ZiB Systeme des poids, mesures et monnaies des Israölitee 
d*»prftB la Bible. 63 8., dazu Figurentafeln und Zahlentabellen 
Paris 1904, A. Hermann. Fr. 4. — . 

Der Hauptteil des Werkchens gilt der Beantwortung der Frage, ob 
die Juden zur Zeit des Königs Salomo einen bessern Wert für die Zahl sc 
gekannt haben, als 3. Bisher bat dieser Wert als der den Juden selbst in 
den ersten nachchristlichen Jahrhunderten allein bekannte gegolten. Der 
Verüuser sucht aus der Form des im Salomonischen Tempel aufgestellten 
„eh«men Meeres" zu beweisen, daß Tielmehr der den Juden um 1000 Chr. 
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Besensionen. 



bekannte Wert von .t r-iu sehr genauer gewesen sein müsse. Jones große 
Metallhccken hat von Jeher die Grundlage für diejenigen gebildet, welche 
die maHieaiatisclien KenntDiflse der Helnrter feetstellen wollten. AndereraeitB 
hat es scharfen Bibelkritikern (vgl. z. 13. schon Spinoza, tr. theol. -poL 

c. 2, S. 1^1) in ihren Angriffen gepeu die Autorität der Bibel eiue Hand- 
habe geboten. Es steht ja aurh fest, daß die betreffende Stelle im 1. Buche 
der Könige erst während der babylonischen Gefangenschaft im 6. Jahr- 
hundert, die Ftoftllelstelle der Chronik noch sp&ter verfaBt ist. Der Ver- 
fasser aher konstruiert sich das ,3feet^ im Gegensatze zu andern Kommeii« 
tatoreti in seiner Weise, nimmt femer an, daß das Bath, die Einheit, von 
der gerade 2()()0 in dem „Meere'' enthalten gewesen sein sollen, gerade den 
G. Teil der Kubikelle darstellte und leitet dann allerdings einen recht ge- 
nauen Wort von « her. üns hat er freilich weder durch diese Deduktion 
noch durch die Anknüpfung an den Aufenthalt der Juden in Ägypten da- 
von über/eugen können, daß diese eine genauere Kenntnis als = 3 gehabt 
haben müßten. Denn dieser Aufenthalt, auf den der Verlasser so viel 
Gewicht legt, ist doch nur für denjenigen verbürgt, der an den Wortlaut 
der Bibel glaubt, und hSlt vor einer aeharfen &itik (vgl. x. B. Stade, QesdL. 

d. Volkes Israel) nicht Stand, ebensowenig wie der Zug der Juden durch 
die Wüste nsw. Der Yerfa<58er aber scheint in allem sich an den Wortlaut 
der Bibel zu halten, datiert Moses von 1571 — 1151 und sogar Jaknb von 
1838 — 1689. Die Schrift bedeutet keine Bereicherung unserer bisherigen 
KenntniBse Uber die theoretischen und praktkchen Kenntnieee da Juden 
zur Zeit der Entstehung der biblischen Bücher. 

Chariottenburg. H. Sahtsb. 



IMetiieh. IM« getiriliu)lili<duifeeii Dampftarbineiuynteiiie ffir Iiaad- 

Tmd SoliiffBeweoke nach Eonstraktion und 'Wirkungsweise. Mit 
151 Abbildungen. VII u. 314 S. Kostock i. M., 1906. G. J. E. Volck- 
mann. geh. M 8. — , geb. JC 9. — . 

Das Werk ist entstanden aus einer Reihe kleinerer Schriften, welche 
der Verfasser über die ^nselneo Dampftnrbinenarten in demselben Verlage 

veröffentlicht hat. Der Hauptwert des Buches liegt in den zum teil redit 
ausführlii Inn AiiLraheii über die bauliche Ausführung der einzelnen Turbinen- 
arten und ihrer Teile, sowie in den fesselnden Schilderungen praktischer 
Versuchsergebnisse, namentlich bezüglich der Anwendung einzelner Turbiuen- 
arten fOr Schiffszweeke. Wie fast in allen Werken Ober Dampftnrlniien 
scheint mir auch hier der Riedler-Stumpf-Turbine eine im VerhUtnis au ihrer 
Bedeutung für die Praxis allzu umfangreiche Behandlung zuteil gewonlen 
zu sein. Nocli mehr gilt dies aber von der Dampfturbine von Schulz^ 
welche in dem Buche die eingehendste Behandlung von allen Dampfturbinen- 
uten erfahren hat, trotzdem von praktischen Vereuehen mit dierär Tnrbino 
bisher so gut wie nichts bekannt geworden ist. Auch Verfasser „wftnscht 
nur, daß diese Turbine recht bald mit anderen Konstruktionen in Wett- 
bewerb treten möchte, der Ertblg tiir die SchuU-Turbine wird dann (wie 
Verfasser meint) sicher nicht ausldeiben". 

Im theoretisdien Teil (Kapitel 1~3) finden sich manchwlei Ungenauig- 
keiten und selbst Unrichtigkeiten. Den trocken gesRttigten Wasaeidampf 
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als ideelles Gas anzuselieD, welches das ^lariotte-Gay-Liissaosclie Oesf^tz lip- 
folgt (S. 16\ ist nnter allen rmstiiuden UQ/.uläSsip. Druck und Ausstattiuig 
des Buches sind recht gut, die zahlreichen Abbilduiigfo durcliweg klar 
und lehmidi. 

Gmnewald. B. Yatbb. 



Tä* L. Marchis. Phyalqne industrielle thermod3niami<;Lae, II: Intro- 
duotion k rstnde des ICaohinea ikexmiques. Grenoble and 

Paris 190Ö. Fr. 5. — . 

Während der vor etwa Jahresfrist erschienene erste Teil des Werkes die 
FimdanieiitalaStze der Themodjnaoiiik, sowie umkeltrbare und nicht umlcehr- 
bftre Znstandsänderuugen im allgemeinen bebandelte, soll der vorliegende 
zweite Teil des Werkes eine Art Einfilhrung in das Studium der Theorie 
von Gasmaschinen, Dampfmaschinen und Kältemaschinr»!) darste11'»n und be- 
handelt daher in ausführlicher Weise die umkehrbaren Zustandsünderungen 
der Gase ond Dftmpfe. Hieraus ergibt sich die bekannte Einteiliing in 
nrei grSßere Abschnitte, Ton denen der erste die Eigenschaften der Gase, 
der zweite die der gesättigten Dämpfe behandelt. Dabei behält der Ver- 
fasser aber den Zusammenhang dieser beiden Teile dadurcli im Auge, daB 
er stets die Änderungen in Betracht sucht, welche die aufgestellten Gesetze 
in dem Fatte erleiden, wo sidi Gase und Dftmpfe dem kritischen Punkte 
nftbera. Ffir das Studium des Werkes dflrfte die Elaxlieit der Sprache bei 
großer Übersichtlichkeit in der Anordnung des Stoffes sehr förderlich sein, 
während anderseits freilich für den detit^ichen Leser die un£rew»>linliche Form 
der einzelnen Gesetze etwas unbe«^uem ist, da die Wahl der Einheiten und 
die Beieicbnung der Konstanten Ton der bei uns in derartigen Werken 
flbUdMii in fielen Füllen abweiobl Bedit wertvoll ist die gn^ Zahl ans- 
fÜhrlicher Tabellen, die namentlich Ar den praktischen Gebrauch bei Unter- 
suclnm^ von Maschinen willkommen sein wcrdrn. Die hübsche Ausstattung, 
der übersichtliche Druck und nicht zu vergessen der niedrige Preis (d Irs.) 
kflnnio vielen dentadieD ihnlichen Büchern als nachahmenswertes Muster dienen. 

Qnmewald. R. Vatbr. 



JbL. Jessen und M. Girndt. Leitfaden der Bavatofflebre für Bau- 
gawerkadhnleiu Hit 86 Figuren im Text. IV tl 84 S. Leip/.ig 1905, 
B. G. Tenbner. ^ l.ÖO. 

Das Buch ist zwar, wie der Titel besagt, lediglich ein Leitfaden, d. h. 
eine Art Skelett, dem der Lehrer erst durch seineu Vortrag, durch Ah- 
hildnngen, Vorfnhningen und Ausflüge Fleisch und Leben /n verleihen hat; 
trotzdem wird es bei seinem reichen Inhalte nicht bloß Sciiülem, sondern 
atioh v^en, welche mitten in der Ftaxis stehen, ein willkommenes Nach» 
sehlagebucb auf dem umfangreichen Gebiete der Baustofflehre sein, woca 
namentlich die Ühersichtlichkeit in der Anordnung des Stoffes wesentlich 
beitragen dürfte. Eine gr()ßere An/.ahl einfarlx-r. alier lehrreicher Abhilfhinpt'n, 
z. B. von Öfen, MÜschvorrichtutigeu, Feuersciiutzummanteiungen usw ist 
fOr das Vevstandnis an vielen Stellen recht wertvoll. 

Grunewald. B. Vateb. 
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W. V. Dyck. Über dio ErnchU'.ng ciiirs Mu^icuinä %'on Mcisterworkon 
der Naturwisseusciiattou und TeukiuX m München. Festrede zur 
Übernahme des ersten Wahlrektorates bei der Jahresfein' der Teohmiebea 
Hochschule zu München, gehalten am 12. Dezember 1903 vom demütigen 

Rektor. III n. 40 S. 4^ Leipzig 1905, B. G. Teubner. M 2.—. 

Die Ketlf behandelt in fesselnder Wrise dif Atitpribon, welch*» da'^ 
Museum 7M i rtull» n hat und die Erwartungen, die siicb an das Mus' um 
knüpfen, deä!>en Zweck bekuutitlich der sein soll, die historische Kiitwickelung 
der natnrwistenschafUiehen ForBehung, der Technik und der ladiistrie io 
ihrer Wechselwirkung dancuttellen und ihre wichtigsten Stofen dordi hervor» 
ragende typische Meisterwerke m Teranschaulichen. 

Grunewald. B. Vater. 



£. Leher. Das Wassor und seine Verwendung in Industrie und Ge- 
werbe. Mit 15 Abbildungen. 124 S. Leipzig 1 905, 0. J. Göschen. Ji—,aO. 
Das kleine Buch mithllt wirklich so ziemlich alles, was man über- 
haupt vom W'assor zu wissen wtin.schen mag. In knapper, aber fesselnder 

und übersichtlicher Darstell un^sweise werden zunächst die verschiedenen 
clipmi'^chf'n un<l physikalischen Kier'nsrhnf'ten df's Was'sprs, sowie seine Ver- 
wendung in allen möglichen Zweigeu der Techuik erläutert. Ein weiterer 
Abschnitt behandelt d&e heutsutage so wichtige Frage der Trinkwasserrer^ 
^orgung und Reinigong der Abwässer, während in einem SchluAabschnitte 
das Wichtigst»' ül>er natürliche und künstllrlH' Mineralwässer, sowie über 
Natur- uud Kunsteis nelist dou verschiedciiL'u I]<'rst«llimg«iwpisen gesagt ist. 
Kur ein Satz darf nicht unwidersprochen bleiben. Bei der Erwähnung der 
Gefkhr des Kesselsteins in Dampfkesseln 8. 71 sagt der Yerfaaser: „ . . Springt 
nun eino solche Kruste nilmlitli Kesselstein) ab, s » kommt das Wasser mit 
der gliihciidcn Stelle direkt in Heriihrnng. es erfolgt eine plötzliclic furcht- 
bare Erhitzung und Daniptentwickelung, der Druck steigert sieh niomentau 
ins Unendliche, der Kessel wird zersprengt und explodiert." Es ist nicht 
recht erdohtlich, wie ein kleines Stfick rotglQhenden Jßisens in einem Dampf- 
kessel von mehreren chm Wasserinhalt eine so „furchtbare^ Dampfent- 
wickeliing v(»rursachcn kann, daß der Druck ,. momentan in*! Unendliche" 
gesteigert wird. Die Piefahr liegt vielmehr darin, d:ili rotgliili- ude.>; Ki«en 
einen erheblichen Teil seiner Festigkeit einbüßt und dadurch infolge des 
Dampfdruckes ein Bruch an der glfthend gewordenen Stelle eintritt. 

Das kleine Buch kann sonst allen, die sidi über den behandelten 
Gegenstand unterrichten wollen, warm empfohlen werden. 

Grunewald. R. Vater. 



Die Neubauten der Kgl. Säohsisohen Teclmisclien Hoohsohule au 
Dresden. Dresden 1905. 

Sonderabdriicke aus der Deutschen Bauzeiiuug (^Baubeschreibuug^, der 
Zeitschrift des Vereins deutscher Ingenieure (Innere Einrichtung) und dem 
Zentralblatt der Bauverwaltung (Versuchsanstalt in Cbigau), mit vielen 
photographischen Abbildungen, Grundrissen und Konstruktionszeichnungea. 

Grunewald. B. Vatbh. 
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C. Dictzscliold. Die Hemmimgen der Uhron, ihre Entwicklung, Kon- 
atruktion, Beparstur und Behandlung vor der Beilage, util)st zu- 
g«1itfngeii TalMUen, sftUrddiaa AblnldiuigetL imd 6 PortrSts. X o. 234 8. 
Krems ^ Donftn, Nied.-OslieiT. 1905, D. Dietischolds Verlag. J£ 1,50. 

Em ndtadiehM Lehr- und Naefaflchlagebuoh für Ulirmacher und solche 

Laien, welche dieser Gegenstand fissolt. Auch die vielen geschichtlichen 
Rürkblieke, sowie Angaben über den Lcbenfilanf iler um die hohe Ent- 
wicklung der Ubrmacherkuost verdienten Mauner dürften für viele wert- 
▼oll srin. 

Gmnewsld. — _ R. Vatbr. 

N. Uen. €toodllaie, eine DueteUimg der ICethoden fOr die Temin^ 
aufhabme, Landesvenneeeung und Erdmessung. Mit 3 Steindruek* 
tafeln uod 28() Figuren im Tert IX u. 418 S. Wien 1905, Fnms 

Deuticke. M 14. — . 

In dem Sammelwerk: Die Erdkunde von Maximilian Klar bildet das 
vorliegende Buch den XXIII. Teil. Es ist mit einem Anhang vergehen: 
Anleitung su astronomischen, geodStisoh«ii und kartographisdien Arbeiten auf 

Forschungsreisen. Ursprünglich war der üniversitiltsprofessor und Oberst a. D. 
Dr. Iffiiirich Hart! mit der Abfassung des Bnrins betraut; nach dem Tode 
ditsts Autors ging der Auftrag auf den Verfasser über, welcher nur die 
bereits veröffentlichten Arbeiten Hartis benutzen konnte. Das vorliegende 
Werk ist in erster Linie flir die Geographen bestimmt, deshalb gibt es nur 
das Wichtigste aus der niederen und höheren Geodäsie in gedrängter Fonn. 
Um aber jenp 8ät7,p. dnren Begründung nur durch mathematische Rechnung 
erfolgen kauu, nicht ohne Beweis zu lassen, siod die zugehörigen Ans- 
ftthruDgen in Anmerkungen zugefügt, sodaß sie von dem Geographen eveutueil 
überschlagen werden können. Die notwendige Beschrftnkung ist anch die 
Ursache, daß die Ausgleichungsrechnung weggelassen worden ist. Nur die 
Aufstellung der Bedingungsgl-ncliungen ist anfgenoinmen worden, um er- 
kennen zu lassen, in welcher Art sieh der Einüuß der Netzbedingungs- 
gleichungen auf die Beobachtungen Uußert. 

Die Einteilung des Stoffes in die drei Hauptabsehnitte Instrumenten* 
künde, niedere Geodäsie, höhere GeodBsie ist sachgemäß, und es können aus 
dem reichen Inluilt des 117 Seiten umfassenden Buches die !*rol)l< iiu' der 
vier, sechs und aeht Punkte, die Distanzmessung, das barometrisclie Hiihen- 
messen, die Tachymetrie, die Photogrammetrie, das Legendi esche Theorem, 
die Gradmessungen, die theoretischen üntersuehungen über die Figur der 
Erde, Bestimmung der Erddimensioneu, die Lotabweichungen und ihr Ein- 
fluß auf Br< iten, Längen und Azimute, sowie die Poldhrihenschwankungen 
hervijrk'pliolit'u worden. Tu dem Anhang sind Anl>'itntii,'i'n über Ausrüstung 
zu Forschungsreisen, die anzustellenden Beobachtungen und die Verwertung 
dersdben gegeben. 

Der strebsame Verfasser, von welchem vor kurzem auch ein Lehrbuch 
der mathematischen Geograjdiie erschienen i'-t. l ii tt t in dem vorliegenden 
Werke viel trut Gelungenes und Si lninps. dit- toltrendrn Stellen aber bedürfen 
der liektitikation: S. 44 und 45, die Bedinguugägieichungen für beide Nonieu- 

arten setsen voraus, daB n— 1 oder «+1 Teile der Hauptteilnng in n Teile 
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dos Xonins jT^ctoilt werden, bezoielmet immer die Anzahl der Nonienfeile 
und mutt eine praktikable Zahl sein, da sie stets als Faktor in der dritten 
Gleichung des Nonius vorkommt. Auch Bauernfflind, den der Verfasser oft 
ansieht, hat in sonen Ausführungen über den Nonius dies nicht genfigend 
beMhttfL Femer bleibt S. 15 der Widerspruch zwischen Zeile t und Zeile 13 
V. o. zu bespitigPTi, aucli ist in Fig. 46 der Nunius /wrlfteilig gezeichnet^ 
aber als zehuteiliger beziflfert. — Die Autbüoguiig des Doppelsenkels, 
Fig. 55a, macht einen scherzhaften Eindruck; der das Lot L tragende 
Faden oiiiB durch die zentrale Bohrung des Gegengewidites M dnrehgeflthrt 
werden. Das in Fig. 55b abgebildete Lot ist seiner üngenauigkeit wegen 
unbrauchbar (iänzHch mißverstaiulon ist die S. 55 abgebildete Vorrichtung. 
Der Sihnudtsche Lotteller dient dazu, beim Loten in tiefen Schächten 
deu Iluhepunkt der langsam schwingenden langen Lote aus Ablesungen der 
Bdckhehrpunkte an den beiden yorlraadeiien Skalen au ermitteln; der liOt' 
körper hängt nicht an einem dünnen Drahtseil, sondern an einem dflnnen 
Messingdniht, die Tidnnin I b^'findot sich am Tage, der Lotteller in der Tiefe 
des Schacht t^s. Dtr duich vier Schrauben verschiebbare prismatische Körper 
wird erat eingesetzt, wenn der Ruhepunkt des freischwingenden Lot^ er- 
mittelt ist und dient txm Fixieren des Lotdrahtes im Seigerpunktei — Dia 
S. 63, Abs. 33 beM^riebenen Lil »eilen sind nicht nach Kreisen, sondern nach 
Rotationskörpern angeschliflfene Röhren (Fig. 63); nur durch Hiegen gp- 
krfimmie Hiihrenlibellon (S. 61) werden lu der Geodäsie nicht mehr ver- 
wendet. Aus diesem Grunde ist auch die in Fig. 73 Ö. 68 dargestellt« 
Libelle ganz nnmOgli^. — 8. 94 ist der sichtbare oder natttriidie Horisoni 
mit dem scheinbaren und der scheinbare mit dem wahren Horizont verwechselt. 
Der letztere darf nicht anders definiert werden als die gekrünmite Erdober- 
Hiicho selbst, wenn nicht in die Lehre vom Nivellieren die größte Verwirrung 
hineingeiragen werden soll. — In ähnlicher Weise ist die S. 95 gegebene 
Definition des magnetischen Mertdians su berichtigen. Nicht die Vertikal* 
ebene^ in welcher die Magnetnadel zum Stillstand kommt, ist der magnetische 
Meridian, somb iu die Durphschnittslinie dieser Ebene mit der Krdoberfliiclie. 
Auch dürfte die gegenwärtige Größe der maguetisuhen Deklination tür \Vien 
näher an 8" als an 9" liegen. — Die S. 215 für die Meßtischaufnahme 
(Fig. 230) gegebene Fehleransgleichung ist Tnfehlt» was sich sofort ergibt, 
wenn man in die Proportion S. 216 die Größen für den Punkt 4 oder den 
Punkt - eiii-set/.t In Fig. 246 kann die Angabe des Punktes C' an der 
jetzigen Steile zu Irrtümern führen, da unter lierücksicfatigung des Gaußsrhr»Ti 
Koetrizienten die Größe CC nur 0,1306 von -BC ist, C' also viel dichter 
an O herangerückt werden mufi. 

Der rülmdichst bekannte Verlag hat dem Budi eine voraflgliehe Aas- 
stattung zu teil werden lassen. 

Berlin. A. SoHNBrnsE. 

Abliaadl\mgexi der Friesischen Schule. Neue Folge. Herausgegebett 

von Gerhard Hessenberg, Karl Kaiser und Leonard Nelson. 
Drittes Heft. Göttingen 1906, Vandeuhoeck L Ruprecht, JC 2.40, 
Subskriptionspreis Jl 2. — . 
Das Heft enthält auf S. 393 — 480 den zweiten (abschließenden) Teil 
der j^emerkungen Uber die Kidlit-Euklidisdie Geometrie und den Ursprung 
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der mathflfmalascheii Oewißheit'' von Leonard Nelson, auf S. 4'>1 — 1 10 
^vier Briefe von OauB und Wilhelm Weber an Frif"^" viinl auf S. I II — ITH 
einen Vortrag von M. T. Djuvara über ,,wi88easchaftUcbe und religiöse 
WeltAnsicht'. 

Nelson nntenmcht in dem jetat ▼orliegenden Teil seiner Arbeit die 

Frage nach der Erkeontnisquelle der Geometrie und setzt sich dabei mit 
Lobatscbewskj, Riemann, Helmboltz, Mill, Mach. Felix Klein mvi Poincare 
auM inandcr: weitschaucnd betrachtet der Verfasser seine Fmtje im Zn«ammen- 
hang der nialhemallächen Erkenutxiis überhaupt, iudeiti er zugleich die 
ArithmetiiieriHurkeit dar Ihthematik, die Quelle anch der arithinetischen 
Axiome und die durchg&ngige Lösbarkeit mathematischer Fragen nniersncht. 
Der Kern der Nf 1 so n sehen Beweisführung ist: Da die Logik 7u mehreren 
gleii liherecbtigteu Geometrien führt, so kann sie nicht die liinreicbeudu 
<^uelle der gültigen Geometrie sein; da andererseits die geometrischen Urteile 
das Merkmal der AUgemeingÜltigkeit tragen, so kfinnen sie nickt ans der 
Erfokrung stammen; also entspringt die gültige, nämlich euklidische Geometrie 
^iner dritten Erkenntiiisqnelle. der von Kant entdeckten „reinen Anschauung", 
welche die synthf»ti^cheu Urteile a priori der Geometrie möglich mache. 
Nelson» Auälubruogen sind ungemein scharfsinnig, von duruh.Hichtigem 
Spraekgewand nnd zweifellos fesselnd und wichtig fQr jeden, der dem 
(regenstand seine Teilnahme schenkt. Ob die keikle Frage nun eiid^nUtig 
g'-löst ist. wap-(. ich niclit zvi beurteilen. Das nach erkenntniskntischem 
Verfahren gewonnene Kr^Mlmi.s deckt sich mit dem. welches 1800 .lulius 
Schultz in seiner „Psychologie der Axiome" auf genetisch-psychologischem 
Wege gefunden bei Die Briefe werfen ein hflbsckes Lieht anf das 
zwisch« n den Absendern nnd dem Empf&nger bestcbcnde Verhfiltnis der 
Freundschaft und Verehrnnp; mathematisches Interesse bietet die Darlegung 
eines Fehlers, den Ganü in einer La plac eschen W' ahrschein lieh kt-itsbetrach- 
tong über die Lage der Kometenbahnebenen entdeckt hat. — Djuvara weist 
doivb Darstdlung der Eantiscken Lebre Tom Wissen nnd Glanben neck, daB 
Wissenschaft und Beligion als G^er unmöglich seien, da sie rdUig ge« 
trennten Gebieten ancrebnren; aber Kant habe den eigentliehni Ursiinini? 
der Religiosität nicht entdeckt; erst Fries halie ihre Qn^-Ue in der ..Ahndung" 
aufgefunden, der aus einem lebendigen Gefühl erwachsenden Cberz^eugung 
nStnlick, daß die jenseitige Welt des Glaubens und die diesseitige des 
Wissens im Grunde eins seien. Djuvaras Ansftknuigen sind ausgezeichnet 
klar; seine Sprache entfernt sich weit von Kants Ausdrucksweise und be- 
we!<;t dadurch, daß der Verfasser seinen Gegenstand vollkommen durch- 
drungen hat. 

Papier und Dmek sind vonflgllck. 

Betlin. P. JoHANKBseoK. 

B* Schmid. FhfloeophieohAe Leaebueh sum Oateaneli an höheren 
Mhvlmi und som SelbatstadixiiiL Vm u. 166 S. Leipng 1906, 

B. G. Teubner. JC 2.60. 

Der Verfasser hat den eigenartigen Gedanken, Abschnitte aus philo- 
80pbis4;hen Schriften zu einem Lesebuehe zn vereinen, «ehr «rlücklich durch- 
geführt. Das Bach enthält auf 166 leiten 40 Lesestücke, in denen Grund- 
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fragen nuumi^^aehster Art, i^mlich metaphysioehen, erkennt uiskri tischen^ 
naturp^iilosophi.schf»n, psycholoeisclien. Intrisrhen, ethischen und ästhetischen 
Inhalts mi Verhandlung kommen, und die eine Übersicht über die brennend- 
sten philosophischen Fragen d&c Gegenwwtt liefern. Unter den ilterea 
Heistern sind Descartes, Loeke, Hume, Kant nnd de la Mettrie berfleksichtigt; 
die Anderen Verfasser gehören der neueren und neuesten Zeit an und sind 
zwar überwiegend berühmtere pliilosophisLlu- Schriftstell pr unserer Tage, 
aber doch auch Münner, die ihr Ausohen in erster Linie ihren naturwissen- 
schaftlichen Leistungen verdanken, wie Darwin, Uuckel, Batzcl, Ortwald und 
Poincard. GegenHW dem mOgliohen Einwände, daß bei der Eflr» des 
einzelnen Stücke der Leser in den daselbst vorgetragenen Gedankfureihen 
nicht rocht hciniiseh worden könne, bfliauptet sirli das Buch (Inn-h dii* 
erstaunliche Vielseitigkeit der in ihm gegebenen Anregungen. Dabei reihen 
sich die ausgewählten Abschnitte durch innere V^erwandtschaft aneinander 
oder sind dnrch sehr Uaie Übergaagserörteningen des Heiansgebws zn einem 
geordneten Ganzen yeraebmolseii- über die getroffene Auswahl mit dem 
Heranspeber zu rechten, wäre zwecklos, da hierin der persördiche Oe«:chmack 
entsclioidtit; wenn aber auch — jedenfalls aus wühl«rwogeuen Gründen — 
so glünzende Schriftsteller wie Fechner, Lotze, Helmholtz und Mach entweder 
gamieht oder nnr in koner AnflUumng m Worte konmeo, so wird doch, 
jeder Lt ser an den gebotenen Perlen der philosophischen Literatur seine 
Freude haben. Primanern, die lür den Gegenstand Neigung haben oder 
gewinnen sollen, kann das Buch unbedenklich in die Hand gpg(>br>n werden. 
Berlin. P. Johanxbsson. 



0. Frölich. Die Entwicklung dor oloktriBchen Messungen. Mit 124 Ab- 

bilduugeu. XIu. 192S. Braunschweig 1905, Friedr.Viewegu.SohD. G.HO. 

Das vorliegende Bändchen, Heft 5 der Sammlung naturwissenschaft- 
licher nnd mathematischer Monographien, ist eine erfiraididie Erscheinong^ 

auf dem Gebiete der elektrischen Meßkunde. 

Ks ist nicht eines der viekm Bilderbfichfr, deren es >"ri I.ngion gibt, 
sondern es will die historische Entwicklung auf diesem Gebiete verfolgen, 
ein Gegenstand, der allerdings dem eingefleischten Berufstechniker, welcher 
nm nach Neuerangen lechzt, wenig Interesse abgewinnen dftrfle, dessen Be> 
bandlung aber in unserer an Idealen so armen Zeit von jedem auf der Höhe 
seines Faches stehenden Faehmanne freudig begrüßt werden dürfte. Dnrch 
solche Schritten wird, wie der Verf. recht treflfend bemerkt, nicht nur die 
überschätv^uug uut erdrückt, die der modeiiie Fachmann den modernen 
Arbeiten so leioht den lllteren gegenüber angeddhen Iftßt, sondwn es wird 
auch oft die Wiederholung eines Gedankenganges Termieden, welcher schon 
früher d\irchgearbeitet wurde 

Es dürfte kaum einen berufeneren Mann /.ur Behandlung dieser Aufgabe 
geben, uls deu Verfasser, welcher das Glück hatte, den Werdegang der 
Elektrotechnik im Verein mit ihrem eisten Fachmann an der Spitie einer 
Weltfirnia durchzumachen. 

Das Werk iriht in gednlnpter Kürze den Entwieklunirsgang der elek- 
trischen Meßtechnik von Oerstedt bis auf die heutige Zeit, geht weniger 
auf die Details der Konstruktionen ein, als vielmehr auf die Prinzipien der 
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WirknngsweiBe unter verstl&diger Beschrankung auf das Notwendigste, wo- 
bei die gefällige und ansprechende Schreibweise des Verfassers kaum den 
Gedanken aufkommen laßt, als hab»» man ps mit einer exakten Materie zu 
tan; man folgt dem Verfasser gern in seinem Gedankengange und ist am 
Ende erstttnnt, welebo FtlUo von geistiger ForBcbung in wenigen Kapiteln 
bewUtigt wmde, ohne daB man eine Lfioke dabei wahrnehmen kann. 

Manchmal allerdings artet diese Knappheit in lakonische Kürze ans, 
so z. B, in dem Knv\t*A üIk t Kondrnsatoren, wo Hr. Frnlich gut getan hätte, 
etwas mehr von seiner EHuhniii<: zum Besten zu geben; femer in den 
Kapiteln über £^lbslindaktion.säpulen und über Apparate ra magnetieoihen 
Meesongen. Auch dae Kapitel über Witmemeaser hltte bei dem immer 
mehr wachsenden Interesse fOr diese Art der Temperaturbestimmung wohl 
etwas eingehendpr behandelt werden können. Ebenso ist das Kapit*»! „Zähler" 
etwas stieimütterlich weggekommen. Apparate zur Welienmessung, 
Dämpfung etc. sind überhaupt nidit erwihnt, was hei dem hohen Interesse, 
welobes wiche Menongen heute mit Becht beanq^chen, bedauerlich er- 
scheinen mufi. 

S' lir instruktiv sind die Meßmethoden behandfit, deren Wichtigkeit bei 
der heutigen Vollkommenheit der Meßinstrumente leider immer mehr in 
den Hintergrund tritt, trotzdem sie es doch gerade sind, welche zu neuen 
Gedanken anregen nnd ni wirklidien Fortschritten verhelfen, und es maß 

rühmend hervorgehoben werden, dafi der Verf. gerade diesem Gebiete, dem 

Titel des Werkes entsprechend, seine besondere Aufmerksamkeit gewidmet 
hat; nur bütten die Methoden der Wechsclstrommessung dabei nicht zu kui'Z 
kommen sollen. 

Wenn der Ver£ sum Schloß das Bild vom Stammbaom der Geschlechter 

heranzieht, so hätte sich hieran, trotzdem das Werk nidbt den Stempel eines 
Nachschlagebuches an der Stirn trii^'V <]<H:h r\n Namenrprrister der Autoren 
würdiger angeschlossen als ein alpJtiabctiäche.s Verzeichnis der Inserenten,^ 
die ohnehin bei dem geringen Umfange des Appendix leicht zu finden sind. 
Das Rehlamebedürfhis des Verlegers wSre dann nicht so kraB zum Äusdrack 
gekommen, wie beim Fehlen eines sDlchen Namenregisters. Trots der er^ 
wähnten Mängel dürfte die Lrktüre dienen Bänd(hens das bieten, was ge- 
wöhnliche Lehrbttcber selten bieten, d. h. Befriedigung. 

Charlottenburg. A. Ko£rs£L. 



Atti del Congresso internazionale di ecienze storiche (£.oma, 
1 — 9 Aprüe 1903). Volume XII. Atti della Sezione VIII: Storia 
delle scienze firiehe, matematiehe, natoiali e mediche. XXIV n. 330 S. 
Boma 1904. Tipografia della B. Accademia dei LinceL 

Auf dem großen intemationah-n Kongresse der historischen Wissen- 
schaften, der in Tfoni wührend der Ingo vom 1. bis 0. April VMYii ab- 
gehalten wurde, war die ( iescliiuht«' der [diysikalisrhen. der niatheniatisehen, 
der uaturhistorischen uud der mediziuiscbeu Wissenschafieu in die uciite 
Sektion gelegt worden, nnd dank den rührigen Vertretern dieser Wissen- 
schaften in Italien, unter denen Herr Loria in erster Linie SU nennen ist, 
entfaltete sieh '-in rf^i-^ T^i Im ji in den gut hesmhteu Sitzungen, welche in 
den -hierfür recht geeigneten isUlen des sehr bequem gelegenen CoUegio 



128 



ItM6BflOIMll< 



Romano stattfanden. Die den Italienern angeborene Lebhaftigkeit und 
Liebenswürdigkeit tmgen in hohem Grade dazu hei, jene Tage far alle 
Gäste zu wahren Festtagen zu machen , deren Andenken als werter Schatz 
in ihrem Geiste bewahrt bleiben wird. Der Torliegende B«nd, der den 
Teilnehmcni der achten Sektion als Gastgeschenk nach mehr «Is Jahresfrist 
zugegangen ist, enthält zuna(li>t die Protokolle der Sitzungen, von denen 
im rranzen neun stattfanden. Dann folgen die zur Diskussion gestellten 
tiint Thesen. Endlich sind die gehaltenen Vorträge nebst einigen eia- 
gesandtem Anfi^tseii solcher Teilnehmer abgedruckt, die am persttnlichen 
ErseheiiMn ▼erhindert waren. Wir setsen die Titel der die Mathematik tmd 
die Physik betreffenden Vorträge her: 

V« Cantor. H^ronymug Ca r dann 8. fila wiMenschaftUches Lebenilnld am 

dem XVI. Jahrhuuderte. 8. 31—43. 
M. Darrel. Tito di Gioranni Bolyai. S. 46—49. 
(«. Vttcca. Sulla storia dfUa numerazione lünaria S. C3— 67, 
£. Lebon. Plan d*une bibliographic analytiqae des eorit« contemporains sur 

rhistorie de rastronomie. S. 81—05. 
E. Lampe. Das Jahrbuch fiber die Fortaehritte der Hathematik. Bllekbliek ond 

Ausblick. S. 97—104. 
Felix Mttller. Über mathematische Zeitschriften. S. 105—113. 

Gnaresehl« LaToiaier aceasato di eflseni appropriato i lavori aeientifid di 

altri. k fondata qaesfaccusa? S. 116- 150. 
R. Alniagi». !^ulia dottrina della marea neli' antichitä olaaaica e nel OMdio evo, 

S. 161 — 164. 

Jl. Baratta. Sulla storia degli apparecchi sismici in Italia. S. lU— 166. 

A. Morl. Per nna. bibliografia j'f^r« l- tim itf.Haiia. S. 167 lfi9 

S* ti&nther. Lo sviluppo del celebre strumento astronomico geodetico nominato 

Jacobaatab, owero Raditta aatronomiciia. 8. 197 — 189. 
€t* üslelii. SuUe misure e sul corpo di CEwto come oampioine di mtsuca nel 

meih'o evo in Itnlia. S. 191—201. 
A. Mori. 11 earteggio scientitico Ui Leonardo Ximenes. S. 211 — 213. 
0« EneetrSm* Über knlturbiatoriaohe und rein Itiehnilflige Bebaadlimg der Ge> 

Hiliirlite der Mathrmatik, ronmnira7.ione del prof. G. Loria. S. 215 — 217. 
P* Taojierjf* Sur Phistoire des mots analjae et Benthe«« en mathänatiqoe. 
8. «19~2«9. 

€• Semigliana. Notizie sulIa letteratura Voltiana. S. SSI' — 243. 

6. Yailati. hn dimoi^trazione «lel principio della leva data da Arcbimede nel 

libio primo suli equilibrio delle ügurc piane. S. 243 — 249. 
€>• Flttanlll. Intomo al libro , J)e prospectiva pingendi" di Pier dei FrancesehL 

S. 2. •.!—:.'»",(',, 

D. Diauilüa«MuUer. Erronea credenza popolare sull' iavenzione della buaaola. 

S. 2G7— 270. 

A. von Bravnnifihl. I^eiträg© zur Geschichte der Integralrechnung. S. 271—284. 
V* Pagani. Viciaaitadea de quelqoea «icbantillonB m^t^riqaee d, travera lee ei^clea. 

S. 2»ö— 291. 

T« Tomil-Batta* Frammenti di naore lieeiche intorno a Nieolb Tartaglia. 
S. 293— S07. (Mit Bildnis n. Facsimile sweier Manoekriptseiten.) 

Dieser großen Zahl einzelner Artikel gegenüber muß Referent darauf 
verzichten, auf den Inhalt der Mitteilungen näher einzugehen. Die bloße 
Ansicht der Titel zeigt, daß der Hand eine Menge interessanten Stotl'es ent- 
hält, und daß eine weite Yerbreitong dem Buche sa wQnsdiwi ist 

Berlin. E. Lampb» 



Termiselito MitteHnngeiL 



L Aufgaben und Lehrsätze. Ldstmgen. 



A. Aur{B:ab(^n und L«brsitM* 

162. Vou dem folgfiideii planimetrischen 
Batze wird eia einfacher geometrischer Beweis 
gewünscht: 

Stellt in dnem gewOhnlieheii oder ttber- 
•ehlageiNii Tnpeze der eine Schenkel raf den 

Grandseiten senkrecht, und bfscbn^ibt raun nm 
beide Srhonk«! als Dunhmeiiser Kreise, so 
bilden ihre zwei Paare Schnittpunkte mit den 
Qegatiacheiikeln wieder eiD Trapez, in dem 
der eine Behenkel auf den Orondeeiten senk' 
recht steht. 




Berlin. 



P. SOHAFHMTUH. 



Iö3. Es ist zu Ijew i-.^ !! . duü die !?p^nltante von = x"* a, 
/j = + X -f- 6 eine itredujsiöic ratioaale ganze i^ uuktioa der ünbestimrateu 
a und b iit 

Budapest Joaxr KOksohIk. 

164* Bei der Didarimiiiante der Oleidning 

welche eich bekenntiich ala wie rationale ganze Funktion der Konstanten 
dieeer Gleichung (A^, A^, , . . Aj darstellen UL0tf ist 1) die Summe allw 
Zahlenkoeffizienten = ± (« + 2) der Koeffizient von ^""^ «— ± 

Diese Sätze sind zu beweisen, und die Von&eiohen + txi präzisieren. 

Königsberg i. Fr. L. Saalschütz. 



165. Satz. Alle Ebenen, die aus zwei festen Ku^'oln Krei'ip %'on 
gleichem Radius auäschneideu , umhüllen ein Rotationäparaboloid, daä die 
Fotenzebene der beiden Kugeln zur Scheiteliangeutialebene und die Mitte 
der Zentrale sum Hauptbrennponkt hat. 

Kredau. stud. math. F. SoBLaasL. 
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180 yenniadite Uüteaviigwi. 

166. Gegeben eine zum Koordiuatenanfangspunkte symmetrisch Hegende 
ÄMimiäe mit dem Parameter a, deren Spitzen dureh Bögen Ton Kreisen, die 
um die Punkte sB — ^Offf^^a mi dem Btdins o geadibgen sind, ver- 
bunden sind. Wie groB Ist die Maicimilentfernnng swisehen Enis- nnd 

Astrolidcnbogen ? 

Potsdam, am 11. Mä» 1906. Otto Mjsxasnsb. 



167. Die neun Größen a^, bilden in der folgenden DmvteUung, wo 
«II, die geraden elliptischen Thetas, %, beliebige Argumente 

bedeuten, ein Orthogonalsjstem: 

+ <<»ib) — - ^(«it - •«!») — Kft*h - 

wo il *» ««i^^giti — '8>,«i«ii|. 

Wie stellen sieh hiernach die «ugehOrigen sechs DifferentielgröBen j?^, p^^ 

welchen Differentialgleu^ungen genügen sie^ waim idi 
Toraussetae, daB die Argamente n^, Funktionen einer einngw Variablen 

t sind? 

Berlin. ■ £. Jahmkb. 



168. Zu der bekannten Integralformel 
hat Caucby (^Jouiu. de ri:;cole Polyt cab. 28) noch folgende aufgestellt; 

r(x) "J^'*^^ — MogW«. 



Beide Formeln sind spezielle Fälle der folgenden: 

f 

- e-H"' (log tYT^{t, X) dt, 

wohn n eine beliebige ganze positive Zahl bedeutet, und die ganze rationale 
Funktion der Funktionalgleicliung: 
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genttgt Eb findet lieh der Beibe naeh: 

j^^ij- xf - 6<(< — xf + 4< — 4- — /, 

und es ist stets auch — — 

Anwig (Böhmen). A. Kbüo. 

169. Im Scheitel ein«« beliebigeu Kegelschnitts wird der Uskuiations- 
kreis gezeichnet. Von einem beliebigen Punkte Q des Kegelschnitts werden 
an den Osknl^tionekreie die beiden Tangenten geiogen; die «ine tangiert 

den Oskulationskreis in A und trifft den Kegelschnitt zom zweitenmale 
in P, die nndere Tangent»^ berührt den Oskulationskvpis in B inul trifft den 
Kegelschnitt zum zweiteuiuale in 7^ Zwischen den Taugeuteuabschnitteu 
QÄ ^QB = t^, PA = imd RB = besteht die Gleichung: 

_1 A 4. i. if 

woriu t die uumeriäche Exzeutrizitüt und p den halben Parameter duä 
Kegelschnittes bedeutet — Für die Hyperbel ist noch su bemerken, daB 
ein Tangentenabsrhnitt, welcher seinen Endpunkt im andern Hyperbelast 
hat, negativ zu rechnen ist 

Anssig (Böhmen). -> stad. math. J. Krug. 

170. Die Zentralkraft F(r), weich« eine Bewegung längs der ebenen 
Kurve veranlaßt, deren Gleichung in homogenen rechtwinkligen Koordinaten 
f{xi^ % ^) ™ 0 lantet ist, wenn die Hasse des bewegten materiellen Punktes 

i geeetit wird, gegeben durch den AusdnK^i 

worin J — \f^^\ die Hossesche Kovariante für die homogene Funktion 
f{Xy, x^, a^j), C fiiu' Konstante und r die jfnvfili^'t- Entfernung vom 
Attraktiooszentrum, welches als Ursprung des K<iurdinatensjstems an- 
genommen ist» bedeutet 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josef Kiiuo. 

171. Nach Pappus wird ein Rotationskogel durch eine gewöhnliche 
Schraubenfläche, deren Achse mit der KeLflacli-»* zusammenfuUt, in ein^r 
Kurve geschnitten, deren Projektion auf eine zur gemeinsamen Achse senk- 
rechte Ebene eine Archimedische Spirale ist Was entsteht nnn aus der 
Baumkurve bei Abwickelung des Kegels in eine Ebene? 

Speyer. H. Wiei.bitnsr. 
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172. Gegeben eiue Beruoulliäclie Lemniskat«. Man ziehe das System 
der Parallelen zur Hauptachse der Kurve und lege die Kreise durch den 
Uittelptinkt und je cwei nicht aufiBiiianderfolgende Schmt^mikte einer 
Parallelen. Was ist der Ort der Mittelpunkte dieser Kreise? — Aw dem 
Ergebnis ist eine einfache Konstruktion der Lenmiskate herzuleiten. 

Spejer. H. Wisleitkbb. 



178, Werden die Ecken eines Dreiecks mit einem vierten Punkte 
seiner Ebene verbundnn. so liegen die drei Punkte, in denen die harmonisch 
zugeordneten Eckenstrahlen die gegenüberliegenden Seiten schneiden, in der 
dem wülkfirlichen Punkte harmonisch zugeordneten Transversale. Welche 
Envetoppe hat in der Ebene eines Kegelschnittes diejenige Transversale 
eines Polardreiecks, deren harmonisch zugeordneter Punkt den Kegelschnitt 
bföchreibt? Welr-her Punkt der Ebene beschreibt dieselbe? 

Holzminden. 6. Kober. 



174. Xaoh Tsrbcbysrlicff i^r/'ni. Pctorsburg (6) 7 (1851» i = Oeuvres 
1. 1, p. hat unter allen ganzen Funktionen nten Grades der Form: 

ä*^-p^af-'-f i*J»«-i« + l»« 

die Funktion 

J'nW"' 2„ 

die Eigenschaft, sieb rwischeti den Grenzen r — — h und i- = -f am 
wenigsten von Null enttVriien, und zwar beträgt die Abweichung höchstens 
X — A":2"''^ Hieraus tulgt, daß unter allen ganzen Funktionen, deren 
Grad gleich n — 1 oder kleiner ist, die Funktion 

sich in den Grenzen f — h • ■ ■ -\- }i) am wenigsten von der Funktion af" 
entfernt. Im besonderen ergil)t sich für der N&hönmgsausdruck: 

dessMi Ahweidiung von hfldistens : 8 betrftgi 

Bei Benutzung des Nftherungsausdruckes Q^i») tBct ^ eriiilt man fttr 
die ganze Funktion vierten Grades: 

B{x) - iijB* + ^x* + <7« + D 

als Nshenrngsansdrack eine ganze Funktion zweiten Grades und daher ftlr 
das elliptische Integral erster Gattung 




als Nshenmgawert ein Integral, das sich dnrch elementare FnnktioDen aus- 
fuhren ISfit; dabei ist A in geeigneter Weise su wihlen. 



Ymmiichte IfitfailnngMi. 
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Es sollen Grenzen für die Abweiclmug zwischtn dem elliptischen 
lutegral und dem ao gewuuneuen ^iäherungswerte eruiittclt uod im be« 
wnäoM imtanuoht worden, wie rieh die Anniherang gestaltet, wenn niMi 

i2(a-) = (/,«_x') 

ninunt^ wo k eine Konstante bedeutet 

Hannover. P. Stäckel. 



Zu 81 (Bd. n, 8. 213) (£. Lampe). ^ Eine Termeintlielie Ltenng 

der Trisektion eines beliebigen Winkels geht foHgeodermaßen vor. über 
einer beliebip^n Ccraden DDj als Durclnnt-s^pr wird ein Halbkreis gezeichnet; 
man teile sowohl i>l>^ als auch den Halbkreis in drei gleiche Teile. Ist 
B der Teilpunkt tob DI>| nichet D und A der des Halbkreisee nichet D, 
so beschrribe mao dnrcli 
A und B denjenigen 
Kiifti«^ dessen Zentrum auf 
DDj liegt. Nun wird 
behauptet, dafi dieser 
neue Kreis jeden anderen 
Kreisbogen, der durch 
D nnd geht, in einem 
solchen Punkte 1 achnei- 
det, dafi Bogen DT 
g]eiGh|D7J)i ist Welche 
Ann&herung gibt diese 
Konstniktion ? 

Wählt man die Ge- 
rade i>J>| als X-Aehse 
eines redhtwinUigen Ko' 
ordinatensystems, dessen Anfangspunkt der Mittelpunkt des durch Ä und B 
gehenden Kreises sein mfige, und bezeichnet die Koordinaten von I) mit 

(p\ 0), die Gerade DD^ mit a, so folgt (s. Fig.) wegen DB — DA — ^ 

imd ODA — {j« aus dem Dreiech ODA nadi dem Kounussafze: 

^«'H- ~y jp'* -I- ^ -I- woraus sich x* -> f a eigibt Demnach lautet 

die Gleiehnng des festen, dnnsh A nnd B gehenden Kreises, wenn ss nnd 
y die Koordinaten von T sind: + ^ 8^* ^ ^ Taxiablen, durch D 
und Dl beschriebenen I&eises 

(fa-*)»+(|f-6)«-r»-6>-|.^, 

wo — & die Ordinate des Mittelpunktes ist 

Durch Elimination Ton jr ans beiden Gleichungen ergibt sidi fftr die 
Abszisse des Sdmitfpunktes T der beiden Kreise folgende quadratische 
Gleiehunffs 
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woraus 



SB ^ 



16a* +96« 



Der zum Bogen D TD^ gehörige Winkel sei % d&un ist & = — j ctg ^ ^ 
durch Einsetzen wird mithin: 



X = 



Da filr dpn Punkt ^ wepen tj; = tc, x = |f a ist, also j^** = ^ = ij'' '^^^^ 
X mit abnehmendem ^ wächst, so ist nur das positive Vorzeichen zu 

Man schreibe x in der Fonii: 

* - ».f ^Vt* (t *«• + i V*» + WT») 

und entwickle l/49 4- 48tg^|tf; in eine Reihe; 

>^49 + 48 tg»i^ - 7(1+ g tg« - 7(X + ä tg* iip ^ • • •)- 
Daher wird 

Nun ist 

Ersetst man hiorin 9; durch obigen Aiudmek, m> geht m nach einigen 
Terein&chimgen Uber in: 



m 



8 ^ »-i-64«g«i^ 



oder nach ausgeftlhrter DiTiaion in: 

•»- f 11 + gtg'i.^ T ••-]*- i [1 + T ■• •} 

,8 



Durch Einsetzung von tgJr^ = Yt/^+| erhält man weiter 

Wird der zum Bogen DT gehörige Winkel mit cp bezeichnet, so ist 
«»l-S od« d. ar-3iL_= und .«Bit 

^ = arc sin sin \ ti^. Unter Anwendung der Betheoentwickehmg für 

arc sin sin und Einsetzen des Wertes für m folgt: 

wo noch sin durch die Beohe ersetat worden isi 
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Nach aiugefiahrtor Multiplikation «rgibt sich: 



ISÖ 



9 = + 



63 . 2 . a 

1 

8». 8* 
t 



9 = f ^ + 



1 
UM 



Die Konatruktion ist, wie unmittelbar emohtHoh, genau für *m Q und 

%r = 180®. Zwischen diesen Werten finden Abweichungen statt. Der Fehler, 
der dadurch entsteht, daß der durch A und B gehende tri^s^zierende 
Hyperbelast in der vorliegenden Konstruktion durch den durch diese Punkte 
gehend» Kreb enelat iat, wird durch naehfolgende Tabelle gegeben, in 
der 9 den naeh der uTsprOnglichen Formel 



den mittels des Gliedes ii^t^' berechneten Fehler bezeichnet 



9 
9 

9 

8 

9 

9 
9 

9 



20*» 
6" 40' 
7,776' 
7,737' 

60« 
20« 

8' 29" 

100® 
83° 20' 

ii'se" 

186« 
19'14" 

146^ 
48<»40' 
19'14" 



30» 
10« 

26" 
•26,1" 

70® 

2 3® 20' 
4' 50" 

ö'ia,6' 

110" 
36®40" 
14' 16" 

188<» 
46* 

19'18'' 

150» 
60» 

18'46'' 
64'24" 



40<» 
13« 20' 
1' 

1'1,5" 
80® 

2f)® 40" 
6'34" 
8' 16" 

120® 
40® 

16'42" 

aröi" 

140» 
48»40' 
19'24'' 

160» 
58« 20' 



50® 

16® 40' 
1'54' 
2'0,9" 

90® 
30® 
9' 10" 
ll'4d" 

ISO® 
43® 20' 
18'8" 

14S» 
47» 20* 
19'22" 

170» 
56» 40' 
10' 



176» 
58»40' 
4'd8" 



XSine Vergleichung der Werte von mit denen von d läßt erkennen, daB 
das CUied jj^^' don Fehler bis su 30» angenShert wiedergibt Femer 
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zeigt die Tabelle, daß der Feblpr 
Minute erreicht. Das Maximum der 
luigt bei 140* und botrigt l^Si". 

Berlin» d«i 83. April 1906. 



erst bei -ip =- 40® den Betrag einer 
Abweicliung des Winkels 9 von 

gtud. matib* Wkrnkb Qaidbokb. 



Zu 84 (Bd. n, 8. 818) (K N. Barisien). — Le foUum qiii a pour 
Dilation en eoordonn^e« rectangolaares 

ft un perimetre equivalent a celui d'une ellipse de demi-axes de longueur 
a at 8a. 

Das Bogendifferential da hat die Form: </s = dg> ^ r* + , mithin 

fOr unsere Kurve ds d^Yt^WB^Uip + 4a' ain' 2^ woraus für dsn aohtaa 
Teil des Umfiangs: 



4 

{^~f ^^1 + 3 sm» 8^^(89), 



4 



mitlim ftr den gauen ümfuig: 8^ iaf yi + 8 wn* 2^ (2(2^). Andrer- 



seits I&ntr> die Parameterdarstellimg der Ellipse, welche die Halbachsem a 
und 8a hat: — 2a cos 9, jr <— a sin 9, also wird 



is — ySjr*+^* — oy4 8in*9 + eo8*9 d^. 

oder cfjT «= a)^l + 3 sin*' 9) (i9>. Für den Bogen der Ellipse wird daher 



n 

2 



g^4a yVl + 8 sin* 9 dip. Nnn ist Isielit su sehen, daB die beiden 

0 

Bogenint^grale übereinstimmen; d. h. „die vorgelegte Kurve hat mit einer 
Ellipse mit den Halbachsen a und 2a gleichen Umfang." 

loh füge noeh die Bemerkung hinsu, da0 aaeh die FUeheninhalte der 
beiden Kurven untereinander in einfacher Beziehung stdien. 

Beaeiohnet nttmlioh jP den Flltidieninhalt der Eurre, so ist dF—ji^d^ 



4 



mithin F-> ^o*^ 8«)» (^9 -> ^* Der Inhalt nnserer EUipse ist 8a^», 

0 

d- h. „der Inhalt der vorgelegten Kurve ist pleinb dem Herten Teil de» 
Inhaltus einer Ellipse mit den Halbachsen a und 

Berlin. stud. math. Werker Gaeoeckk. 
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Zu 41 (Bd. II, 357) i E T ampe). — Von der Spitze 0 eiuer Kardioide 
ziehe man den Iladius OP nach einem beliehigen Punkte P derselben und 
beschreibe über OP als Durcbine&ser iu dt^r zur Ebene der Kurve senk- 
rediten Ebene einoi Knie. Wddies ist die Gleidrang der kniimiie& Ober- 
flUche, die durch alle m konstmierten EreiBe eraengt wird? Welehea ist 
dae Volumen dieser Oherfläche? 

Es sei i l i r = f[0) die rileichuncj einer Kurve in ebenen Polarkoonii- 
caten r, 0 mit dem Untprung O, wu f{ß) eine stetige und eindeutige Funktion 
des Argnmeiits bedeuten möge. Über jedem Radiusvektor r als Durchmesser 
errichten wir den Kreis, dessen Ebene senkrocht auf der Koordinaten- 
ebene steht; diese Kreise bilden in ilirer stetigen Aufeinanderfolge eine 
krumme Flüche, deren Gleichung wir zunächst aufstellen wollen. Ist Q ein 
variabler Punkt dieser Oberflüche und schließt — ^ mit der Koordinaten- 
ebene dm Winkel i» ein, so ist bekanntlich (9) ^»r* cos». Daher ist 
die Gleichung der Oberfläche (3) p — f\ 0'^\ ■ cos w in räumlichem Polar- 
koordinaten p, ö, m. Wenn die ursprüngliche Ebene die x//- Ebene war, so ist 
der Übergang zu rechtwinkligen Koordinaten gegeben durch die Gleichungen 

je a- ^ cos CO cos 0, 2^ » ^costosin 0, je — psinco. 

Die Kurve (l) möge die Orundkurve und die erw&hnten Kreise die er- 
zeugenden Kreise der Flüche (3) genannt werden. 

Wir stellen uns die Aufgabe, die Oberflüche Sl und das Volumen V der 
FUehe (3) zu. berechnen. 

Nimmt man auf der Grundkurve (l) zwei unendlich benachbarte Punkte P 
mid P' an, so ist PP' = ds ein Hogenelement von (l), und die beiden 
Raüienvektoren OP ^ r und OP' = r -|- (7r bilden mit einander den iuüni- 
tesimalen Winkel dO; denselben W^iukel dO schließun auch die Ebenen der 
beiden durch OP nnd OP' gehenden erzeugenden &ei8e em, wdche auf 
der Flidie (3) ein unendlich schmales siehelfBrmiges Oberflilchen^ement dSl 
TiTid ein unendlich dünnes keilff'irnii^'es Volumelement dV begrenzen. Legt 
mau jetzt durch die drei Punkte 0, i' und 1'' in der a;i/-Ebene den Kreis 
(ij) r~2ceoä\0 — y), dessen Mittelpunkt die Polarkoordinaten c, y hat^ 
imd betrachtet diesm Kreis als Grundkurre, so ist die eraeugte FMdie die Kugel 
(8,) ^ — 2 c cos (ö — y) cos w oder + -f- ^* =• 2 c(» CM y '\' p tan f\ 
auf welcher die beiden durcli OP und OP' gelegten erzeugenden Kreise 
das Oberflächenelcment dfl^ und das Volumelenient d\\ b<>grenzen. Diese 
Kugel (3j) berührt die Fläche (3) läugjj des durch OP gelegten erzeugen- 
den Kreises. PP' als Bogenelement des Kreises (iJ möge mit dsi be- 
seichnet werden. Dann ist bis auf unendlich kleine GröBen höherer Ord- 
nung nicht nur = ds^, sondern auch (4) <7.Q = rZ.Q, , Jr = dV^. Ist 
nun Sil der .sicheltf3rnaige Ausschnitt der Kugelohertiäche der begrenzt 

ist von den erzeugenden Kreisen ö — y und 0 0^ so ist bekanntlich 
^ — » 2«*« sm (0 — y) , daher dSl^ — 2<^it cos {0 — y)dd^ oder einfach, 

weil nach (l,) 2c cos (ö — y) = r und 2cd0 ds^'mds ist, diij «»y «rd*, 

also nach (4) 

(5) dSl^\itrdB. 

Ist andrerseits Fj der keilförmige Ausschnitt des Kugelvolumens (3,), 
begrenst Ton den ezzengoidea Kroseo 0 und 0 0, so ist| wie bekümt^ 



Digitized by Google 



188 Termiachte MitteüaBgeB. 

F, Tf^ sin (ß - }•) [1 - l ^m^(0 - y)], daher ^H', - «c» COS» (6 - y) ilÖ, 
unU nach (Ij) dFj — -^ «r*dö, demnach wegen (4) 

(6) dV'^inr^dß. 

(Vgl. die Bemerkung des Herrn £. Lampe zu der von Herrn W. Siege- 
ln ann gegebenen Lösung Band VII, 173.) 

Die Formeln (5) und (6), in denen nur die Koordinaten r und 6 der 
(frundkiirv«' ( l) vorkommrn. könruMi leicht integriert werden. Ist etwa 0 
die Unabhängige, so seien die Grenzen 0^ und 6^, dann ist unmittelbar 

(7) rr.|*.dö, (8) V^^Jf^.de. 

«• «• 

Diese Fonnt ln lassen sich auch aus den gewöhnlichen Doppelintegralen her- 
Icitf^ ru woli-h*' tlr die Oberfläche und das Volumen der FUÜÄe (3) au^i^tellt 

werden können. 

Bei^fiiele: A) Die Qxondkanre sei die Kardioide r 2 a cos* ^. Hier 

ß BS 
ist ds^2aeos ^ dO; daher wird <IA«-'2)e<i^oos'2 dV'^ira*eM*^'d6 

das Oberflächen- bez. Volurut i* ment des Körpers 9 = 2a cos* — • cos co. 

Intu^ert man von 0 ~ Q hia $ ir^ so eriiAlt man als halbe Ober- 
fliiche bez. halbes Volumen: 



j 1 



0 
n 



V - na'J* TOS» J . - «»a». 



B) Die Lemniskate r — al/co8 2ö als Grundkurve liefert tis = — A^-' 

Ftlr die betreffende ElSohe bat man ifA —l^o^fl^, dV^ine^eoi*2$*d$, 
Porch Integration von 0 0 bis ^ ^ findet man als vierten Teil der 
GetamtoberflSche i2 »^Tc^a', wlbrend der vierte Teil des OesamtvolnmenB 

n 

I 

ist. Nun ist identisch: 

4l(tui 2ByeM2e) (^3 00«» 20 - - V 

\ yco8 2&/ 

daher umgekehrt: 

Tcos^ 2ö .dö==i / - J^ + tain2öVcos 26 
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und durch EmflÜmmg d«r Oronzan 0 » 0 und ^'^^ 



4 

de 



Vom II« 

8ubstitaiert man noch gin ^ • «in ^, io wird: 

weldlBS alao den vierten Teil des Gesamtvolumens darstellt. 

C) Zum Schluß wollen wir noch die 2 x - blättrige Rosette, die in Polar- 
koordinaten durch die Gleichung r^ = a^cos''n^ gegeben ist, zur Gnmd- 
hnrre wSUen. Beschrftiiken wir uns auf ein Bbtt« indfim wir etwa $ 

zwischen den Grenzen + nehmen, so ist 



+- 



St - f«a*J ^^08 n 0 yoos* nQ ^ n' um- nO • dß , 



if 
u 



+ - 



F-{«a»yco8»nÖdÖ. 



'tu 



Haibioren wir daa IntegrationainterraU nnd mnltipliiioren wir dafBr das 
Ihfagial mit 3, ao kooiint» womk man aodi 0 ~ ^ «inAhit, 



i 



^ 4 



t 

7ta' 



n* /* j , na* 



In Sl setzen wir sin 9 » « nnd edulten dann: 
1 

Aussig ^Böhmen). ' »tud. math. J. Krvq. 
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Zu 125 (Bd. IX, S. 91) (E. Jahuke). — Mit BenuUung der Gratt- 
mu naschen Methoden sich jede Gerade (als gebundener Vektor auf- 
gefafit) dnieh die Kanten des BeaugstetnederB E^E^E^E^ darsteUen, wobei 
die Koeffiaenten die bekannte Plüekeraehe Bedingung erfUlen. Sind also 

zwei beliebige Pnnkte, m> stellt das &n£ere Produkt 

[P,PJ - n„[^r,ii] + Oj^iEtEji + • • + <»ie[^.^J 
eine beliebige Owrade (gebundenen Vdctor) dar. Dabei bedeuten die a^g 
die seehs ünterdeterminanten der Matrix Ii j| . Ebenso büdo 

^31 ^Sa ^ZA I 

ick die äufiereu Produkte . . . [Pa-Pj und erhalte die vektoriellen 

Darstetlungen der Kanten des Tetoaeders P^P^P^P^. LOse ich diese Olei- 
cbnngm naeh den Kanten des Bezngstetraeders auf und nenne «ii^ die an a,-^ 
gehörigen ünterdeterminanten, so ist z. B. 

Da nun die redite Seite eine Gerade darstellen soll, muß sein 

«^4 + «l««»(6 + «««« ~ 0 (f-l, t| ... •) 

Berlin. E. Jabmkb. 



Zu ISO (Bd. IX, 303) (A. Krug). — Es soll die Anzahl der Schnitt- 
punkte der DiagonnUn eines konvexen n-Edes im hmem und aufierhtüb des 

n-Ecks bcylimmf nrrdm, 

1. ZuuiicLäl ujögeu alle Seljuittpuukte als voneinander verschieden au- 
genonutten werden. Wir betrachten die von einer Ecke, etwa A^^ dea 

Polygons . . . A^ ausgehenden n — 3 Diagonalen. Dann findet man 

leicht, daß die Diagonale -1,-1, gerado (v — 2) (n — v) Schnittpunkte inner- 
halb des >i - Keks entliiilt. Z.Ii, liegen luif .1 , ^-1., 3 f// — 5) Schnittpunkte. Von 
den 3 (#t — 3) Diagonalen, die von den Etkeu A^^ A^ und A^ iiusgehen, 
kommen ntmlich in Abgang: aus der Ecke A^ die Diagonalen A^A^ und 
Ä^A^<) von A^'.A^A^ und A<^A^^ von A^x A^A^ und A^Ar^\ und so liefern 
allgemein du (v — 2^ (v .'3) Diagonalen A^A^^ für die ;• < - < i- ist, 
keine zu zählenden Schiiittimnkte. TJio Anzahl S aller Schnittpunkt«, di© 
auf den n — 3 von A^ ausgehenden lUugonalen liegen, i.st demnach: 

S = 1 . (^ri — 3) + 2 • (» - 4) + h (« — 3) . 1. 

Diese SuBune serlegen wir in zwei: 8^ S^, wo: 

(2) Äj — 1 • f» + 2 • n H 1- (« — 3) n, 

(3) ÄTi — 1 • 3 + 2 . 4 -i 1- (w - 3 ) (« — i) 



w — 8 *— S »1-3 

-^A(A + 2)-^A»+2^A. 
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Nach bekaoDten Siitzen der Kombinatorik wird: 
<4) 8,^n'--^^i^^--'> 

(5) ^« (n - 3}<n-2)(2n-5) ^ ^ (h - S^ ti - 2) _ (>. - 2}( M-8)(2n4-l) ^ 

Wenn wir nun S mit «, der Anzahl Uwr Ecken, multiplizieren, so er- 
lialten wir daä Vierfache der Anzahl der Schnittpunkte, denn z. B. wird der 
Sehnittpunkt der Diagonale AgÄ^ und AfA^ bei den vier Punkton A^, A^^ 

A^, Af, jedeunal nen gedhlt. Also ist j 6' die AnaaJil der imltinem 

deä n-Eckä liegenden Diagonalschuittpunkle. 

9. Es kOimen mehrere Sehnittpunkte in eben einzigen KummmenfiiUen. 

Gehen durch einen Bchnittpunkt k liiaponalen, so ist er ^^j mal zuzählen, 

weil sich ja ^^m allgenieineti Fu11p'\ der bei der Ab/.rihlung im 1 zugrunde 

l^elegt wurde, k Gerade mal zu je zweien schneiden. 

tJ. Nunmehr wollen wir fostsfollon. wie groß die Anzahl der außerhalb 
des «-Ecks gelegenen Dia^onalschmltpunkte ist. Diesp ist offenbar gleich 
der Zahl alhr Schnittpunkte, vermindert um die Anzahl der Schnittpunkte 
im Innern und nm die der Eekpunirte; es fragt sidi nuHf wieviel&ch jeder 
Jfielqnuikt A^ des m-EcIcs tu rechnen ist Es schneiden sich it — 3 Diagonalen 

in ihm, also ist jeder Edcpnnkt ~ ^ ^ mal zu au silhlen. Die An- 
zahl aUer Schnittpunkte der ^ (** ~ 3) Diagonalen aber ist 

'■'(«- 8)'-^ (»-8). 

folglich ist die Anzahl ^ der außerhalb liegenden Schuitt{>uukte 

<7) e - !^ (, _ 8).-i (« - 8) - {D - « 

Eine leicht zu verifizierende Rechnung ergibt: 
oder 

(8) ®-U"7> 

Potsdam, den 19. Angost 1905. Otto MmeamaL 

Zu den AusfiihmDgoü des Hecm 0. Meißner mttehte ioh mir swei 
kurze Beiücrkungcu gfstatteu: 

Nach Formel (1 j könnte, wie folgt, fortgesetzt werden: 

- (— -2'»». 
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naeh beilnanitwi Foimflln fttr Sv und 2^ 

^{n — £j j g 6 . • 

womit gleich die Formel (6) gewonnen ist. 

D'io Anzalil der im Tnnem gelegenen Diagonalschnittpunkte läßt sich 
unmittelbar angeben, wiim man bedenkt, da.ß je vier Eckpunkte einen and 
nur einen im Innern gelegoaen Diagimalsolmitipunlct de» koureziB «-Eekw 
bestimmen, Ihre Annhl ist alio gleidi der Anzahl der Kombinatimien toh 

n Elementen (den n Ecken) der vierten Klaaee ohne Wiederholimg = • 

Aussig, Böhmen. A. Kbüo. 

♦ 

Zu las (Bd. IX, 303) (M. Peehe). — Erste Lösung: Der lÜttelpmikfe 

dra Grundkreises der Kr^evolvente sei Jf; die Normale PN berühre den 
Grundkrei» in Q\ durch Q lege man die zu NT senkrechte Gerade, die 
XT in P' trifft, und von M aus falle man auf QP' das Lot MQ'] außer- 
dem setze man MQ = r, MQ' = r'. Dann sind die Dreiecke PN1\ P'NQ^ 
Q'QM SihnUeb; daher hat man 

AP " TP » ^JV' " Mg ' 
mithin, da TP— ist, 

NP+QN MQ ^ Pq 'MQ r 

Weü -^P'Q'M ^ PQM = so ist AP'Q'M^^PQM, und weU QP 
Tangente des Kre^es (üf, r) und P ein Punkt der ErolTente dieses EMiaes 
ist, so ist aneh Q'P^ Tangente für den Ems (ir,r') und P' ein Punkt 
der zugehörigen Evolvente, und da außerdem noch ^Q'P'T = 90° ist, so 
ist die Gerade F' T oder NT Tangente dieser Evolvente Letztere wird 
also von der Geraden NP eingehüllt. Der Radios r' ihres ünmdkreises 
ist gleich der Projektion von PT auf NT; denn wenn man tob P ans auf 
NT das Lot PE fUlt, so ist AQQ*M^PRT, mithin JT^'-Ar. 
Prenzlau. W. Stboemamk. 

Zweite Lösung. — O sei der Mittrlpunlct des Gnindkreises mit 
dem Itadius r und P ein Punkt der Kreisevolvente, weiche ihre Spitze 
in 8 auf der Peripherie des Kreisee hat Durdi P ziehen wir die 
Kormale, welche den Grundkrns in Jf tangiert, und die Tangente, auf 
welcher wir PT = MO abtragen. Der Winkel MOS sei a: folglich ist 
PM = TO = r«, d. i. die Entfernung der Tangente vom festen Kreismittel- 
punkte. Bewegt sich nun der Punkt M auf der Kreisperiphehe um den 
Zentriwinkel ^«r weiter, so erleidet gleichzeitig die in P an die Kreia- 
evolTente gelegte Tangente, da sie mit dem Radius OJfef stets paraUel ist, 
eine Richtungsverschiebung um Ja und eine Entfemungsvergrößerung von 
O nm rJa. — Wir können umgekehrt auch hnhaupten: „Wenn sicli oiue 
Gerade PT in der Ebene so bewegt, daß jeder Kichtungsänderung um den 
Winkel eine EntfenrangsvergrBßerong von einem festen Punkte 0 tun 
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r^ii entspricht, wobei r oin konstatitor l'rnportinTKilitätsfaktor ist, so um 
hüllt dieäe Gera<le eine Kreise volv oute, derciu Gruudkreis 0 ziuii Mittelpuukt 
und r zum Badins hat** 

Wenn wir nun auf der Geraden MP dftS konstante Stück PN ab- 
tragen und den Piiukt .A' mit T verbinden, «'o laßt sieb auf die Orniflc 
TN der eben aufgestellte Snt7 anwenden. Nämlich: Dns rechtwinkelige 
Dreieck TPN bleibt bei seiueiu Fortrücken mit üicb selbst kongruent. 
Jeder BiofatnngB&ndemng v<m FT um Ja entspricht dieselbe Änderung bei 
TN. Die Entfenrang der Geraden TN von ist gleich der Höhe des 
ParallelofTTamms TNN'O, dessen Oninfllinie 7'.V parallel mit ON' ist. 
Dieses Parallelogramm ist flächengleich mit dem Ilechtecke OTPM = r ■ ra. 

Dahw ist jene Höhe " 'jjf'*'» ^ Entfemungs&ndenuig der Geraden 

r* 

TN von 0 bei der Drehung um den Winhel Ja betrttgt ^, ^ - J«- Daher 
hflllt die Oerade TN eine EreiseTolyente ein, deren Ornndkreis 0 zum 

Mittelpunkt und ^. zum R«flius hat. — Zieht man lu dem rechtwinkligen 

Dreiecke TPN die H\ potenusenh'ihe I'Jk, so folf^ aus «1er Prciportion 

TB zPT = PT: TN, d&ä = TJ{ ist. — Die Öpitte 6" der neuen Kreis- 

evolvente üsgt so, daß ^ SOS'=^ PTN* 

Aussig, Böhmen. stud. math. Joskp Kbuo. 



Zu IXi (Bd. IX, 377) (E. Jahnke). — Ist 0 d*r Mittelpunkt des 
Inkreises, so ist im Teildreiecke BCO die Seite JBC = a Sehne des 

Umkreises und der dazugehörige Peripheriewinkel — — -—^j daher 

a — 2r- cos also = , , 

a j » «• 2 cos \ a ' 

wenn r, der ümkreisnidiu? von BCO iBt, ond entsprechend woraus 
die angegebene Proportion folgt: 

: : a OOS I cos I : ( co^ ^ cos I : c coe I cos |- 

Andrerseits ist ;it>er iuirli a Sehne des zu A r gi lir.riL'ou Umkreises, dessen 
Radius Ii sei, daher hekaniitlirh a = 2/^siii«, dumuach 2 i? sin :j «, 

und hieraus ergibt sich »v^ : : r =^ sin ^ : sm ^ : sin ^ • 

Z M 

Ähnliehe Formeln lassen sieh auch für di^ Fmkreisradien jener Teil- 
dreiecke aufstellen, die ihre Spitzen in den Zentren der angeschriebenen 
Kreise haben. 

Aussig, Böhmen. A. Knua. 

Gleiche Lösungen sind auch von den Herren ß. Güntsche. H- Wie- 
leitner, stud. math. Barneh (Berlin) und F. A. MflUer (Aschaffenbnrg) 
eingelaufen. Bed. 

Die Aufgabe war als Übung zu den Graßmannschen Methoden ge* 
dacht; eine vektorielle Lösung w&re erwAnm^t £. Jahnkb. 
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Zu 134 (Rd. IX, 877) i^K. Cesüi o). — Die Liou vi! lesche Formel für 
die geodätische Krümmung lauUt [Eue. d. maib. Wiss. HI D 3, Nr. i'2)i 

1 dt, cost sint 

Hierbei bedeuten Ä^ und A', die geodätischen Krümmungshalbmesser 
der reditwinkligeii PanuneterknrTeii und t den Winliel swisclieii der Flftohen- 
kurve nud derjenigen Parameterkurv* , m der gehört. Bei einer 

Rot-itinnsfliiclie ist für die Meridiane als die eine Schar der Parameterkurveu 
l/iL| » 0 ZU setzen. Da für die Loxodi ome t konstant ist, so folgt: 

Der geodätische Krümm« n<rsradius JTj des Parallelkreise? einer Rotations- 
fläche ist gleich dem Abschnitt der zugehörigen Meridiantangente, der 
swiidieii Kurveoponkt und Adise liegt. Nun ist fdr die Erolnte ^er 
Bibauooursch«! Kurve der zwisehen Kurvenpnnkt und Direktrix gelegen« 

Abschnitt der Tangente proportional dem Krümmungsradius q der Ribau- 
conrschen Kurve; denn letztere ist eben dadurch definiert, daß der Ab- 
schnitt ihrer Normale, der zwischen KurvenpnnlEt und Direktrix liegt, 
proportional q ist Wir können daher setzen, sodtS 

ist. 

Nun ist das T.inienelement ds' der Evolute dQ. Ferner ist, da 
i -» < [äsj ds ) ist, ds • cosi = ds' = dq. Man hat also (bei geeigneter 
Wahl des Anfiuigspanktes von «) p = 9 • cos i, nnd endliek 

(4) 7i' === « cotgi • s. 

Stuttgart, 16. November 1905. £. Rath. 



Zu 135 (Bd. X, S. 07) (E. Jahnke). — Erster Beweis: Vier Punkte 
Jj, Jg, .^3, einer Ebene sind durch die Relation 

verknüpft, wobei [jid^ud^J^J — [-äj^^^j] -j- L-^i^i^ji ~~ lA'^ä-^a] = 0 ist 
(vgl. Jahnke, Yorlesnngen Aber die Vektorenriacfanung, Nr. 24). Nnn ist 
{A^Af^A^ gleich dem doppelten Inhalt des Dreieeks AiA^Af, also gleich 
* ■ • sin r?| , wobei ^ den Abstand A^A^ und den Winkel bei A^ 
bedeutet. Liegen die 4 Punkte aut einem Kreise, so gilt außerdem 



tun a, sin a, «m a. Bin or^ 



Die erste Gleichung nimmt daher die Form an: 

a^a^Ou, * A — • ^ + ««i«ii«4i • -A + «it«ss*i» . -A* — 0, 

wobei die Summe der Koeffizienten der vier Punkte gleidi Null ist 
Stuttgart E. Rath. 
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Zweiter Beweis: Sei A^A^Ä^A^^ ein beliebiges Viereck ohne einspringende 
Winkel und A der Schnittpunkt d^r beiden Diagonalen AiA^ \iu>\ A A^, 
Setzen wir die (positiv gerechneten) Fl&cfaen der vier Dreiecke ^4,^.3^.^, 
A^A^A^, A^A^A^ lind A^A^A^ bezüglich gleich f^, and y'^, so ist 
«elbstventladlieli ^ , ^ ^ , ^ 

oder 

(0 fi-U-\- U - /* - 0. 

Lassen wir bei horizontal liegendem Viereck in A^ und A^ parallele 
und vertikal oacb abwärts gerichtete Kräfte von der Größe beziebiuigs- 
weise angreifen, so ist bekanntlich ihre BMulteende — /i + /ä ebea- 

Teftikal nadi «bwftrts gerichtet und greift in ^ «n; gnifen aber 
andrerseits in A^ und A^ parallele und vertikal nach aufwärts gerichtete 
Kräfte von der Größe / , . U^ziehun^^sweise an, so ist ebenso deren Re- 
sultierende /s 4~ /4 vertikal nach aufwärts gerichtet und greift auch in A an. 
Daher stehen die vier Kr&fte f^y im Gleichgewichte, was man im 

Sinne des baiyzentrisohen KallnilB scbireibt: 

(2) f,-A,-f,A, + r^-A,-f,A,^0. 

Ist das Viereck .4, A^A^A^ speziell ein Sehnenviereck, SO haben die 
▼ier Dreieeke A^A^A^, A^A^A^, A^A^A,, und AiA^A^ ein md denselben 
Umkreis Tom Radius r; multipliziert man (l) und (2) gliedweise mit 4r, 
so kann man jede Größe 4r/i doroh das Produkt der drei entsprechenden 

Dreiecksseiten ersetz >'n. 

Aussig, Böhmen. ätud. math. Jos. Kauo. 

Zu 138 (Bd. X, 8. 98) (0. Outsche). — Die Seiten des größten 
der Kardioide r «• Sa(l + 00S9) einbesdiriebenen Beehteckes sind jedenfalls 

pajrallel zu den Koordinatenaclisen. Sind 1\ 'i vier Eckpunkte (imm 1, 3, 3, 4) 

mit den l^oordinaten r,, p. oder r^, <p^, und sind P^ und Pj die zwei Eck- 
punkte , deren Ordinaten t^j ^ positiv und deren Abszissen sind, 
so ist die Fläche des Rechteckes 

(1) F= (»•, cos^i — rj co8 9?j)(rj sin 9^ + sin 9,) 

zu einem Maximum zu machen, während die vier Variabein r|, 9^, r^, 91^ 

den Gleichungen 

(2) rj = 2a(l -\- cos 9J, r, — 2a(l + cos 9,), sin « sin^^ 
genfigen. Die Tartabeln nnd*^^ lassen aidt leicht fortaehaffen, denn 

Statt (1) und (2) bekommt man also: 
(O 4a»P - (rj ~ r,)(r, + r, - a)ir, 1/^(4^^ + r.Kr.(4a - r,)) 

(2') fi + fi»-i + ni + '!-*«W + »-i''i + i)«o. 

Jetst Ahrt man statt r, nnd die beiden neuen Tariabeln 

(3) « = »-j 4- r„ f - r^r, 

AtcUt dw HftttaaBlIk nad FDytfk. HL Beim. ZI. 10 
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«D, daan «rliilt mui itett (2') 

od«r 

(2") 

^ '2s — 4a 

Aus (3) folgt aber wegen r, > rj 

n- i » 2 

und mit Kücksicht auf (2") 

sy« — 2a 2)/« — 2a 

Setzt man diese Werte für und in (1') «n, so kommt naoh 
einer kurxen Zwisehenrechnung: 

(1") 4a«F- »»(6a - 5)« (« - 4a)»(« - 2a)~\ 

also ist die Fläche des Rechteoks durch die einzige Variable 5 + i^t 
wiagedillokL Für 4m MsTimiiin Ton F bal man IniVfcnntlifth dF^O» 
Ifithin «rgibi sieb die Glwebniig: 

i__L. + ^ ^^ = 0 

« fa— < ' « — ia « — Sa 

oder 

— 10 as^ 4- 30a** — 30a» «= 0. 
Die einzige reellf Wurzel dieser Gieichang berechnet man mit Hilf» 
der Cardaniachea Foimel und findet « - |^(10 + VlÖÖ + Hö)- 
Ausig, BSfameii. Btud. mafh. Job. Enuo. 

Zu 1S9 (Bd. X. S. 98) (0. Meißner). — Auf ein hovimmial Hegen- 
des, ebenes, ans redit eckigen Maschen mit den Seitenlilngen a und h be- 
steheudeB Gitlerwerk wird eine Nadel von der Länge c geworfen. Wie groß 
ist die Wahrscheinlichkeit, daB sie auf dem Gitterwerk liegen bleibt? 

Unter den angegebenen verein&cbenden Vorausietinngm ezgibt sieb» 
wenn a > 5 > e ist, Ar die vMlangte WabrusbeuiHdi^t 

- 

in allen andern Fnllßn gestaltet sich das Resultat viel Terwiekelter; z. B. 
wenn a > c > b und gleichzeitig c < 2 6 ist, dann ist 

46e — Sb* — e*4*4aye'^6*~4a6ercooe| 

ist aber a > c > und gleichseitig c > S d, dann ist 

6* + 2 a (yö* — 6* — V'c* — 4 1') — 2 ai> ^aro cos ^ — -2 arc cos ^J*^ 

ahn 
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In den ftVrigen FlUen, in denan c > a ist, gestalten sieh die Endforaieln 

meist noch etwas länger. Die Herleitong dieser Formeln erfordert zwar 
einige G«Mhild bezüglich dfr erschöpff^ndpn Aufsuehung der gflnstigen FftUe, 
bietet jedoch keine priuzipiellen Schwierigkeiten. 

Aussig (Böhmen). stuU. math. J. Kblu. 

Zusatz «les Aufgabestellers: Für > & >• c findet sich die gesuchte 
TVahrscheiiiliihkeit direkt bei Czuber, „Geometrisphe Wahrscheinlichkeiten 
und Mittelwerte"; Leipzig 1884, auf S. 93; jedoch nur infolge eines Ver- 
sehens des Verfossers. Nachdem er nSmlich mit 9, ^ die Wahnoheinlieh- 
keit beseichnet hat, daß die Nadel überhaupt zwei Gitterlinien trifft, be- 
rech nf»t er die Wahrscheinlichkeit, daß der Mittelpunkt der Nadel dabei 
zwisclien die beiden Trefl^uukte fällt, d. b. die in meiner Aufgabe verlangte 
Wahrscheiulichkeit. 

Gleich 1 wird die Wahrscheinlichkeit erst, wenn c> 2|/o*4' '''j nicht 
schon im ^e 1/«*+ < c < 2 /a^ -Hb». 

Potsdam, 6. April 1906. Otto Mwmmbr. 



Zu US (Bd. X, 8. 197) (J. Krug). ^ Es soU die Anxahl der Kom- 
binationen von n Elementen zui* rten Klasse ohne Wiederholungen, wobei 
keine Komplexion zwei benachbarte Elemente enthalten darf, ermittelt werden. 

Man bezeichne die Elemente durch die Zahlen 1, 2, 3, . . .n und die 
Anzahl derjenigen hier in Betracht kommenden Kombinationen zur rten 
Klasse, die mit 1 beginnen, durch t^. Ist znnidist r ^ 2, so hat man, 
ndt 1 beginnend, die Amben 13, 14, 15, . . . l(it — l); es ist also — n — S. 
Geht man zu den Temen über, und bezeichnet man jede Teme, die mit 
1 beginnt und mit Je endigt, durch III^, so beginnt die Reihe der Temen 
mit JJI5 und schließt mit lll,_j. Es gibt nur eine Terae in^, nämlich 
135, sirei Temen in«, nimlich 186, 146, drei Temen III,, n&mlidi 137, 
147, 157 usw. Die Temengmppe ni„_j omfaBt die Temen 13(fi — 1), 
14(f» ~ 1) . . . 1(41 — 3)(f» — 1)*, ihre Anzahl ist » 5. Demnach ist 

- 1 + 2 + 3 + . . . + (« - Ä) _ ("- „ 

wenn F.'/'' die f/te fif^uriert« Zahl ;>ter Ordnung bezeichnet. Die Reihe 
der Quaternen beginnt mit TV^ und endigt mit IV^_|. Es gibt nur eine 
Quaterne IV,; sie wird aus der Terne III5 gebildet. Die Quatemen der 
Gruppe lYg werden ans den Temen III5 und nig gebildet; ihre Anzahl 
ist 1 -f 2 = 3. Die Quatemen der Gruppe IVg entstehen aus den Temen 
III-,, lllc, III-, und es sind ihrer 1 + 2-1-3 — 6. In gleicher Weise geht 
es Tfreiter, und man tindet 

- l-h 4 -I- 10 . . . + Jf,i»i . - Ji^t »; 



(n — 8f -|- 1} (w — 2r 4-2)--- (n — r—l) ^ (** — ^—^\ 
. "■ l."8.8...(r — 1) "l r-l y 

10* 
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Ans dieseu Formen erhilt man durch sjUiMhe Yertavschiuig der n 

Elemente nz^ Formen, von denen jedodi immer je r Formen in eine zn- 
. Munmenfallen. £s ergibt sich also 

jr'» ^ n /n — r — l\ 

Diese Zahl gibt an, wieviele verschiedene konTeze nicht stenifBrmIge 
r-£cke sich einem konTexen n-Eck so einbeschreiben lassen, daB die Seiten 
des r-Ecks sogleich Diagonalea des n-Eeks sind. 

Prenzlan. W. 8tboeiianm. 



Zu U4 (Bd. X, S. 197) (E. Cesiu o\ — Die geodätische Krümmung 
1 .R einer Flftchenkurve l.'lßt sich nach Lioiivillf (Enc. d. matb. Wiss. 
III D 3, Nr. 12) mit Hilfe der geodätischen Krümmungen 1/A\ und 1/A', der 
rechtwinkligen Parameterkurren V — const. und « consi ausdrücken: 

i ist der Winkel zwischen der Fl&chenkurve und der Kurve u = coust. 
Wfthlt man anf der Botationsfliche die Meridiane als die Enrren v =- const, 

so ist für sie ^/K^ = 0, während für die Parallolkreise TT, ^ r/sin 9 ist, 
wobei r dor Hiilhinesser des Parallclkreiscs und qp dt-r Winkel zwischen 
Achse und Meriiliantangente ist. Ist S der Schnitt j)nnkt der zum Ptinkt 
M gehörigen Mehdiantangente mit der Achse, so ist SM — K^. Nuu soll 
das Ton 8 anf die Tangente MT der Flltehenkurve gefUlte Lot 8T gleich 
der Konstanten a sein. Es ist also 

a SM • OOS t cos I » -s — • 

* nn 9 

Dnrch IHfferentiation folgt: 

4i 1 /acM^ d^ asiny df\ 
-37" ■m» \ r d9 r' dM/ 

Nun ist ds • sin t gleich dem Linienelement dsi des Meridians. Ferner 
ist d<pfds^ gleidh der Krümmung l/Ii^ des Meridians; ist zn^eidi der 

eine Ilatiptkrdmmunpsradiiis der Fläche. l/r-cos<p ist gleich der sweiton 
UauptkrUmmung 1/iiy, und dr/ds^ ist gleich sin 9. Man hat also: 

di a aBiD*9 

Setzt man dies in den Aosdrack für IJM ein, so ist 
1, g a ii n*y , cob i 

oder da ^5-^ — 0 ist, 

1 n 

d. h. dio goodätische Krümmung ist gleich dem Krümmnngsmafi der Flftche, 

multipliziert mit o. 

Stuttgart E« Batb. 
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Zu 145 (Bd. X, S. 197) (Paul Epstein i. ^ Alle Gei-adr-n, die aus 
zwei festen Kreisen Sehnen von gleicher Liinge nuss^^hneiden, umhüllen eine 
Parabel, die die Potenziinie der beiden Kreise zur ächeiteltangente und die 
Ifitte der Zentrale soiii Brennpimkt luL 

Erste Losung. — Eine Gerade die aus 2 festen Kreisen mit den 
Mittplfiiinkten K und K' Seimen von gleicher Liinpo ausschneidet, treffe den 
ersten Kreis K in den Punkten >lf und \. don 7wpir»^n A'' in den Punkten 3f' 
und N\ so daB MX^ M' X' ist. bin iiaiuieruiigs.puukie der Sehnen MS und 
M'N* Mien bezüglich P und P% der Hnlbierungspunkt der StreeVe PP' sei 
Der Punkt Q mofi auf der Potenzlinie liegen, da QM • (?iV= QM' • QN' ist. 
Die im Punkte Q auf ff enichtete Nonnale trifft die Z.-ntrale KK' im 
Halbieruugspunkte F. da QF parallel zu den Strecke?i PK und P' K' ist. 
Erinnert man sich nun au den bekannten Satz, daß der t uUpuakt der 
vom. Brennpunkte einer Parabel auf eine Farabeliangente geftUten Konnale 
in der Scheiteltangeute liegt, und fieißt mau die Potenzlinie der beiden ge- 
gebenen Kreise als Siheiteltangente einer Parabel auf, welche ihren Brenn- 
punkt in F hat, so muÜ die Gerade g diese Parabel berühren. Da nun 
die Pot«nzlinie und der Punkt F von der Lage der Geraden g unabhängig 
lind, 80 mnfi auch jede andre Gerade ^, wenn sie nur aus den beiden ge« 
gebemen Kreisen Sehnen von gleicher Länge anaacfaneidet, die Parabel be- 
rühren, oder mit andern Worten: Die Geraden p unihilllen eine Parabel« 
welche die Potenziinie der beiden Kreise zur Scheiteltangente und die Mitte 
der Zentrale zum Brennpunkt hat 

Aussig (Böhmen). stnd. math. J. Kruo. 

Mit dieser Lösung stimmen im wesentlichen diejenigen überein, welche 
Ton den Hoiren W. Stegemann (Prenzlau) und 0. Gntache (Bradau) 
«ängdauHm emd. Bed. 

Zweite IiOsung. — Die beiden Kreise mögen die Gleichuugeu haben 

X* + y' — 2 ajc - c' 0, 

I, = fl;» + y«- 263C-p« = 0, 

sodaß a: = 0 die Potenzlinie ist, während der Mittelpunkt der Zentrale die 
Koordinaten J (a + b) , 0 hat werde von einer Geraden 

Z s ux ■\- pp ■\- uf = 0 

geschnitten. Eliminiert man y zwischen und fi, so eigibt rieh fDr die 
AbflaMm der beiden Schnittpunkte die Gleichung 

+ »•) 2«(iiip + — c»»» = 0. 
Dann ist aber 

«t - - ey{uw - a»»)» - («» + »») («» — c*i>») 

md ebenio für die Absmssen dr^ der Schnittpunkte von 1^ und fi 

X, - «= ö]/(u«;-5»V - (tt« + i*)(«P*-c*t>*)* 
Durch Gleidiaetieii beider Differenzen ergibt Bidi ohne weiteres die Gleichung 
der gewflnsehten Parabel in Linienkooidinaten 

(a + oder in Punktkoordinaten jr* — 2 (a + ^)«- 

Speyer. H. Wielbitmbii« 
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Drittf L5«5tiUjLr. — Jede Gerade, d'n^ aus flfii la-idon festen Kreisen A', 
und A'j zwoi Söhnen Ali und CD von gleicher Länge ausschneidet, steht 
senkrecht aut PM, der Verbicdungslinie der Mitte M der Zentrale nüt 
ibran Schnittpinitct P mit der Poteazlinte p. 

Da nämlich P ein Punkt der Potenzlinie ist, so gilt PA PB 
— PC ■ FD. Sind nun die inneren AUsohtiitte einander gleich {AB — CD)^ 
So müssen ps auch die äutiereu sein (^BP—PC)^ und daher ist auch 
M^P^PM^, wenn Jfj und M, die Mitten der Sehnen sind. Da nuu 
weiter jr,2r» tfJE^, so ist MP als Mittellinie des Trapeies K^K^M^M^ 
parallel KiM^ und A'^Jf, und stobt also senkrecht auf Jt/j^fg. Umgekehrt 
ist ersichtlif'h , ilaü j.'de Senkrechte in einem Punkte P der Potenzlinie 
auf PM dio lieiden Kreise in gleichen Sehnen schneidet. Dun hlanft somit 
der Puuki 1' die Gerade so ergeben die auf PM = s hi P errichteten 
Bemkrecbten alle Oeraden, die ana beiden Kraien gleicbe Sehnen ansschneiden. 
Infolge dieser Erzeugungsweise sind nun diese (Geraden die Yerbindungs- 
geraden entpprr clipnili'r Piinkte zweier projektiver Ponktrrihen. nämlich der 
Punktr<»iho, die der Strahieuhüs< hel (3/, s) auf p und dor Punktn-ihe, die dt-r au 
ihm kongruente Strahlenbüschel (il/, s') der je zu 5 senkrechten Strahlen s' 
auf der anendlich fernen Geradan einiohnmdetf nnd bilden demnach den 
Tangentenbüschcl einer Parabel. Als Symmetriegerade der ganzen Figur ist 
dir 7, ii*ralH aiu li Achse di<'S(>r Parabel nnd die auf ihr senkrechtr Tangento p 
ist (iaher Scheiteltangfnte. Dif^ von M an die Parabel gehenden Tang.Mitt'ii 
sind die Doppelstrahleu der um M von s uud s' gebildeten rechtwinkligen 
Involutionf d. h. die durch M gdienden isotn^n Strahlen. Als Schnitt- 
punkt zweier von den aLsoluten Punkten an die Parabel gebender Tangen» 
ten ist daher M Hnnupunkt der Parabel. 

Breslau, April 1906. stud. math. F. SohubgbIi. 

Vierte Ldsnng. Let the coordinates of the oenires of two 
ciroles be (a, 0) and ( — a, 0) and their radii r and B respectively. If 
jr — mx + 1> iB the eq^ntion of a straight line, the distanoea firom the 

oentrea to this line are and ^_ Z"^, and heuoe the lengths of the 

choids of the cirdes are 



Equating thete we get 

j (_Ä'-r^U+j!ii5 

and hence 

« — ma; — a — - 

' iasi 

Differentiatmg with respect to the parameter m we get 

* 4am* 

and hence 
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Elimim^*ipg m we obtain tlM equation of the eiiTelopd 

which represents a parabola whose vertex Ls at the point where th« radical 

azis of the two cirdes cuts the axis of and whose focos is half waj 
bctween tiie ooitras of fha eiidM. 

La Fsyette, Ind. Jacob WavrLüND. 

Der Satz ist, wie ich zufällig bemerke, bereits von Steiner aus- 
g«0proe3ieii worden; er findet aidi m der AUbaiidlung „Neue Beatimmnngs« 
arten der EorreiL xweiter Ordnung^, Qm. Werke Bd. n, 8. 455. 

StraBburg i E. Pato 



^1 2ac , 1 I l£! "^i? _ / * . \ / c , 2CBin*y \ ^ 

m: 



Zu 147 (Bd. X, S. 198) (H. Wieloitner). — Zu bestimmen ist der 
geometrische Ort tiir die Weadepujikte aller Konohoidea mit gemeinsamem 
Pol und geiueinäamer Basis. 

Erste LSsnag. — Die Oleiohimg der Eonehoide in Polarkoordmaten 

lautet: r ^ ± a. Die Weudepunkte sind gegeben durch die Gleichung: 

r*+ 2r'* -rr" = 0. 

In iinserm Falle ist also: 
_^ 

oder in reduzierter Form: 

c Seein'v . 
001 9 ooe' 9 

Daraus ergibt sich fOr 

iSeein'tt e 
008*9 <MM9 

Setsen wir dieeen Wert in die Gleiolnuag der Konchoide ein, so eigibt aicii, 

da a eliminiert ist, ohne weiteres als geometrischer Ort der WeodflipOttkto 
f&r alle Konchoiden mit demseibm Pol und derselben Basis: 

2 f sin* TP 

cos qp 

d. i in kartesischen Koordinaten die Gleichung der semikubischen Parabel: 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josef Kkuo. 

T) t merkung. Der angegebene Ort wurde schon von La Hire auf- 
gesteUt (Mem. Ac. Eoyale des Sc 1708 (^Paris 1730), S. 59). Da er aber 
in keinem der bekannte nenem Bflcher stehtf dnrflie «oU wieder «uf 
ihB ksngewieeeo werden. H. Whurhsb. 

Zweite Lösung. — Bezeichnet man die Entfernung des Pols P der 
Konchoide von ihrer Basis mit a, das veränderliche Zwischenstück mit u, 
80 ist die QlwQhung der Eondioide, besogen auf die Basis als «-Adise, 

«»y*'-(a + y)»(ii«-f*). 
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Danns ergibt sich 

n«ya (y » -|- 8 ay* — ä au*) 
dx* " (y' + ot**)» * 

Für die Wendepunkte isi also -j- 3 ajf* — 2 a«* = 0 oder 

Setzt man dies in die Konchoidengleichung ein, so erh&it man als Gleichung' 
der Ortfikurve der Wendepunkte 

9a 

The Wendepunkte der Konchoiden liegen also auf eimar CimikiibiBohen Parabel, 
deren Spit/o iu P liegt und deren Achse mit der gemeiiuwmen Achse aller 

Konchoiden zusammeni'&Ut. 

P r e n z 1 a u. W. Stegemann. 

Die gleiche Lösung ist noch von Herrn stud. math. Barucb ein- 
gelaufen. Ked. 

Dritte Lfisung. — Ans der ParamekerdargteUiuig 

» a cotg 9 -f- 5 cos 9, ya-a + bsin^ 
folgti wenn man nach x düiBrenziart, 



_ (« + 6ein*y) 



am' 9 
und 

du . da 5 cos «p sin' a> 

Bildet man nun und setzt man diesen Wert gleich Null, 80 ergibt sich 

2 a — '6 a sin' 9 — 6 sin' 9^0, 
SO dafi also Air einmi Wendepimkt 

iin ' <p 

ist. Die Ordinate eines Punktes der Ortskurve für die Wendepunkte aller 
Konchoiden, die man für verschiedtjüe Werte von 6 erbält, ijjt daher 

... 2a(l — »in* 9; * . • 

y-a + 6smf» ' ^.^ - 2 « cotg* 9». 

Ferner ist 

« « a ootg 9 + ^ <^ 9 ~ o cotg fl» (1 + ^""gi^r^ ^ 2 o ootg* 9. 

Die Ortsgleiühung für die Wendepunkte lautet also in Parameterdarstellung 

X = 2 a cotg' q>, y «= 2 o cotg* tp , 

mithin in rechtwinkligen Koordinaten — 2ax'. Sie stellt also eine semi- 
kubische Parabel dai. (VgL übrigens 6. Loria, Höhere Kurven, Leipsig, 
B. G. Teubner, S. 131.) 

Breslau, 27. April 1906. 0. Gutschb. 
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Zu 148 (Bd. X, S. 198) (E. Lemoin.'Y — In der Ebene des Drei- 
ecks ABC soll eine Richtun<,' derart bestimmt werden, daß, wenn man die 
Dreieck^iten auf diese Richtung projiziert, die Summe der Quadrate der 
Projelctioneii mO^cihtt Uein weHe. 

Erste Lösung. — Man konstruiert über der Seite A3 des g^febeneD 
Dreiecks ABC nach boideu Seiten je ein gleichseitiges Dreieck, n&mlich ABCi 
und ABC^. Die Halbierungsgeradon des Winkels C^CC^ und seines Nehon- 
Winkels geben die Bichtungen an, daß die Summe der Quadrate der Projek- 
tioaes der 8«te& des Draieeks ABC auf dieselben ein IfaTtni^nii bezw. 
Minimum ist 

Der Beweis werde geführt durch Behandlung der allgemeineren Aufgabe; 
Auf welche Gerade P muß man die Seiten eines Dreiecks AJ^C piojudere% 
damit die Summe der Quadrate der Projektionen 

^ B'C'^ 4- C'Ä^ -H A B'* 

ein Maximum oder Minimum werde? 

Im gleichseitigen Dreieck ist diese Siunme für alle Richtungen kon- 
stant, wovon man sich leicht überzeugt Es sei nun J^i^^C^ ein gleich- 
seitiges Drüeck; sein«i Scilwerpitnkt; 0 wihlen wir mm Ursprung eines 
recMwinUigen Eoordinaiensystems, dessen iC-Achse in beliebiger Biektang 
angenommen wird, und verkürzen die Ordinaten der drei Eckpunkte, alle 
im pleichen Verhältnisse. Dadurch erhält man ein Dreieck ABC, von dem 
die öunune der Quadrate der Seitenprojektionen auf die A-A< hsu, i^,, die- 
selbe ist, wie beün ursprünglichen gleichseitigen Dreieck A^B^C^^ wahrend 
aof jede ander» Gerade G aber 8, kleiner ansfUlt und spendl 8, anf die 
F-Achse am kleinsten ist. Bei jener Ordinatenverkürzung ist der dem 
gleichseitigen Dreieck yl^/J^C^, umgeschriebene Kreis tn einer um ABC 
umgeschriebenen Ellipse K geworden, und zwar zu jener, deren Mittelpunkt 
mit dem Schwei^unkt des Dreiecks ABC zusammenfällt Diese Ellipse 
ist bekanntUdi die kleinste vnter allen EUipsen, die man dem Dreieck ABC 
nmsdiruben kann und führt den Namen: Steinersche Ellipse. Abstrabieren 
wir jetzt vom Dreieck A^B^^C,^. so liabon wir hiermit folgenden Pif/ l'"- 
wonnen: „Die äumme der Quadrate der Projektionen der Dreiecksseitcu 
auf die Richtung der großen Achse der Stein ersehen Ellipse ist ein Maxi- 
mnm, anf die der kleinen Achse ein Ifinimnm.** Hiwnadi ist die Aufgabe 
zurückgeführt anf die Bestimmung der Achsenrichtungen der Steinersdien 
£Uipse. Diese werden folgendermaßen bestimmt: 

1. Die Steinersche Ellipse schneidet den dem Dreieck ABC um- 
geschriebenen Kreis im Stein ersehen Punkt i?; daher bilden die vier 
Punkte At B, C, B die Basispunkte eines Kegelschnittbfiscliels, dem ein 
Kreis angehört. Nach einem bekannten Satze sind dann die Achsenrichtungen 
siimtlicher Kegelschnitt« des Büschels untereinander parallel. Man braucht 
also nur von einem der im Büschel eiitbaltt;ueu Geradenpaare z. B. BA, BC 
die beiden Winkelhalbierenden zu konstruieren. 

2. Man xieht durch den Mitteipnokt des dem Dreieck ABC nmge- 
geschriebenen Kreises nnd den Grebeschen (Lemoine. sehen) Punkt eine 
Gerade, welche den umgeschriebenen ^reis in Äj und schneidet und 
bestimmt zu diesen Schnittpunkten die (im Unendlichen liegenden) Winkel- 
gegenpunkte. 
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3. Kon'itnnt'ii luan ühor den Seiten des Dreieckes ABC nach außen 
gleichseitige Dreiecke BCA^^ CÄB^y ABC^f so schneiden sich bekanntlich 
die Geraden AA^, BB^^ CC^ in einem Punkte M, deMeD wewuÜkligto 
Eigenfldiaft isfc, dafi die Summe seiner Abittude von den Ecken des DreiedEes 
ein Minimum ist; einen analogen Punkt M' bekonmit man, wenn man über 
den Seiten des Dreieckes ABC nach innen gleichseitige Dreiecke BüA^ 
CAB^y ABCf errichtet und die Geraden AA^^ BB^y CC^ zieht. Ist 0 
der Schwerpunkt des Dreieckes ill^ (7, so halbiere man jetzt den Winkel MOM' 
and seineu NebenwinkeL (Die Paukte M und M* liegen auf der Kiepert- 
sehen Hyperbel von ABC, deren Asymptoten mit den Achsenrichtungen der 
Steinerschen Ellipse parallel sind. Neuberg und Oob. AFAS Paris, 1HR9/^ 

4. Die einfachste Konstruktion ist folgende: Man konstruiert, wia 
unter 3., aber nur über einer Dreieeksaeite, z. B. über £C die beiden gleich- 
seitigen Dreiecke BCÄ^ und BCÄ^ und halbiert den Winkel A^ÄA^ nnd 
seinen Nebenwinkel. 

Nimmt das Dreieck mit den Seiten BC «, CA 6, AB =- c 

tkU Koordiuateudreieck für homogene baryzentrische Koordinaten x,, 
an (Moebiussche Koordinaten) , so iat bduinntlich die Qleiehun g der 
Steinerschen Ellipse: 

und die Gleichungen der (durch den Schwerpunkt gehenden) Adison der- 
sriben sind: 

g*±«/"Kcot*«^ , b*±2fYcöt*^ l c« ^az- j/cot««— I 

Hierin bedeutet f den Flächeninhalt und 0 den Brocardschen Winkel 

des Dreieckes. Schließlich noch eine Bemerkung: Von allen durch den 
Schwerpunkt gezogenen Geraden ist die große (kleine) Achse der Steiner- 
schen Ellipse diejenige, für welche die Summe der Quadrate der Abstände 
dev Ecken Ton ihr ein Ißnimttm (Maximum) ist. 

Aussig, 1. April 1906. A. Krüo. 

Zweite T-ösung. — Man lege durch das Dreieck die Transversale g 
so, daß die Seite BC in einem Punkte A' der Verlängerung über C 
hinaus, die Seitm CA nnd CB aber in den Punkten B' imd C , die auf 
den Seiten selbst liegen, schneidet Dann bildet g mit den Dreiecksselten 
die Winkel 

C'A'B^q>, A'B'C'-y-ifiy B'C'A'^ß-^ip. 
Es ist demnach das Minimuni der Funktion 

/•(^) » a*otM*p + ft"ooa"(y — 9) + c*cos (/i + 9>) 

SU bestimmen. Durch Differentiation ergibt sich 

W ^ - f - - o«sin29 - 6«sin2(9 -y) ^ c*sin2(9 + ß). 

Setst man dies gleich Null, l<ist die Klammem avf und dividiert dnielk 
sin 8 9» so erhilt man 

— a* — b'ooeS)^ + (*san8;reot27 — e'eos2/y — c*sin3^cot99 — 0, 
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mithia tritt fBr die Fnnktion du Minimum ein, w«nn 

a* -|- ^* CO» 2 y -f c* C08 2 ß 



eot2(p <— 



fc» sin 2 y — c* sin 2 ß 

ist. Diese Gleichung liefert zwei Werte <p und q>\ deren Differenz 90® ist. 
Sind nun qp und ^' zwei beliebige Winkel, ftlr welche die Beziehung 

<p' — 9 ä=» 90® besteht^ su ist 

=. ö- sin- 9» H- sin* (y - 9) + sin* (|3 + 9) = + 6» + c» - /"((p)^ 

Hieraus folgt, daß, wenn f(q') ein Minimum wird, f((p') gleichzeitig sein 
Maximum erreicht, daß also durch (II) die beiden Richtungen der Ge- 
raden g bestimmt werden, die die Funktion / (9?) entweder zum Minimum 
oder snm Maximum miudieii* 

Die Gleichung (ü^ kann man umformen. Bezeichnet man die von Ä 
MB auf BC gefüllte Höhe AD mit A, die Höhenabsohnitte J)C und DB 
mit p und q , so ist 

b sin y = c sin fi = /< , h cos y — c cos fi — /> — g, 
i>*oa8*y + c*cos*/3 (fccoay + coos/J)* — 2 ftcoos^cosy «- a* — 2j>(r, 

imd et ergibt sich 

j a*+ i»* coB* j' -(- c* cos* — siu- j' — r-ain'^ a* — — pq 



26* sin y cos y — 2c" »in coa^ 



Hiemach laßt s 



if'h (l^r Winkel 2qp konstruieren, und zwar, wenn man die 
Bezeichnung des Dreiecks so wählt, daß J30 CÄ"^ AB ist, auf folgende 
Weise (s. Fig.): 

Ibn emchte flb«r .BC als DurehmeBser den Halbkreis, der AD in JS? 
iailR, tvage ttt daa Halbkreis CF — A als Sehne ein, enriohte euch Aber 




BF den Halbkreis und trage in diesen liQ DE als Öehue ein. Sodann 
trage man von D aus auf DB die Strecke DH ^ p — q und auf DA die 
Btrodke DJ FQ ab, Terbinde H mit <f und zidie dnrdh J die Senk- 
rechte zu UJ^ die in A* trifft. Verbindet man noch A mit il', 80 
ist <t AA'B = 2 fr = ('t' — 90**); mithin geben die Kti'lon Ha1>>iorimg8- 
linien der von den Geraden BC und AA' gebildeten Wiukel die gesuchten 
Bichtungen an. 
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Beweis: Es ist 

^"^"^ ad" AT) DH AD de"' AD DU 

BC*- Ct^-^ ^ BC* — AD* — PC DB o» — ä* ~ pg 
AD-DH ^ AD'DH " A(p — ?) 

NuQ ist noch zu ermittelu, welche der Ueideu gefundeueu liichtungen 
dem Minimum mid welelie dem Maximum wteprielit. Zu diesem Zweck» 
diflSamiaere man Gleiobimg (I), und ee ei^bt ddi 

£J^^^ = /•" = _ 2 a- L0> 2 — 2 6' cos 2 — - 2 c- cos 2 ( 9 -f fi) 

- ~ 2 OOS 2 V (a* + i»* CO» 2 y + r COS 2 /J + tg 2 9» Lö' 8ia 2 y - c* sin 2 ^ J). 



Hit Rücksioht auf (OQ erhilt man hieran* tOr den Eintrilt dee 
oder Mininm i fti^ 

r - - a^TV^h^ß + eo. 2y + ^ CO. 3«« 

+ [6«8in2y-€»8an2/»]*). 

Hiernach ist das Yorseichen von f" abhängig von dem Vorzeichen dee vor 
der Klammer eisenden Bmehes. Nun erhilt man durch die angegeben» 

Konstruktion jederzeit einen spit/.ou Winkel AA'B; also sind Zähler und 
Nenner des Bruches, mithin auch der Brucli selbst, positiv Tn »liesem 
Falle wird f" negativ; folglich entspricht die durch die Haibierimgsliuie 
des Winkels AA' £ bestimmte Eichtung dem Maximum, dagegen die zu 
ihr eenkredite Bichtang dem Minimnm der Funktion f{<^). 

Prenslau. W. STBoncaiiir. 



2. Aufragen and AntworteiL 
29« Ist eine Funktion 

»«e 

gegeben, so setit man, wie bekannt, um die ümkehmngsfnnktion an eihaltMis 
Bs sei mm 

die Umkehmngstunktion. Kann man die Abhängigkeit der von den 6, 
im allgemeinen Falle durcli eine Formel ausdrücken? Bunge, „Theorie 
und Praxis d«r Beihoi" sind nur die 4 ersten angegeben; gibt es SfaeUen 
in der Litoratur, WO Ton den Kcefifiiienten eine grOfiere Aniahl an-* 

gegeben ist ? 

Potedam, am 11. M&rs 1906. Otto MsiesNBR. 
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Zu 11 (Bd. VH, S. 179) ('R. Güntsche). — Die Formel findet sich 

bei £. Study: Sphär. Trig. usw., Abb. d. Sachs. Ges. d. Wiss., raath. KL. 

, 137, 1893, § 4, Glchg. (3*). R. Güntsohb. 



Zu 17 (Bd. ym, S67— 268) (0. Meifiner). Die ümkebraag der 

Iteration — es sei einstweilen, tun einen kurzen Ausdruck zu haben, das 
Wort Rettpration dafiir jjestatfpt, — ist im nllgemt im n nicht möglich, 
sondern nur in besonderen Fallen, vm dfueii iiachstfhond die auf die 
rationalen Funktionen bezfiglichcu kur^ aufgettihrt werdt^u sollen. 

1. FiAmsm vm x» — Sie besitzen skts Relterierte beliebigen Qrades 
(wenn f(x) — ist ^(x) die Relterierte ersten Grades ww,). Die 
«-te Rdtnierte Ten «dP ist axf^^ wo: 

j_ 1 

«««^+/''+^*+ •+^*'-'+^ 

ist, dabri kaim eine hdkhige 2"-te Wuxsel sein, natOrlicb muß in dem 
E^onoiten von a dann derselbe Wwnelwert stellen. Es gibt also 3" Relterierte 

»'ten Grades. Nnr f(x) » x hat unendlidi viele ^, wo a eine beliebige, 

SB 

TOn 0 Tetsdiiedene, komplexe Zahl bedentel 

2. Lktear gtbrot^ene FmMimim, Audi sie besitsen stete Relterierte 
beliebigen Grades, wie aus der Theorie der linearen Substitutionen bekannt 
ist, wesbalb hirr nirlit nfther darauf eingeganpen 7.n worden braucht. — Die 
n-te Kelterierte, bezw. eiue der 2", von ax b ist ttx ß, worin: 

1 

„ 3" a ^ 

3. Game raiionate Futtkliotnu. — Dajuit von f\j:) = a,jX™ + + 
eine «-te ReXtexierte existiere, ist notwendig, aber nidd hinreichend, daß 

m » ft^* fi> 1. Außerdem mßssen noch jt'* — ft'*'^' Bedingungen awisehem 
den Eoeffiaienten ^g, . . . bestehen, id» man anf Gleichnngen der Form 

sorftckfllfaTen kann. 
Beisfiid: Es ist 

f{x) — a** + ftar» + + iJ« 4- « — <3P (^(x)) 

stets und nur, falls: 



8 a 

(4ge— >y — *o^aV' - 16 o «6 + 8a|/ä(4a< — 6*) 

$40* » 
dann ist: 

g){x) = ax^ -f f^aJ + 

-VS. ß-:^ r -^^^ 
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Im allgemeinea ist f(x) = ax* -|- • . • = (p{(p(.r)\ + -j- £; doch 
kum man durch eine geeignete Substitution x » + ^ stets erreichen, 
dafi f{x) - 9>(9)(x)) wiwL 

4. 6F«dr(KA0fi« raiUmale Fmk^mun. — Fttr rie gilt in wesenflielieii du 

in § 3 Gesagte, nur ist die An«ahl der BedingunpglAchun n. die zwiBdnn 
den Koeffizienten bestehen müssen» hier doppelt so groß als dort 

Potsdam, den 39. Dezember 1906. Otto VxsaasaM. 



3. Xlfltntre NatlieiL 

Ob tb» Mülüen theem» of a ftuetioiu 

1« Ab aa illuatration of the treatment of a fimetioiial equationi we 
find in many tnt'bookB or eoUections of exereisee, suoli as Tisterand's 
BecueU complÄnentaire d'exercioeB eor le caleol infinittemal » the fbUowini^ 
question: 

Find all the fuuctions f(u) satisfying the relation 

rt« -h - j _ ^^^^^^^^ , 

f(« 1») - mvi-{fi^))' + /(•)yi^^p. 

The usuhI way of solving this question is as toUows: 
Differentiatiug the addition-theorem with respect to u and v respectivelj, 
and th«i comparing the two retulta, we get 

^ — oonst, or — const 



i+{A-)T' ' V^A«))« 

Then bj integration^ we get 

f{u) — tan [au + ö), or /"(«) — sin {au + 6), 

whcre n and h are constants. The latter OODStant b VOBJ be shown to 
be zero. And the hnal rosalt is 

f(u) — tan an, or f{u) — sin au. 

Many qnestions of the same kind may be proposed for the tiieta 

fimotions, the elliptic funetions, etc. 

2, Here I will prove the following more general theorem: 
If a fonction f(u) has the algebraical addition theorem 

all the funetions having the same algebraical addition theorem mnst hare 

the form f(it a heing any constant. 

This theorem Ttiav bo proved by a similar way as 1 bave shown before 
for tan»*, and siua. But I prefer the foUowing very simple process in 
whiüh we do not ose differentiatifm and integratton and in whicb on tiiis 
acooont we will find something of interest. 
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Lei <P(ii) Im auother fbnotton haring tbe addltton fheoMin 

Suppoäe thui <I*{^uj lias the form f%>i^u). This suppoiütion does never 
reatriet llie fonn (rf 0, beeaiue tifi niAy have any form wliateT«r. 
Thon 

Bttt 

/(^ + y) = F{/V), /(y)} 

and Üierefore 
Henoe 

/>(!*+ + *(»)). 

Since the fnnction f{u) has the algebraical addition theoretn, the 
fum tion f(u) must bp either algebraical, or simplj periodic or donbly 
periodic, bj the theorem of Weierstrass, which we find in Prof. 
H. A. Soliwari' Foraulii naä Ldbndttu mm. Oebranfllii dnr elliptisohea 
FmiktioindiL 

Henoe we rnnst haTe 

♦(« + •) - ♦(«) + ♦ W + c, 

where e is eitlier zero or a multiple of th« pmod or a snm of mnltipleB 
of fho tvo periodfl. Lei u^v; tben 

Suppose that iP(m) has the form »ö(w) — c. This supposiÜon also 
does neyer restrict tiie form of if;, beoavse 0 maj have any form. 
Thon 

2ue{2u) — c — 2u$(u) — 2e + e 

and iherefore 

ö(2») = e(u). 

Henoe the fonction 0{u) must be oonstant, taj a» Therefore 

«i. ^^(«) » /-{ttÖC««) - c) - /-(a« — c) - f(ou). Q, B. D. 

Tokyo, 17. November, 1905. T. Hatabhi. 



Ein« neue Formel fUr den Se»t der Tajlorschen Heike. 
Wenn man in der Oleichnng 

*(6)j-*(a) *'(D 
F{b) — F{a) ^ 

, (6— j X 
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eintragt, weiter 6 » a -j- A, und daa swisdien « und b liegende | — a -i~ 
setzt, so folgt 

A« + ») - /(•) -hm — na) f^'^^ia) 

/•(«+») - fia) -hria) f^\a) 

h''{i-^f /•CP+?-n)(a-|-»i|) 

oder, wenn man den Rest der nadx i> + 1 Gliedern abgebrodienen Tajlor- 
acheiEi Bethe setst, 

^ ^ . ^, '"(t»+l)(P + a)- '(F+«)" r^+»>(a + 4r*) ' 

wo die Ton p und 9 abhängende Zahl ^ > 0« aber < 1 ist (mit Ausaefaluß 

der Grenzen). 

Für 9 » 1 folgt hierans: 

. . S,^ _ Ä(l /<' + «>(o + 

Da 

""f +♦ + 1)! 1 KV (p^ q)l f W 

ist, so ergibt sich aus (l) die Restform 



(8) R,^ 



nnd, fttr 9 — 1, die apexielle 



(4) Ä,« 



1 — 



Die Formeln (^3) und (4) stellen die neuen HestformelTi dar, die vor 
den gebräuchlichen vielleicht den Vorzug haben, daß sie den Rest mit den 
▼emaehllssigten Gliedern der Ta7lor8<^eii Reihe in VerbiBdang aeteen. 

So kann man aus (4) folgern, da 1 — » stets > 0 ist: 

Ist die Bedtngunjf 

für alle 9 znischm 0 und 1 er füllt, ao liegt ewitelien Nütt und dem 

ersten vernacidässujten Glie^l der Reihe. 

Tst (h) von einer gewissen Stelle au fttr jedes p erfiint, so zeigt (4), 
üuü iim Ii = 0 ist, wenn die Glieder der Tajlorschen Reihe unendlich 
klein werden. 
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Ich gebe zwei Beispiele zu der Gleichung (4). 
Sei erstens f(x) — Ix^ a = 1, so ergibt si( h 

natlkriieh A > — 1 sein muß. 

ZwtitniB benehnet sieh flir f(x) — jV", a — 1, wobei k ^ — 1 «ein nml^ 

Die Differentiation des von abhüngenden Bruches zeigt, daß er sich, wenn 

O von 0 bis 1 wttchst, monoton von ; — , , r bis 1 ändert. 

"Man kann aber daraus nur dftnn oine Begrenzung der Werte dieses Bmclies 
entnehaiea, wenn er nicht uneuUüch wird. Dies wird verhindert durch die 
Annahme 

4ia ftr < 0 keine Beeduinkimg fllr p liefert Unter diaeer Annelniie 
Ar p liegt dann swisohen den Orenaen 

die beide das gleudie Zeidien haben. Da für gehörig giofie p die Be- 
dingODg (7) exfUlt ist, folgt wdter, dafi lim zwiechen lim ^ J /t'+' 

imd lim ^ ^ A'*^ * lid£t> und somit dann und nur dann verschwindet, 

mm lim^^ Ja^+^-O ist 

Die rechte Seite von (6) wird von ^ onabhingig in den triTialea 
FMlen Ä = 0 oder + 1 — «, und wenn A = — 1 ist. Nach einem Satie 
Ton Stolz^i darf man, wenn a>0 ist, die Tajlorsohe R«he anch (Qr 

— 1 benutzen, wobei 

folgt, übereinstimmend mit der bekannten (ilcichung 

Freiburg i. Br. ira November i90ö. J. Lüruth. 



1) Stolz, Chnndiflge der Differential- und bitegralreoliaiiBg, 1. Teil, S. DT. 
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(1) 



QlelohwiV 4tf Geraden der Ilöhenpunkte der \\pr von dea BeltMi elMA 

ebenen VteneiU gebildeten Dreiecke. 

Sind Tj, Tj, Tj, lineare Normalformeii in rp''}>f\vinkligen Punkt- 
koordinaten, und werden mit and der Kosinus und der Sinus des 
Winkels T.T^ bezeichnet, so sind die Gleichungen der Höhen 

hierbei bpzeiolmot -H^j^, die Höbe dt-s Dreiecks 7\7\'1\, ä'v auf Jj stebt. 

Für Zahlen mj,w, ,ti, , deren Verhältnisse bestimmt sind, hat man, 
wenn F 0 die gerade Verbindungslinie der Uöbenpankte der Dreiecke 
riTjT, und T^T^Tt ist, 

oder mit Bücküoht auf (l) 

Für lyeBtimmte Zahlen a^, r<^, ist 

(8) ^A^^L^i + a»r,; 

wenn nun 

so folgt 

(4) «4 - Ol«! + 0^«^ + 0,«,, - a^ß^ + + «« fc. 

Betet man (3) in (2) ein, so erhilt man fBr V xwei Avadrftcke, dem 
Identitlt zu den QleidiaBgeii f&hit 

0. 



(2) 



+ «3«! 



Hieraus folgt 

0, - 
1. 



Cj4 «i'ij 



^4 - 



«II 



0, 
0. 



«■«II» — «t* 





*^4» 


^84 "l ''l8 


^4' 




0 


- 0, 












1 1, 


0, 




1 0, 




1 



Hiernach kann man nehmen 



(•"l " — *»<i4% — «14*'«*^ — «14«» «l + «14<^*4I 
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woraus folgt 

(7) «, - IMj = (C^80,4 - C||<^4)a,, 

Für Tifir beliebige Gerade g, h, p gilt die goniometrisebe Qrandfonnel 
(vgl. n. a. Baltsers Elem. d. Matb^ 2. Bd^ 6. Aufl., S. 302) 

tia gk GM fp nn hfeos gp fg eo» hp ^ 0; 

ersetzt man bierin h dnreb «ine Gnade, die za h reditwinUig ist, so 
erhilt mati 

sin (y* + 90^) cos fp + 8in(*/'— 90^ cos ^rp + sin /"^ cos (Ap — 90*) = 0, 

oder einftcher 

cos^A cos ~ coB A^cos + sin fg tan hp — 0. 

Ersetst man bierin die Geraden /, h, p der Reibe nach durofa 7|, 2^, r„ T^, 
so ergibt sieb 

(8) e^Cu - Ci,c„ + - a 
Daher ist sunfiobat 

(9) _ . _ Sjjtfj^O,. 

Ans 

und aus (4j erhält man 

<i« «i<^i. + «»<?M + «»; 

daher hat man 

(ll; Cg4 - «i^i> - 03t« = «s» - öj<?it — *»s«i» «II 

vrorans sich in Rthcksidkt auf (6) ergibt 

(12) - (cu - «it<ij«t» «t - («14 - «is<i4)«iv 
Da nnn 

*^14 <^u««* ^4 " *14 %1*I4» 

so erhilt man sohliefilich 

(13) Ml 1^ — Of^it^Ml — »1«I«»14» 

Als Gleichurjg der vorgelegten Vurbiudungsliuio erhält mau kieraus 

(14) flj c^Si^ + a2 , ,734- </g c, , T, = 0. 

Hieraus kann man die Gleichung der Geraden der Höhenpunkte der 
Dreiecke T^T^T^ und T^7\T.^ ableiten, indem man die Zeiger 1,9,3,4 
der Beihe nacii durch 3, 4, 1, 2 erüel/al, und au Stellt» der Zeichen u andere 
Zflicben h Terwendet, die der Identität genügen 

der Vergleich mit (3j zeigt dabei , daß 

11* 
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Bezeichnet W die Yerbituhingslinio dor genaantwi HOheDpcmkte, SO 
hat man mittels dieser Yertftiischuiigen zunächst 

(16) ir= «j*„<^2\ - (H9u<fu^» + 'liCu^'i - 0. 

Bnetrt man hier gemifi (3), wa folgt 

Nun ist nach den goniometmchun Gnindformeln 

*is^4» hi^n + *41%t ™ ^1 

sowio 

^Cg| + + 'si<*4l 

also 

folglich hat man 

Die Identität Ton W nnd F leigt, dftft die vier HQlieapimkte auf einer 

Geraden liegen. 

Dresden. K. Heoee. 



Beitrag zur InhaltKbeHtlmmnng der Fässer.*) 

Der penauen Krnnttehxng des Fnßiabaltes stellen sich bekanntlich 
Schwierigkeiteu eutgegeu^ die in der, durch die Uerstellungsweise der Fässer 

bedingten^ der Bedmaiig sdiwer 
sngAnglichen Form der Danbeik 
begründet sind. 

Hieraus erklärt es sich, 
daß die verschiedensten Formeln 
angegehen wurden, welelie mehr 
oder weniger zutreffende Ergieb- 
nisse liefern: teils ist man auf 
prnmd theoretischer ünter- 
suchungeu zu solchen Formeln 
gelangt^ teils hat man suA andi 
mit Näherungsformeln b^llgt 
Im Gegensatz hierzu wollen 
wir uns die Aufgabe stollou, eine 
möglichst zutreüeude Formel fiir 
den FaBinhalt an der Hand Ton 
Mtttmgen an amgvführirn Bei' 
spielen zu l)estimmen. Wir be- 
handeln im folgenden lediglich 
Fässer mit kreislormigem Querschnitt und setzen die Abmessungen der 
Hohe sowie des Boden- und Baudidurchmessen ab bekannt Torans. Zu- 




V ^ ^ 



1) Der VerfiMser hat die Korrekturen seiner NoÜb leider nicht mehr lesen 
kommen, da er inawisehen Terrtorben ist. Bed. 
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naeliHt hanflplt f>s sicli darum, eine brauchbare Form für die zn bestimmende 
Formel leuitzustelieQ, die den weitereu Untersuchungen zugrunde zu legen ist. 

Bezeielmet man die Höbe des FasiSB mit die beiden Halbmesser 
mit B und r (Fig. 1) mid nimmt man tB, daB die Dmben nMsh einer 
Linie gefbimt sind, deren Gleiehmg Inntet: 

i, = 18-(»-r)fJ, 
fo findet sieh der verlangte Rauminhalt nach bekannten Begeln sa: 

F-2« j*[li-{li-r) (~j^J\*dx 
oder nach Ausführung des Integrals 

woHQr man allgemein setsen kann: 

(2) F — «Ä (aJl* + hBr + er«). 

Zu derselben Gleichunpf gelangt man auch bei anderen Annahmen, wenn 
luau z. B., um der Faßfurm besi^er gerecht zu werden, die Faßdauben im 
mitüenm Teil nach einer Parabel gebogen annimmt| welcher sich bertthrende 
Oeraden anschließen, vgl. Fig. 2. 

Wir entnf'limPTi liiemus, 
daß die Foripcl (2 ) geeignet sein 
wird, den Xuimit der Fässer all- 
gemein snm Ansdmck an bringen. 

Es ist nun unsere Aufgabe, 
die in (2) vorkommenden Un- 
bekannten a, b und c möglichst 
zutreffend zu bestimmen. Wie 
leicht zn erkennen ist, sind diese 
Größen nicht unabhingig von- 
einander, vielmehr mässen die* 
selben der tileichung 

(3) a + 6 + c-l 

Genüge leisten, da ftir 11 r 

der Inhalt Y zu ithr* gefunden werden muß; vgl. im ftbrigcn auch die 
Koef&zieuteii in (l). Mit Hilfe von (3) könnte man nott eine der Größen 
a, h und c entfernen und erhielte z. B. 

(4) F - «Ar« = a (Ä* - r^) + br {Ii - r); 

wir wollen jedoch im folgenden von der Formel (3) gtlnzlich al»^eh< n, d. h. 
die Größen a, b und c so ermitteln, als wenn dieselben voneinander un- 
abhängig wären; die Formel (3) soll uns dann dazu dienen, über die Zu- 
TmrlBssigkmt unserer Beieehnimgen ein Urteil m fSllen. 
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Zur Büstimmuiig obiger Uubekauuten rt, h und r, die durch tbeoretischf 
UoiersuchoDgen allein nicht mit Sicherheit festgelegt werden künnen, sollen 
luw, wie berat« eingangs erwBlmt, die Heesnngen der Inbalte V und der 
Maße Ii uud r an ausgeführten Beispielen dienen; es wflrde, da es sich 
nm drei Unh('kanTif<' bandflt, genügen, solche Messungen für drei Fässer 
anzustellen, so dab für die Unbpkannton drei Gleichungen (2) zur Ver- 
fügung stehen. Es erscheint jedoch zweckmäßiger, eine größere Au/ahl 
dieser Uesmingen in die Bechoong einrabeaebm; dadorch wird auch die 
Anzahl der Gleichnngen (2) großer als diejenige der T^nbekannten, zu deren 
eindeutiger Brstimmung eine Ausgleichung nach der Metbodo der kleinstpn 
Quadrate vorgenommen werden muß, weleho gleichzeitig über die erzielte 
Genauigkeit zahlenmäßigen Aufschluß geben wird. 

An Stelle der Qleicbung (2) wBUen wir für die n aehste h endea Be- 
xeehikttngen die Fomel 

(6) 7 - A (aX>» '^bDd + cdF), 

in welcher mit D und d (Fig. 2) die Durctamesser bezeidinet nnd; Ar 
diese Qleichong wird die Besieboag nach (3) noiimelir lauten: 

(6) fl + H-c--j^. 

In Tabelle 1 sind die gemesseneu Werte F, A, D und d für 10 ver- 
adiiedene FttBser suMmmengeetellt 

Tabelle 1. 



\ 

Nr. , 

1 


V 


h 




d 


7, 




Liter 


dm 


dm 


dm 








' 17,2 


2,70 


3,10 


2,40 


17,126 


0,075 




21,6 


2,80 


3,45 


2,65 


21,378 


— 0,227 


•1 


1 81,6 


3,10 

H,!»0 


4,00 


2,95 


81,804 


-f 0,204 




»8,0 


3,90 


2,95 


38,699 


-}- 0,699 


6 


61,2 


4,40 


4,80 


3,15 


61,970 


4- 0,770 


6 


65,0 


4,60 


4,70 


8,50 


65,626 


4- 0,626 


7 


75,8 
110,4 


4,86 


4,90 


3,70 


75,689 


— o.iu 


8 


5,35 


5,60 


4,36 


110,990 


-f 0,690 


9 


118,2 


6,10 


5,90 


4,65 


118,413 




10 


171,0 


6,40 


6,60 


4,70 


171,648 


4- 0,54« 



Mit Hilfe der in dieser Tabelle angegebenen Zahlen können 10 Glei- 
chungen von der Form (5j aufgestellt werden, nachdem die Werte 
hDd und hd^ ausgerechnet worden sind. Führt mau m bekannter Weise 
▼orab NSberangswerte fOr a, b und e ein, die zn a««* 0,37, h = 0,22 und 
«—0,20 angenommen werden können, so l&Bt wSd statt (5) die Gleichung aasetasen 

(7) V — (0,37 + a?) ÄI>* + (0,22 + y) hBd + (0,20 -|- *) 
oder wenn F| ^ OyZ7hl3^ + 0,22 hDd + 0,20 A«r* eingefiUirt wiid: 

(8) F — F, + + + 

an Stelle dieser Gleichung subreiben wir noch 

(») o-r.-r+*^^+i^,ift+ii,.. 

so daft 100« — a?|, tOOy — jfi und 100« — «r^ ist. 
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Die Zahlen \\ and Fj — V sind in obiger Tabelle 1 angegeben. 
Die Fehlergleicbuiigen lauten nunmehr 



^ — 0,0Ö -r 0,26 + 0,20 + ( ).!♦', z. 



(10) 



1» 



KV 



(11) 



— 0,23 + 0,33 Xj + 0,25 yi -f 0,18 js^, 
+ 0,20 + 0,50 «i + 0,37 + 0,27 g^, 
+ 0,60 + 0,59«! + 0,46 + 0,84 x^, 
+ 0,79 + 0,81 0?, + 0,60 + 0,AA f|, 
+ 0,68 + 1,02 «i + 0,76 yj + 0,66 

— 0,11 + 1,16 + 0,88 y, + 0,66 , 
+ 0,59 + 1,68 a:, + 1,30 y, + 1,01 z,, 
+ 0,21 + IJHr^ + l,40yi+ l,10z„ 
-i- 0,66 + 2,70 + 1,96 y» + 1,41 js^. 

Aus diesen Gleichungen sind die Werte x,, y, und so zu ermitteln, daB 
die Summe frv] ein Minimum wird; diese Bedingung fillirt in bekuuter 
Weise auf die drei Normalpleichungen 

17,10x1+ 12,84 Vi + 9,59^1— — 4,27, 
12,84 + 9,65 y^ + 7,22 it, — - 3,20, 
9,69 art+ 7,2Sf^ + 6,41 «|— - 2,88, 
AnflAsang ergibt: 

«1 — — 0,86; yi — + 0,86; #, — — 0,06; 
folglich erh&lt man die vorbcsscrteu Küeftizioutfuwcrte 

a ^ 0,37 - 0,0086; b == 0,22 + 0,0085; c — 0,20 - 0,0005 
oder auf zwei Dezimalstellen abgerundet 

a — 0,86; b = 0,23 und o 0,20. 
Die Voimel für den Lihalt der Faeter lantet somit 
(12) r - Ä (0,36 Jö* + 0,28 Dd + 0,20 «i^. 

Nmunebr ftbeneugen wir uns, daß für die angenommenen Desimil- 

stellen die KoefBzienten a, 6 und c der Bedingung (6) oahesn genügen, 
und daß daher dip vorgHiomniene Aosgleichimg zu einem zutreffenden 
Ergebnis geführt bat. 

Hinsichtlich der M&Be /<, D und d ist noch zu bemerken, dafi h und 
J> die ücJUeii Abmeasongen bedeuten, deren Ermittolnng keine EMiwierigkeit 
bietet; fttr den Durchmesser d ist jedocb das äußere MaB (siehe Fig. 2) 
genommen, welches jedenfalls bequemer nnd sicherer liestinunt werden kann, 
als der lichte Durehmesser d^. 

Zur Bestiauuung des mittleren Fehlers der Formel (12) bat man die 
Summe [vr] zu ennittebi nnd nach der Gleichung 
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zu rechnen; unter v sind hier die Fehler nach der Ausgleichung, aiso die* 
jeuigeu von (l2) SU Ttntehai. NadisMieade Tabelle 2 giebt diese Fehler 
die Zahlen vv und deren Summe. 



Tabelle 9. 



r 


V 


1 


V 


V 


99 


17,07 
tl,S9 
»1,67 
S8.46 
61,75 


-0,18 

— 0,31 
+ 0,07 
-4-0,46 
+ 0.66 


0,0169 1 

0.0961 1 
Ü,U049 
0,2116 
0^26 


65,17 

75,10 
llü,6.i 
118,04 
170,80 


+ 0,17 

— 0,40 
+ 0,22 

— 0,16 

— 0,20 


0,07M 

0,1 ßOO 
0,04Ö4 
0,0266 
0,0400 



[rr] 0,9789. 



ffienuMih berechnet sieh der mittlere Fehler nneerer Formel (12) zu 

= ± F'0,1398 =^ ± 0,37; 

es folgt hienus, daß der Fonn^ I i 1 2) ein mittlerer Fehler von ± 0,37 Liter 
anhaftet, ein Ergebnis, welches ijefriedig'pn wird, znmal eine genauere Be- 
stimmung des Faßinhaltes schon wegen der bei Herstellung der Fässer nicht zu 

vermeidenden Unebenheiten im Lmem denelben kaum m erwarten nin wtzd. 

D 

Betet man in (12) noch = n, so entsteht 

F <- kd* (0,36 n* + 0,2S n + 0,20) — qhd^, 

weldie Fonnel nach Feststellung der YerhBltniszahl n fOr die Inhalts- 
bestimmung nicht unbequem isf, sofom man zu diesem Zwecte naohstebendo 
Tabelle H benutzt, deren Zalilenwerte ujan auch in einer Zeichnung ver- 
einigen kann, indem man n als Abszis&e und q als Ordinate aoftr&gt. 



Tabelle 3. 



n 


1 

9 


1 n 


9 


1,00 


0,7900 ' 


1,36 


1,1666 


1,0Ö 


0,8384 , 


1,40 


1,2276 

1,2 '.»04 


1,10 


0,«8M6 ! 


1.4Ö 


1,16 


0,9406 i 


1 1,50 


1,S65U 


1,80 


0,0944 


1,55 


1,4214 


1,-2.^ 


1,0500 


1,60 


1,4890 


1,30 


1,1074 


1,66 


1,6696 



Saarbrücken, den 4. August IdOb, Ingenienr £. Pullbb. 



Die uiiiueriMche Auflöbuiifc kuhiseher Oleiehongen« 
Vorgelegt sei die kubische Gleidiung 

4 + «0«^ + *o-Po " ' o (0) 
Man denke sldi ans (0) sakzesaive n weitere kubische Gl^hungen 

+ «tfl^ + hrXw — Cp (v) 
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gebildet, von denen jede folgende aas der ihr Torbecgehenden mittels der 

Substitution 



f y I 



r 



10 



eriulten ist, wobei die r^, gewiss© positive ganze Zahlen sind. 

Ist nun cD,^, eine Wurzel von (v -\- l), so ist r^-|- m**»*! ^ 
Wvnel Ton (v). 

lit mifhiii eine Wunel von (n), so ist 

n«-t* fii-i + lii «UM Wnrsel Toa (» ~ \\ 

und deshalb 

— r,_i+ ia»,_i „ „ 9 (»-2), 

«o=»^o » » » (0). 

Ans diesen n Zeilen folgt 

lö + T? + 7? + • • • + „r- + -HF- 

Sind nun die ^Jr" ß« n r Ziffern, liegt ferner w« zwischen 0 ut 1 10, 
imd ist r« die größte ganze Zahl, die nicht fibertrifft, so liegt die 
Wiinel «g^ zwischen 

•'s» ^lUU • • • 'W-t*'« 

and 

wo f*» ^ r« -j- 1 ist und die die Pl&tze von Dezimalstellen einnehmen. 
Um die Bedingungen 

O^r, <10, v + O 
0^«.<10 

tu müsieren, besdirliike man nch anf poatiye Wuraelii imd ▼erfiüire 
wie folgt 

Fnter [/(a) werde die grOBte ganw Zahl veistandan, die die positive 
GrOfie o nicht übertrifft. 

8ei eine positive Wurzel von (0), von der man nur weiii, daü sie 
zwischen den beiden bekannten Zahlen //(«g) und «/(aj + 1 liegt Ibn wBble 

dann f<^gt ans 

daB (1) *i<te tin» Wunel xwitchen 0 nnd 10 bentzt Man bestimme 
ff(«.) und waUe . . 

dann folgt aus 

«^-10(«i-rj), 

daß (2) sicher eine Wnnel swiseben 0 imd 10 bat Man wlhle jetst 

r, — ^(ttj) usw. 

Schließlich kommt man zur Gleichung ^n), die auch sicher eine Wuizel, 
etwa a,, zwischen 0 und 10 besitzt EndHcb wible man 
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ein n SKeKm rit^gtr Wundteert der torgüefftm Qidtkut^ (0). 

^ + = 'ri 



Setst man 
80 ist 



«r+i-10(a^+8r,), 
^+i-100(«, + 

c,^,-1000(tf,-r,0. 

Auf diesen drei i'ormeln beruht die große Einfachheit des Bechenschemas. 
ZusaU 2. 



folgt 



e 



wenn man den Aosdrack — ^"^^-^^^ ^ der Küne halber mit L bezeichnet. 

Setxt man daher euifooh 



so begeht man den Fehler der sehr leicht abzuschätzen ist. BesUtt 
nnwlich fa,, -j- a,) f?*>''^ ?»' //r nh m Sfdlm vor dem Komma, 6„ dagegen 
genau M Uteäen (vor dem Komma), 50 liefert dk DivisUm ron durcft 
toeUere M — m ricMige Dethmt^^dlm für Wmvd o^, vom dtnm die IdMs 
«k»eft mdkl um eine EmAet^ fofoeft «9<. 
Da» eipbt tidi sofort an» 



Zmatz 3. 

Hat { v) zwischen und r,-\~ l nur eine Wurzel, so hat {y + fi), wo 
beliebig > 0 ist, zwisdien 0 und 10 nur eine Wurzel 

ZtMi 4, 

Beiitit die ZiSSir t die beiden Ei 



wo « -f- 1 ist, so wtiile 



IHewlbe Wahl flüut zum Ziele, wenn gleiduMitig 

£ { e (z + a^) b^} ^ c, 
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Zusatz 5. 

Ist Bq so groß, daÜ uicht leicht zu finden ist, so rücke man in Og, 
dg, Cq das Komms baadehxmgswfliBe «, 2», 3n Stallan. iimIi Imks, indem 
nuui M geeignet irlUt, bestimme eine Wimel ß ans dem nenen Tripel 

10»* 10*"* 10»" 

tmd rücke in dem gefundenen ß das Komma wieder n Stellen nach rechts, 
40 hat man damit o^: 

tt^'^XOF'ß. 
Zwei Belepiele mOgen das Verfahxea erlftntenL . 

Beiapiel 1. Die Gleichung des Johannes von Pfeleimo, zuerst gelöst 
Ton Leonardo von Pisa (vgL Cantor, Geechiehte der Mathematik, Bd. 2, 
8. 46, 47). 

ir'+ 2i - -f- 10 X = 20. 

Die praktische liereohnung der Wurzel besteht aus ebensoviel Schritten, 
wie Dezimalen erzeugt werden sollen, abgesehen von jenen Dezimalen, die 
jm Ende der Beehnnng dnrdi Abschfttanmg entiielien. Die AnaftUurung 
eines Schrittes mit der Einleitung snm folgendoi eiigiht üidgende Zahlen- 
gmppienmg 













'r 























Die Ziffern findet man bei den ersten Sdiritten dnroh Yenuche, 
sehr bald aber viel einfacher dnroh den Ansatx 

''-«(»;)• 

Bei Berücksichtigung dieser Bemerkungen wiid das fulgende Kecheu- 
aehema ohne weiteres TerstKndlich «rscheinen. 
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10 
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20 


1 


8 


13 


13 




50 


1700 

159 


7000 


8 
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1859 


5577 




590 


202700 
:5576 

20627G 


1423000 
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18 


1237B5ß 




6080 


20988800 
48704 


185344U0O 
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84 


21037504 


168B00082 




61040 


2108627200 


17043968000 
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Fährt man so fort, so bekommt man die weiteren Stellen 081 and 

a^mm 610642430, 
6^—210961392438768300, 
— 16d000766664öö9000. 

HierauB folgt ■» 0, . . d. h. fl^< ly d. h. 

Og-h 1 hat 9 Stellen« dagegen 18 SteUeo. Uiihiii liefert die Divitiem 

Cg : 6g nicht weniger als 1 8 — 9 i=> 9 riditige neue SteUan fttr o^; »fm üc h 
die Stellen 07821^726, so daß endlich 

1,3688081078213726, 

NO die 6 am Ende noeh nicht um eine Einheit zn gro3 ist. 

Beispiel 2. Die kubiadie Qleiehang 

X*— 3de->~ 1 

besiUt die drei Wnneln 2 lin 10^, 2 sin 50* und — 2 sin 70*. Man findet, 
dafi eine Wurzel, etwa ag, Bimhen 0 und 1 liegt, und man erfaSlt dem* 
entsprechend folgendes Schema 

00 - 300 —1000 03 

+_ 9 

9 " 291 — ^"-^ 

90 —27300 — 127000 4 

+ 37a 

12 - 26924 — 107696 

1020 —2653200 — 19304000 7 
+ 718 9 

21 -2646011 — 18522077 

10410 — 263877300 - 781923000 2 

Man findet fanier « 9 nnd 

1041870, 

6^.-2688168967700, 

ff - — 16766402489000. 

Demnadi ist < 7 , < 50, und da Og + o^e ^ Stelleii ver don Komma 
bat, so besitzt a| (a^ -j- a^) höchstens 8 Stellen, während 13-steiUig ist 
Also liefert die Divistim ^ : weitere 5 SteUen, nKmlicb 63653, so daß 

2 sin 10^— 0,3472963553 

wo die drd am Ende noch nidit mn eine Einheit zn Uein ist 

Man yergleicbe die vorstehende Methode mit den Methoden von 
Lagrange imd Heis, die auf iihnlichen Gedanken beruhen« in der prak« 
tischen Handhabung aber minder einfach sind. 

Das dargelegte Verfahren l&fit sich übrigens ohne Mühe auf Gleichungen 
hOherai Grades erweitern. Äudh die Anwendimg auf quadratisdie Glei- 
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cbungen liefert einfache Resultate. Hier dienen rar Bereohnong tob Or+t 
und bs+i die Bekursionsformeln 

— 100(6»— r^fr-f- Or), 

wobei mm nek die Gleiebinif (v) in der Form 

zu denken hat. Auch hier liefert die Abachätzuag eine beträchtliche An- 
zahl neuer Dezimalen. Aue 

«4 + flu«« fr» 

folgt 



a. 



Besitzt demnach a„ M Stellen ('vor dem Komma), aj höchstens 
tn Stollen, so liefert die Division h„:(i„ wfitf^re M — m Stellen zur 
Wurzel Oq, deren letzte noch nicht um eine Euiiiuit falsch ist 

Wie angemebm das Yerfahren ndh in der Fhudi gestaltet, mag ein 
Bwspwl «eigen. ^ ^ 9 7,4621 x = 253,79. 



97,4621 
4 



1014,621 
10 



10246,21 
6 



253,79 
108.9242^ 

.'>476,68 
5098,105 

37847,5 
30747,63 



103522,1 

14 



709987 
717708,7 



1020361 



0228'! :?0 
9228330 

~0 



2 
5 
3 
7 
9 



Eine "Wur/el der obigen Gleiehiing ist demniiLh 2.5379. Sie ist 80 schneller 
emaittelt worden, als es auf dem gewöhnlichen Wege möglich gewesen w&re. 

Biedenkopf, den 2. November 1905. H. Dönan. 



AnflSsang der transzendenten Gleichung x ^ y -j- ainy. 

1. In der folgenden kleinen Arbeit handelt es sich um eine ziemlich 
elementare und vollständige Lösung der tranü^endenten Gleichung cos rj — t]. 
Yovbildlich war mir dabei die LOstmg der transzendenten Gleiohnng tan ?} = i}, 
welche von Euler, Introductio in Anal., Lib. II, Cap. XXII, § 539 (vgl. 
rinrh Cauchy Oeuvres 2, M. p. 354, Bertrand, Algebre 1870, IT. p 284 
und Gatalan, Goars d'Analjse p. 297 usw.) durch die berühmte Formel 

1» — (« + i) » — (^T+i)« " 3(;r+ i^jT» 
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gpfrehen und von II er mite (Arch. d. ^laih. u. Phys. (3) 1, 22) verall- 
gemeinert wurde - Die Koe£6L9uenteD der von mir erhaltenen Formel t'ilr 
die Qleichuug cos = »j: 



reichen gerade audi hin, am die Funktion » ^ y -\- sin ^ nach der 

Bürmanuschen Regel umxakehreik, sowie auch die Koeffizient tu der 
Cauchyschen Reihe nicht nur zur Lösung der transzendenten («leicliunp 
oot 1) + 1} *^ sondern auch zur allgemeinen AufltJsung der Gleichung 

* ~ — r-^—t — nach « ausreichen. — Ich glaubte also, der AuflösonB 

der transzendenten Gleichung cos i} = t) die Umkehrung der Gleichung 
X = y + sin y voranstellen zu sollen, habe aber nirgends darauf Bezug ge- 
nommen, daß dies eine Keplersche Gleichung für € «- — 1 ist, weil die 
mir helniinteii LOsongmi letsterer fOr diesen Fall uebt ImiiebiMr waren. 
2. Die in der Gleichung 

(1) « « y + sin y 

rechtsstehende Funktiou von y wird Null für y =■ 0 und der absolute Betrag 
von « wichst fortwihrend, wUhrend y von Null bis st wlUdtst Der 
Differentialquotient 1 -}- cos y wird das orsiemal Noll fttr y « ee wird 
nun ja;]"»« für y — «c, so daft die £ntwicUimg 

(2) + + 

gALtig ist, solange ]s;|<» ist ffierin ist nach dem Mac-Laarin sehen 
Saise: 

\ ax / (j = o, y = 0) 

Man bemerkt sofort, daß die k mit geradem Index KuU werden, da jf eine 

ungerade Fimktiou von r ist. 

Um zu eutwickeln, hat man x — y sin y und durch Diti'ereutiation 
Gleichung: 

(4) 1 — jr' = |f' • cos jf. 

Hieraus folgt vermöge siu* ^ + cos* y =- 1 die Gleichung: 

(5^ (^-y)^y'* + l-2/-0. 

Eine Differentiation dieser Gleichung ergibt: 

2(x - y)(l - + 2(« - V'- »j^" - 0; 

daraus erhalten wir nach einigen Reduktionen und unter Benützung der 
Gleichung (5): 

(6) y"-(ir-y)sr'«-o 

Multiplizieren wir (5) mit y' uud (6) mit (x — y) und addieren dann heide 
Gleichungen, so erhalten wir: 

W y"(^~y) + y'(l-2y')=0. 
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Diese Gklchung differenäereu wir 2i»-iiial, o; als die unabliSiigig« Variable 

betracht«Dd: 

-3f<**>i^" + (1 - 2y'y'**** - 2("j**)y"y("') - 2 

— 2^*»+*>y' — 0. 

Setnm wir hierin die Glieder mit geraden Differentialqiiotieiiteii »0, 
feraer « 0 nnd gr » 0, so «riialten wir mitor Benfitnmg Ton (8): 

ii-i ^ 



«-1 



Da nujXy wie aus (4) her^urgebt, ^ f ist, so ist weiter: 

n-l 



oder: 

n-I 



W ^-+1 - n^,^ « + 1 (s») ^"+» ^—f <+!• 

Ton den beiden Werten A| * und " ^ ftusgehend finden wir mit Bilie 
dieser Bekursioosformel: 

^ — 16' ^ — «66» ^ ■* »6» — 8192 » 

, 764788 j 1078ftl407 . 
*»»"■ 8198 » 66686 » 

Daber ist die Gleichung a; ~ y + sin y nach y aufgelöst: 

W + M «^ + -"* 

doch nur für solche Xj deren absoluter Betrag kleiner als » ist. Ist 
reell, so muß — ä <" r <; -f :r sein. 

3. Ist der absolute lietrag von x großer als so zerlepren wir r in 
25Ä :t 5> worin 5 < ji, und setzen ebenso y = ^STt + i^. Dadurch geht (1) 
Uber in | — ij + nn ij, weldie Gleidiung nach (9) anftalltaen ist 

4. liegt die Gleichnngsforni — sin y vor, so können wir diese 

leicht mittels der Substitution x = {2s l)it ±^ 1^ (worin K««) and 

|f » (2s -}- 1)« 4- " :i'it 'lie Form | = ?; -f- sin ij brincren. 
(Ist X gleich eiucm Vielfachen von n-, dann ist ^ s= x.) 

5. Ist X rein imaginär, so setzen wir x— {| und entsprechend 
y =^ ( 7^, worin I und 1] wieder reell sind. Die Gleichung (1) lautet dann: 
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I » t; + od«r I 1| + tuihp ^- DiMelbe Substitution Ruf (9) 

angewandt liefert danu: 

t iimB wieder iwuchen n und «f - « enthalten sein. 

6. Aach die transsMidente Oleidliung ?] — oos i} 0 ist nach der Fofmel 

(9) lösbar. Wir erhalten diese Form, wenn wir in (1) för a; = ^ und 

y a y — 1} setien. AU Lösung der Gleichung oos eigibt sich also un- 
mittelbar, indem wir dieselbe Substitution audi auf die Beibe (9) anwenden: 

^"*iT- 8l'(f)*-'gl(T)' ' 

oder wenn wir die Zeblenwerte einsetnn: 

+ 0'78S398| * 

— 0 040 372« 

— 0 004 980g 

— 0000 786^ 

— 0 000 1 o9g 

— 0-000026« 

— 0 000005, 

— 0 000001, 

— o oooooo^ 

+ 0-739085, 

Dieses Eestiltat ist auf sechs Dezimalstellen genau; Euler gibt die Wursel 
0,7890847 (Introd. in AnaL Lib. II, Cap. xfo, § 531). 

Aussig (Böhmen). stud. math. Josbp Erüo. 



Die Magfunseehe Fnnktionalgleichung im Zusaiiiincnhauff mit der 
Dtfefentialfleicbung (jr, y) dx q {y, x) dy^9. 

Im 5. Bd. des Crellcschen Journals untersucht Magnus die Funktion&l- 
gleicbung: 

^'i (•/) • 9>i (^) + • • • + Fjn) • <p,{x) = F,{x) . + • • . 4- F^{x) ■ q>^ij,) 

und findet, daß dieselbe durch folgendes Linearsyatem gelöst wird: 

• t 

• • 

Teil ballt- hei anderer Gelegenheit durch nin ganz auf die symmetrische 
form dieser Funktionalgleichung gegründetes Verfahren das gleiche Besultat 
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erhallten und dassf-llie zur Bestimmung von Flächen aus angenommenen Eigen- 
schaften bfuutzt, was hf'i der Untersuchung der FlUchen, welche dem partiku- 

Iftren Integral der Düfereatialgleicliung^^^^ = 0 entsprechen, sehr nahe liegt ^) 

Im Torliegenden Aufsatz wird ein Typus von Aufgaben behandelt, bei 
welchen die Mag^nussehe Funktionalgleicbnng im Zusammenhang mit der 

Differentialgleichung 1. Ordnung: 

eine wesentliche Rolle spielt. In dieser Form erscheint jede Differential- 
gleichung Mdx + Ndjf « 0, deren Integral a(«, y) m a{p^x) ^ C bezüglich 

der Variablen symmetrisoli ist. Es ist nSmlieh — y) • M (x, y\ 

also I* " P{j^ ^iVt^)-, andererseits = J'(jp, y) • jV(^j y)» somit: 

Ans Mdx Ndy — 0 wird daher: 

_p(x, y)lf (j-, }i)dx -\- pi if, j ) M\i/j x)dy 0 oder: 

q{x, ij)dx + ^{y, x)dy = 0. 

Nattirlich kann dieser Beweis auch geometriseh sehr leicht gefilhrt werden. 
Aus der Tatsache, daß die Differentialgleichung Q^dx Q^dy =^0 eine sym- 
metrisehe Lösung a hat, folgt von selbst, daß auch jeder Multiplikator 8 

eine symmetrische Funktion ist, wie aus ^ ^ * ~ o hervorgeht. 

Mit di^er Beziehung stehen die beiden folgenden Gleichungen: 

w ^* • ^ " <•» 

Im engsten Zusammenhang und lassen die Sfttze erkennen: 

„Die Aufgabe, einpn Mnltiplikator von Qjrd.r 4- o.,d}f = O zu finden, 
ist gleichbedeutend mit der Aufgabe, eine symmetrische Funktion 5 so zu 

bestimmen, daß der Ausdruck ~ (« • (fg) selbst eine symmetrisohe Funktion 

der Argument»' wird " 

„Die Aufgabe, das Intern al <s ^ C von Qj^dx -\- dff = 0 m finden, ist 
gleichbedeutend mit der Aufgabe, eine symmetrische Funktion a so zu 

bestimmen, daß der Ausdruck • selbst eine symmetrische Funktion der 

Argumente wird.*' 

Leicht ist auch einzusehen, daß Qxdx + (fgdy = U immer integriert 
werden kaon, wenn (/(x, y) eine homogene Funktion n-ten Grades ist; denn 
mit ist ateh ^ eine homogene Funktion gleidien Grades, und es gilt 
bekanntlich der Sats: „Sind P und Q homogene Funktionen Ton gleidiem 

1) Wktdub „Ober die FlKeben, welche dem partikulftren Integral der IMfferential- 

Kleichunsf = 0 entsprechen." (Diss. München 1900.) 

CXC'f 

Arabiv d«r MaÜiemstUc und Pbyiik. Ul. B«ihe. XI. IS 
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Chrftd, 10 kann man eine andere homogene Funktion ii so beitimnien, daB 
diese Multiplikator wird, a. B. « p . ^ ^ ^ y "* 

Als einfacher Spezialfall dar Gleichung (f^dx -\- ^^dy ==»0 meheint 

1 1 

indem 7n<:l<ni h der Zusammenhang mit der Magnusschen Funktioaal- 
glcichung deutlich hervortritt. Stellt man z. B. die IntegrabilitätsbedlDgiing 
iBr X auf, so erscheint die Magnussehe Funktioaalgleichung: 

1 1 
mit dem zugehörigen Linearsystem: 

«r W - («) -i- • • • «r.«<'«(«) (r - 1, 2, . . • fl). 

In diosen «Oleiehungen mit 2» Unbekannten bleiben «Funkfcbnoa 

2m'. 

willkfirlich, so dafi es also gans allgemein anf - j wesenÜidi varsdiiedene 

Arten mOglich ist, die vorgelegte Differentialgleiohnog (I) so su bestimmen, 

daß ihre linke Seite ein totales DifferL-niial ist. 

Ganz analog können folgende Aufgaben behandelt werden: 
1, Gibt es eine Differentialgleichung von der Form: 

mit dem Multiplikator s — x^) 1>mV' Integral 

Im ersten Falle liefert die Bedingungsgleichung {A): 

Ans dem zugehörigen Lineanystem: 

bestimmen sich die drei Funktionen tp, % i in ihrer aUgemeinsten Form. 
Der Spezialfall ("13 =• = c^, = 0 liefert z. B. 

Im zweiten Fall, wo das Integral e die Form xix) + x(y) kaibsfn soll, 
gibt die Bedingungsgleichnng (B) eine Magnussefae FnnktionalgleicAning mit 
dem L5sangasjstem: 
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Hkr bleibt eim Fnnktion wilikfirücb, und nuui findet s. B. 

; /* + r - — ^— - - c 

als Intagnl der DifEiurentialgleichung: 

H+:::>:;;::i]''^+r.,.)+-+:;':«]a,-o. 

2. Unterwirft man jetzt die Differentialgleichung I der Bedingung (^), 
bezw. (B), indem man wieder s ^ ;( j) -|- lin^- bezw. fl ;ir(2') + jj(v) voraus- 
setzt, so erhält mau im ersteu Fall eine Funktionalglcichung mit dem 
lioeai^itein: 

(r =- 1, i, • • • n). 

Im zweiten Fall erhält man dagegen aus {B) eine Funktionalgleichung mit 
dem lineanyftem; 

Wlbrend im ersten Fall 2n Gleichungen mit 2n + 1 Unbekannten 

vorliegen, also eine Funktion willkürlieh bleibt, werden im /.weiten Fall 
bei H Gleichungen mit 'Iti -\- 1 Unbekannten n 1 Funktionen überscbüBgig. 

Es ist somit auf -"rr-^r-llt wesentlich verschiedene Arten möglich, eine 

n!(«-|-l)l ® ' 

Gleichung (I) mit zugehörigem Integral von der Form jjU) -|- ^iy) herzustellen. 

Auch die Voraussetzung eines Multiplikators 5 ^ jJt) • y-'ff) für die 

Gleichung (I) fährt auf Grund von {A) auf ein Linearsystem mit n Gleichungen 

vnd 2«! + 1 ünbelnumteii, nlmlieh: 

(r - 1, 2, • • • n). 

d. SetEt man für die DifferentiaJgleichung (I) ein Integral ▼on der Form 

t^^ffix) • Yid/) ▼onms, so fliefit ans der Bedingung {B) ein Line a r ey s t e n t 

1 

von m-n Gleichungen mit 2/; m zu bestimmenden Funktionen. Somit 
bleiben 2« -f «» — Funktionen willkürlich für 2« -|- w > die 
Fonktionen bestimmen sich gerade fBr 3n + m = mnj nnd bei 2n + iii<mii 
ffkit es nur dann überhaupt noch Funktionen, welche der Bedingung genügen, 
wenn sich durch Spezialisienmg der Konstanten die überschüssigen 
Gleichungen reduzieren hissen. 

4. Kann eine Differtntialgleiehung von d» r Form: 

ein Integral i^x"^ + i ih halM-n/ 

Die Bediuguiigsgleiehuni.r ( li.j gibt: 

if{y) • log <p{xj -f log x'iSf) =- ^(^) log SP(3/) + log x'ix) 
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und hieraus: 

log <p{x) = <\iitf{x) + log y''r> 
1 — r„ + log y' {x). 

Kino der drei FonktionMi 9>,'4r, z bleibt willkürlich. In dem bemerkcns^ 

werten Fall: 

wobei »IIB 

M n 

^pogvOr) • • A(y)J + log at'Cäf) =^'[log 9 (y) • o,(y) • ft.(a;;] + log jj' lx) 
1 1 

das entsprechende Lincaraystem sich ergibt, bleiben bei n -{~ 1 Gleichungen 
mit 3» + 2 UnbekaaiiteiL n 1 Fonlrtioneii disponibel. 

Windsbadi, den 9. Juni 1902. A. Wekolbk. 

yacMräglicfie Jttenurkuny: Es sei (iiuaui hingewiesen, datt die ol)en 
erwähnte Magnnstehe Fnnktionalgleichung nnr dn Spezialflill rou der 

•Ugemeineren Fonktionalgleichang SAf(x\ • B^iy) —^Cfix) • ist. 

1 1 
(Wendlw, „Beiträge 7.ur Theori« <ler Translntionsflaeben**; Pk-g. ThereBien- 

Gyiunasium, Müii< li'-n 1904.) In <li(";om Zusammenhange w&re auch atif 
eine in difSt i Zeitschrift 4 G, ll>03j erschienene A)>haudlunp von Pexider 
huiÄUweix II : „( her synim<*trische Funktionen von unaüliiinpigen Variablen'*. 

Munclieu, iiu Septemher lyOfi. A. \ViiNi»LEK. 



4. Spieeluaal Ar die Encyklopädie der mathematisolLen WisaenadhiftaiL 

[Einieodungen fBr den SprcchMwl orbittet Vranz Heyer, Königsberg L F^., 

Muannenbof, Hersog Albrecbt-AUee t7. 

L Band, IB 2, S. 399. Nr. 26. Realit&tsfragen. 

Es wird behauptet: H. Schramm ersetzt einmal die Sturmschen 
Funktionen doreb eine Reihe tob Kovarianten, sodann durdt eine Bake von 
hwatlanltn. H. Schramm hat zwar einige Invariantenkriterien in der 
zitiert»'!! Aliharidtuiig aufgt'ftoUt, aber spitic Invariantenkritorien sind nirht 
von soll her Art, daü sie die ffftuiue Anzahl der reellen Wnr/. lii zu ii»»- 
stiuiiaeu gestatten ^wie z. B. die Sturmschen Funktionen oder Schrauuns 
Kovariantenkriterien). Die angefahrte Behauptung ist also (in beang auf 
die Inyariantenkriterien) su ptSaisieren. 

I. Band, I G 2, e, 8. 627. 

Es wird folgendes Zitat angeführt: „Für 10, 11, 12 Quadrate Liou> 
ville, J. de math. (2) 5 (im)> p. 14.3, 6 (1861) p. 233, P riH64) p. 296, 
10 (1865) ]> 1 " An rVw-m ^^tellen ist nirgends von 11 Quadraten die 
Hede (statt 10 (1866; p. 1 ist üljrigens 11 (1866) p. 1 zu lesen). 

Prag. K Pete, 
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Zu II A 11. 

S. 198, Fußnote 166. Hier würp noch die Xi U. von E. B. Wilson, 
Anuals of Math. 2d. Ser. Vol. 1 (1899^ p. 47. zu ei wähueo, worin bewiesen 
wild, daß jede nicht ftberoU stetige Lösung der GlenolinDg /'(x 4~ = t\^)f{y) 
Ja jedem IntervftUe jedem beliebigen Werte beliebig nahe kommen muB. 

8.809. Eine Integralgl icbung /.weiter Art kommt schon bei J. Liou» 
ville vor, vj:! J. da math. Bd. 2 (18.m p •_>,'> oben, und wird in EeUien' 
form in der seitdem üblich gewordenen Weise gelöst, 

Cambridge, Mass. U. S. A. !Maxim£ Böcueh. 



Zu HA 11. 

no. 1() de l'Article II A 11 de V Knctjklopädie a le leol bttt de 
rappeler quf la thporie generale dos op^^rations et les regle« de leur eomjmsition 
et (leeompositioi) s"appliquent a la theorie des expressions lineaires boniogenes 
ditierentiellcs ou aux ditlerences hnies. Les citations 4U1 trouvent dans 
oe no. Bont donc neoessairement inccnnpletes: comme eela est exprime dans 
le texte, dies se rapnurtent surtont a Is partie formelle de la tb^orie. 
Pour ce (|ui regardf^ iVtude plus profonde de la decomposition des ex- 
pressions lineaires ditloiuntielles ou aux ditfereuces t n facteiirs, co n'ost pas 
dans cet aiticle, mais daub ceux relaüi's aux equations aiä'ürcntielles imeaires 
OB anz eqnations Untres an diffi&renoes qn'on derra s'mi oceaper et en 
donner la litteratore complete. Toutefois. je crois devoir completer les 
eitations aux uotes 47) et 49) du dit article II A 11, en mentionuant les 
travaux suivant«, dont Timportance, pour la decomposition des expressions 
dilfereu tielies Uneaires et pour leur reductibilite, est iondamentale: 

0. FrobeninSf Über den Begriff der IrreduktibiliULi in der Theorie 
der linearen Differentialgleichungen, J. t Math., Bd. 76, p. 236 (187B). 

A. Loewy, über reduzible lineare bomogene Differeutialgleichungea, 
Math. Ann., Bd. 56, p. 569 (1903). 

Uitons encore: 

E. Landau, Ein Satz über die Zerlegung homogener linearer Ditfe- 
rentialausdriicke in irredusible Faktoren, J. f. Math., Bd. 126, p. 115 (1902), 

auaai paroe que la citation d'un travail de T. Groth a la note 49) 
doit etre completee par CLllf i'une rectificatiou ( Berirrtiifelsf) de cet auteur 
(Nyt tidsskr. f Math., lid. XVI, no. 3) qui «e rapporte precisement au 
memoire de Landau." 

Bologna, juin 1906. S. Pikchbble. 



m C 2, Nr 7«. 

Der Satz S. L'19, Z. 8 v. u. „Eine Kotationsfläche 2. Ordnung und 
eine Kugel haben nach Hesse eine doppelte Berührung in zwei Funkten 
des imaginSren Kugelkreises^ ist nnriditig, findet sich andi nicht an der 
in Fußnote 353 angegebenen Stelle. Btott die Schnittlinien der beiden 
Fliehen mit der unendlich fernen Ebene haben eine doppelte Berühraug. 

Wien. E. MOller. 
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Borichtigang zu Band IX. 
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über eine Aufgabe der unbestimmteiL Aualysis. 

Von A. HUBWITS in ZfizieL 

In den folgenden Zeilen will ich mich mit der naohetohenden 
Aii%»be beeohiffcigen: 

„Jfan soU äOe Sffsleme vm n poaüom (forntm Z(Mm Xi,Xt,»*,x, 
hestimmm, dtrm Quadrakimme + ^ + * ** +^ okne Best durd^ Ar 
Produkt x^x^ • • • feUbar ittf* 

Offenbar kommt' dieee An^be aof die Tollslättdige Lösung der 
diophauiiichen Gleichnng 

in poBiÜTeTi ganzen Zahlen a:,, x,, . . . ar^ zurück. 

Den Fall n = l lasse ich als iniereeeeloa bei Seite. Ist » 2^ 
so lautet die Gieichong (1) 

-|- ' XX^Sßff 

woraus 

— xXf -t- — 4 

folgt Daher unß V«* — 4 eine ganae Zahl I sein. Aus 

a;« _ 4 =» oder (a: + ^) (a; — = 4 

folgt aher :ip + I«>-« — l>«2, alsö 

x^2 nnd x^—Xy 

Die allgemeinste Losung der gestellten Aufgabe wird demnach 
im Falle h 2 durch ein Sjstem von zwei einander gleichen Zahlen 
Xi » gebildet 

Bei der weiteren Behandlung der Au%abe werde ich nun n 

Toraussetzfn , 
indem man die Gleichung (Ij auf die Form 

a^ + * • * + äJ Xi(xx^ * * * — *i) 
biingii erkennt man, daß 

Xi xx^ « • > x^ 

AnUt dm MMbMMtilt m« nyilk. XU. Balb«. ZI. 18 
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186 ^- HvBWiTs: 

eine positire ganze Zahl tst, welche der Gleichnnfi^ 

H i- xl = i^xx^ • • — -'ij^x, 

oder 

^i'* + h — »«iar, • ar^ 

genügt Es gilt also der 

I — %» ^1 • • • «•) 

eine Lösung der dwpJumtisehm Oleidtwng (1), so ist <f«M 

Äi, x^f * . . a?^) • 

eine Lösmg dertdlm, faUs xl aus der Otek^img 

(2) «1 + «1 — • • • 

berechnet tn'rd. 

Aus der Symnu u ' <ii r Gleichung(l) in den Unbekannten d;,, 
geht hervor, daß ebensu 

i" "" *l» *|> 



5^*' {Xf X^f X^f • • •X^_i, Xn) 



gleichzeitig mit i Lösnngeii der Gleiehimg (1) sindy wenn z^, . . . aus 
den Gleiehungen 

9^'^ Xf'^ XX^Xg • • • «i^ii 



•^d "T" iC^Ä^ . » • ^11« j 

bestimmt werden. 

Jede der Lösungen S", . . . will ich als der Lösung ^ 
yjbencuihbarP* oder aaeh als einen „Nadibam'* der Losung ^ bezeichnen. 
Die Glacäiung (2) zeigt DRnuttelbar, daß auch | der Losung |' be- 
nachbart ist, und Iintsprechendes gilt toxl den LÖenngen T » • • • 
Wenn aibo TOn swei Lösimgen die ente zur sweiten benachbart ts^ 
so ist auch umgekehrt die zweite zur ersten benachbart. Bildet man, 
von einer Lösung | ausgehend, die Reihe Ton Lösungen 

(S) fi, £, . . . » 

in der Weise, daB jede ein Nachbar der unmittelbar TorheigehendeD 
ist, also 1} ein Nachbar Ton |, sodann ( ein Nachbar von 17 usf. 
so sollen die Lösungen 1}, . , . «d ans der Lösung | ,fihffdeitef* 
heiBen. Wenn die Lösung o> aus der Lösung | abgeleitet werden 
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kmn, so kann aneh umgekelurt | ane o abgeleitet werden. Denn in 
der Beilie (3) ist auch jede Löenng ein -Nachbar der unmittelbar 

folgenden. 

Gebt man Yon einer L5eang m einer benachbarten Über, so endart 
sich der Wert der Unbekannten x nicht Daraus folgt: 

SttU Z Weim gum Losungen ausemander abgdeUd werdm hörnten, 
so sümmm sie m dem Werte der VMkamten x «berem. 

Ab „JEifoAe" einer Lösung 

der Gleichung (1) beseichne ich nun die Summe 

a:, + + }- 

und knflpie hieran die loJgende 

DefiniUein: Mne Loamg dfr Gkidumg (1) heiße eine „Grund' 
lösung'\ wenn keine der n ihr henadilbarten LÖamgen eine Heinere 
JäShe hetOei wie sie. 

Die Bedeutung dieses Begriffes der Grundlösung beruht auf folgendem 

8iUe S, Jede Lösung der OhUihung (1) ist entweder eine Chrund- 
lostMg oder sie läßt sich aus einer örundlöeunff aH^teUen. 

In der Tat, wenn die Lösung g nicht Grundldsuug ist, so besitat 
sie einen Nadtbam ig von kleinerer Höha Wenn 17 ebenfidit nicht 
Gmndlösung ist, so besitst ij einen Naehbam ( von Ueinerar Höhe 
80 fortfahrend eihllt man eine Reihe von Lösungen: 

Ton denen jede ein Nachbar der unmittelbar Torhei^henden ist und 
deren Höhmi eine abnehmende Reihe bilden. Da die Höhen poeitiTe 
ganze Zahlen sind, so muß die Reihe (4) notwendig abbrechen, 
d. b. man kommt bei Fortsetaung der Reihe (4) notwendig einmal 
KU einer Losung o>, die Gmudlösung ist Aus dkser Gmndlösung o» 
laßt sich dann die Lösung | ableitsn. 

Dem Satze 3. zufolge gen^ es zur Tollsändigen Auflösung der 
Gleiehung (1), die Ghruadlösungen zu bestimmen. Ich werde nun 
zeigen, daß es nur eine endliche Zahl TOn Grundlösungen gibt, und 
zugleich die Mittel zu ihrer Herstellung angeben. 

Soll die der Lösung 1^ = (x, x^,, . *xj benachbarte Lösung 
i' ^ (x, x[, x^, . . . x^) keine kleinei'e Höhe haben, wie |, so muß 
Xi ^ «j, oder nach Gleichung (2) 
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od«r anoh 

(5) 2si^^xXiX^ . . . x„ 

Bein. Kiue entsprechende Überlegung läßt sich auf die übrigen be- 
nachbarten XiÖBungen von 4 anwenden. Demnach gül der 

Saig 4, Die LSaimg 

ist daum md nur dann eine (jhrtmdlösuiig, mm die n Ungieichimgen 

(6) 2x* ^xx^x^ . . . x^ 
erfüll f aind. 

Die Symmetrie die^^('r Ungleichungen zeigt, daß eine (.Tniudlösung- 
durch eine beliebige Permutation von x^, x^, . . . x,, wieder in eine 
Grundlüsutig übergeht. Es genügt deshalb, diejenigen Urundlösungen 
aufzusuchen, welche den Ungleichungen 

genügen. Für diese Grundlösmigeu sind übrigens die Ungleichungen ( 7) 
zusammen mit der einen Ungleichung {ö) völlig chnraktfristisch, da 
die Ungleichungen (6) sämtlich zugleich mit den Ungleichungen {J>) 
nnd (7) erfüllt, sind. 

Ich bringe nun die Gleichung (1) auf die Form 

(xXfXf • • • — ' • • *5 — ^0*» + ^ + • • • + asj)» 

aus welcher leicht 



(8) SBX^x^ ... ar, - 2«; — XiX^Xg . , . — 4ft 

h^Orgeht, wobei 

/o\ ^ aj-i-x; -t--- -H^S (x! + x«+ ---t-x;)-.aj; ^ 

W R " x\x\ ... X» x{x\ . . . jc» ' * 

ist Dnrch Yertansehui^ ron mit entstellt Uenua 

(10) XZ^X^ . . . X^~~23l^i =^ X^X^X^ . , . X^X^ ~ Ap^ (i==X.%ti, ..n) 

nnd 

(11) ■ xTxTTrxi ^* V-*.«....-.) 

Nun möge 

= [X , X^f . . . x^ 

eine Qrondlöaung sein, welche den Ungleichungat (7) genflgt 
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Wegen der Ungleichungen (ti) sind dann die Quadratwurzeln, 
welche in den Gleichungen (10) auftreten, nicht negativ, und anter 
ihnen gilt, wegen der Ungleichungen (7), die Qrößenfolge: 

(12) Vi?^45i ^ V«« - 4ft ^ • ^ K*' -^iftT 
Durch Addition der Gleichungen (10) kommt 
nxx^x^ ' • x^ — 2{xi + -f XiXf ■ • ^^{y'x'^ — Ap^ 

und hieraus in Rücksicht auf die Gleichung (1) 

(18) VjF^T^ + Ys^ .^^^ + • • + Vs^ -~ip^ - (« - 2)«. 

Aus der Kombination von (12j und (13) folgt • 

oder, naeh Gleichung (9), 

(14; (m ~ l)x'4xl '"xi£ »>(4 + 4- • - . + 4). 

Nadi den Uugleichuiigen (7) irt ferner 

xl + xi-^- -xi£(n- l)xl, 

8o daß ans (14) 

(15) xXf . . . «, ^ n 
herroTg^t Endlich «gibt die Ungleichung (6): 

oder 

(16) «?-^i^ai + --- + «S. 
Aus der Ungleichung (15) folgt, daß 

nur eine endliche Zahl von Wertaystemen annehmen können. Für 
das einzelne dieeer Wertsysteme kann dann, nach Ungleichung (16), 

(17) 4-*}-(*» + ;r^)(:r»-^a^) 

nur einen der Werte 1| 2, • • • (^ + • > • + a|{) erhalten, sodafi auch 
für % und nur eine endlicho Zahl von Werten solSssig sind. Denn 
ein«! g^beoen positiren Wert nimmt der Auadmek (17) llberhanpt 
nur ftr endlich Yiele ZaUenpaare x^i an, den Wert Kall aber nur 
dam, .weim imd x^ denaelben, dar Gleiehnng 

+ ^» H + «• «a^a^ • • • 
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genügenden Wert haben, und dieser GleicLiung genügt, wenn überhaupt, 
nur ein positiver ganzzahliger Wert x,. 

Die Ansah! der GfnmdlSsimgen der Gleichung (1) ist also in der 
Tat endUeh. Zn ihrer Bestimmung stehen, außer der G-lnehong (1), 
die Ungleichungen (7), (14), (15), (16) zur Verfügung. Diesen kann 
man noch eine weitere hinzufügen. Da nämlich Yx* — ^p^ reell ist» 
90 muß 4|>^ < x', oder naeh Gleichung (9) 

(18) 4(aj + + h «2) ^ {xx^scg • • • «J* 

sein. 

Aus den (irundlösungen laBsen Hich nach Satz 3. die samtlichen 
Lösungen der Glpirhnng (1) ahleiton. Daß hierbei aber auch keine 
der Onindlösungen entbehrt werden kann, geht aus dem folgenden 
äatse henror: 

Sat£ 5, Keim der Orundlömmgen kam am etner andern abgdeUei 
werden. 

Dem Beweise schicke ich awei Hilfsa&tBe Toraos. 

WlfsaaiUt 1* Zwei NadibarlSauiigen wm jßeidier Hohe mnä tdeiUiei^. 

Denn swei NachharlSsmigen stimmen in der Vnheka&nten x nnd 
in 1 der ünhekaonten x^, . . . a;. flb«rein. Daher müsaen sie 
anch in der letzten Unbekannten Qbereinatimmeii, wenn ihnen derselbe 
Wert der Höhe ^ + ^pg + * * + ankommt. 

BSfMe 2. Eme LSmmg l hmn hSMens cnm» NaMam von 
JUstnerer BJ^ hesübun. 

Angenommen nämlich , es waren die Nw^bam und ^ beide 
Ton Ueinerer Höhe wie | = {x, -^i, ■ ■ ■ so wQrde 

2fl7? XX^X^ ' ' ' X^ ^™ X^ "f" Xjj ~J~ * ■ ~\~ x^ 

^is^ > xXiX^ ''«af, + + + ^ 
aein^ worauf durch Addition die wideraiünige Dnf^eiehui^ 

2 (iB? + 4) > 2 + + • • /+ 4) 

folgen würde. 

Um nun den Satz 5. zu beweisen, /.eige ich, daß die Annahme, 
eine Grundlösung co könne sue einer andern | abgeleitet werden, auf 
einen Widerspruch führt. 

Aus dieser Annahme folgt, daü es eine lieihe von Lösungen der 
öleichung (1) fc « if • „ 

gibt, Ton welchen jede Nachbar der TOi^ieigehenden iai ' 'tfan darf 
nun Toransaetieny daß in dieser Reihe nichts ein und dieeelbe Löanii^ 



Digrtized by Google 



über eiue Autgaüu tit^r unbestimmten AualjtiB. 



191 



mehr aU mmnsl auftritt. Denn wäre «iwa 6^t, wo kOnnte man in 
der Reihe die auf 0 folgmuden Glieder bie t inUuaiTe unterdracken. 
Zwei nebeneinander stehenden Gliedern der Reibe entepreohen dann nach 
Hilfssatz 1 Terschiedene Hoben. In der Reibe möge nnn der größte 
Höbenwert der Lösung 6 zakommen. £b fällt dann 6 nicht mit | sa* 
•ammeQ, da | als GrundlSsung geringere Höhe bat wie 17; aus ent 
sprechendem Grande fällt a auch nicht mit C9 zusammen. Folgihcb 
steht 0 in der Reihe zwischen zwei anderen voneinander verschiedenen 
Lösungen. Diese würden aber beide au 6 benachbart und von kleinerer 
Höbe wie 0 sein, worin ein Widerspruch gegen den HilÜBsatz '2. liegt. 

Aus diesem Hilfinatz folgt noch eine bemerkenswerte Tatsache. 
Bedeutet | eine Lösung der Gleichung (1), die nicht Gmndlösung ist» 
80 kann man die Reibe von Löeongein 

IfVf 5, • • • « 

Dach Hilfssatz 2. nnr auf eine Weise so bestimmen, daß jede Lösung 
ein Nachbar der yorhei^^eandeu und zugleich von niedrigerer Höhe 
als die Torbergehende ist Jede Lr)8img der Gleichung (1) kann also 
im wesentlichen nur anf eine Weise ans einer GnmdlSsiug abgeleitet 
werden. 

Ana den Ungleiehongen, welche fär die den Bedingungen (7) 
genfigenden Gnmdlösungen §peUen, will ich nnn einige Folgarangen 
lieheo. 

Die Ungleichung (15) lehrt, daß der Wert von x in keiner 

GnindlÖsimg großer als n sein kann. Hieraus folgt weiter, in Rücksicht 
auf die Sätze 2 und '.\ fkß es ührrliaupt keine Lösnng der Gleichung (1) 
gibt, für welche > n wäre. Das heißt, es gilt der 

Satt 6. Bedeutet a eine gegd)ene positive ffttnue JSahl, die ffröfiet 
äis n ist, 90 beeiUi die äüyplumtiaehe Gleiehung 

(19) ^-^s^-i + 4 = ax^x^ "X^ 

Jtrnm Aisßommg In poeiitivem gamäen ZaKUn x^, 

Nimmt man an, daß die ganaen (nicht notwendig positiTea) Zahlen 
x^,x^t... der Gleiebnng (19) genOgen, ao mfissen diesalbeii offenbar 
■amtiteli ITiiR sein, wenn es eine uKter ihnen isi FaDt dieselben aber . 
flftmtlieh Ton Nnil ▼enchieiden waren, so wfliden ihre absolvteaL 
Betiige \x^\, «henfidla der Gleichung (19) genttgen. 

Ans dem S^e 6. folgt daher, daß die Gleiehnng (19), abgesehen Ton • 
dar triTialan LOsang j% — ai^— • • ' ^ s,-* 0» kaine AnflSsong in ganien 
Zahlen a^, . . . znlafti 



Digitized by Google 



192 A. Hüawni: 

Wenn in dar Ungleiohiuig (15) 

£ OB n 

vorausgesetzt wird, so kana sie nur bestehen, falb 

1 

ist Dann folgt aber ans Ungleichung (14) 

also 1 und sodann auB der OIoielMing (1) seliUefilicli •>* 1. 
Dem Wate x^n «mteprichi demnach die eiuuge QnuidlSrang 

x^n, a:, =a;j — äJj — — — 1, 

ans weldbier also die sämtlichen Lösungen der Gleichung (1), für 
welche x ^ n iti, abgeleitet werden können. Es gilt mit anderen 

Worten der 

8aiM 7. Die' sämtUehm Löamffm der Qleidiiimg 

+ J + • • • + I^XfXf * • • Xm 

m positiven ganeen Zah^m x^,- " lassen sidt aus der emen Lösung 

Fflr die Werte tob n, die 10 nicht fiberechreiten, habe ich die 
QmndldfTUigen der Gleichung (1) berechnet. Dabei habe ich ander 
den oben aufgestellten Ungleichungen noch einige weitere aas ihnen 
hervorgehende benutzt, die ich zunächst ableiten will. 

Dividiert man die Ungleichang (14) durch die Ungleichung ^^if 
so ergibt eich 

(» - 1 ) . • . «S ^ »«(4 + + . . . ai) , 

oder 

(20) l(n-l)si ' •'Si^n'\4£n\ai + • • • + 4). 

Entweder ist nun 

(») (»-i)4"-^-^»S 

oder aber 

(b) (ii-l)ij-. 

i) Die diophantische Oleichuug x] -\- xl -f rl — SXjX, x, behandelt A. Mar- 
koff in seiner Abbandltuig „Sur les formet» quüdratiqueii biuaires iudeüaiea", 
Mafb. Anaalai, Bd. 17, 8. 896. Varkoff beweist hier, daft die •ftmtUchec 
LSfDiigeD der Gleioliimg aas dar LOaiug x, « sr, x, » l abgeleiiii wndia 
kSuiMt, alM den «» — S eatspfecheiiden spesiellen Fall des SatMs 1. 
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über eine Aufgabe der uul>e«timmteD Analjais. X93 
Im letsteren Falle folgt ans (20), dxL x^^x^ iat, 

wo zor AbkOrzung 

^ - arj + . + 

gesetzt iat Da niin 

[(» ~ l)^. • .4 - »T - + (n - l)afj • -4 • a^L(»-- l)a1 • ♦ 2ii»J 
ist, 80 schüeBt man aas der letzten Ungleichung 

L(ii-l)aj---4-»«]*<n* + (»-l)a{ - «J-n'^?, 
oder endUcli 

(21) (n - l)af« • • ■ 4 < fi^ + + (n - l)«» . . • ' • • + «2). 

Diese unter der Voraussetzung (b) abgeleitete Ungleichung gilt 
a fortiori, wenn (a) stattfindet. Sie gilt daher in jedem Falle. 

Die Ungleichung (21) gibt eine obere Grenze für die Wert^ 
welche annehmen kann, nachdem ^4, . . . bestimmt g^wililt ziiid; 
sodann gibt die Un^cfaung (20) eine obere CJrenze fttr die znlSssigen 
Werte tob x^, jedoch nmr, wenn der Fall (b) vorliegt 

Ist beispielsweise a?^ « - ■ . — — 1, lo ergibt die Ungleichung (21) 

(n - l)aj ^ + »y»» + (« - 1)(»^ 3) - »» H- ny2in - l)' +1. 

Die Aufstellung der Grundlösungen wird, außer durch die Un- 
gleichungen (20) und (-1), auch noch durch die Tatsache erleichtert, 
daß von n ^ f) ab lu jf-der Grundlö- insj mehrere der Zahlen Xyj:^f...x^ 
den Wert 1 besitzen. Es besteht iiilinlich der 

Satz 8. Wrnn n ^> b ist und {x, x^, x^, . . . X^ eine dm Jk- 
dinftungm (7) ^gmiujcnde Grundlösung der GleirJiung (1) bedeutet, so 
brüitzen sicher die n — 2 — k letzten der Zahlen x^, x^, . . . den 
Wert 1. Dabei begeichnet k die durclt die üngUidmngen 

In der Tat können nicht mebr.als h der Zahlen x^, . . . x^ gröfier 
als 1 sein, weil sonst ihr Plrodnkt mindestens gleich S*''*^ > n aasfallen 
würde, im Widerspmeh mit der Uni^eichiing xx^ * * • ^« ^ Man 
flibevsengt sich ferner lelcßt, daß von fi->5 ab » — 2 — it>0 ist 

Ich stelle non die den Bedingongen (7) genügenden Gnmdlosangen 
der (Heichung (1) bis m ^ 10 in der folgoiden Tabelle zusammen: 
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Tabelle der OrniidlSeangeii. 



n 


X 




















^0 

* * 


'1 


6 


1 


1 

t 1 


1 1 






1 




1 








1 


.i 


Q 

o 


1 3 
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1 


1 


' 1 


1 








i 




4 
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1 


2 


2 




2 


















5 


1 


1 




1 














^ . 
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2 


< 
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o 
O 




















O 
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1 
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1 

1 


















Q 


2 


2 


1 
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1 


1 
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7 , 
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1 
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2 
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O, 
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■ 
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1 
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2 
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1 
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2 
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1 


















' 10 
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1 












1 






6 




1 


1 












1 


10 




4 


2 


2 


1 
















2 


3 


2 


2 






1 I 1 






1 






1 


4 


4 


3 


1 1 1 


1 i 1 i 1 


1 


1 



An diese Tabelle knftpfe idi nodi einige Bemerkongok 

Kor in den FBIlen w 8 und i» ^ 4 kommt es tot, daE die 

Zahlen x^, . . . x^ einer GrandlÖBung einen allen gememwHTnen 

Teikr anfireieen. 

Haa beweist mm in der Tat kiclit den 

8aiM 9. Wem « > 4 ist, so ffiÜ es heute Lomng der GUiämng (1), 
m wddier x^y x^, . . . x^ eitten ffemeimame» Teiler (emfiMM. 

Angeuommen nämlich, es wäre 



80 würde 



folgen. Nach Satz 6. mttßte nun 
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und, da auch 

2—« < fi 

»in. Diese Ungleichung ist aber tob » — ö ab nicht erfüllt. 

Der Satz 9. läßt siek abrigeiu auch ohne Schwierigkeit aiu. dem 
Setze 8. ableiten. 

Die Tabelle der Grundlösungen zeigt femer, daß die Unbekannte x 
nur einen Teil der Werte ^ ii annehmen kann. Nach den Sätzen 2. 
'ond 3. folgt hieraug der 

Satz 10. Bezeidtnä a eine positive ffonee ZaM^ so besitgi die 
diopkanüsdie Gteidwnff 

(22) a5} + ri^ + ' — h o^^t * * ' 

Auflösunym in positiven ganzen Zaiilm x\. a?,. . . . nur für a ^ 1 
und a = 3, falls n = 3 ist: nur für <i =- 1 und a 4, fcdU ji 4 ist; 
mir für rt = 1 . (7^4 und a =b, falls n = 5 id n. s. f. 

Für einen unbestimmten Wert von v dfirft«' es schviprig sein, 
diejenip^ep Werte von a < w alltrf'meiu zu chaniktenBiercu , für welche 
die üjeichung (22) Auflösungen m p(isitiven j^auzeu Zahlen besitzt. 

Die im vorstehenden entwickelte Theorie der Gleichunir läßt 
sich noeh in anderei- Weise auffassen, wobei ihre Analogie mit der 
Zahlentbeorie der quadratischen F'oruien hervortritt. Die binären 
quadratischen Formen von gegebener Det4»rminante /) sind eindeutig 
zugeordnet den LöHungen der diophantischen Gleichung 

(23) • s^^-x^x^^D. 

Die Einteilung der Formen in Klassen kommt also auf eine Einteilung 
der Lösungen der Gleichung in Klassen hinaus, wobei zwei 

Lösungen (^x^, x,, x,) und {x'^y x'^j x^) dann in dieselbe Klasse gehören, 
wenn die eine aus der andern durch Gleichungen der Gestalt 

— a:,«' + 2x, ay -\- x^y* 

(24) «j'-«i«/i + ai(«d + /3y) + aiyd 

abgeleitet werden kann, unter a, ßy d ganze Zahlen der Determinante 
ad — ßv ^ verstanden. In jeder Klasse von Lösungen gibt es eine 
„reduzierte", dureh Ungleichungen charakterisierte Lösung. Die Anzahl 
dieser reduzierten Losungen — und damit die Anzahl der Klassen — 
ist eine endliehe. Hat man die reduzierten Lösungen der Gleichung (23) 
aufgestellt, so ergeben sich aus ihnen alle übrigen Lösungen vermöge 
der Formeln ^24). 
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In gttius eatspredieiMier Weise hat man nua eine Einteilung der 
Löstingen der Oleichung (1) in Klassen, wenn man iwei LOsnngen 
dann in dieselbe Blasse redinet, ftUs sie in dem oben festgesetEften 
Sinne aoseinander abgeleitet worden können. In jeder solehen Klasse 
gibt ea eine dnreb Ungleichungen eharakterisierte j^dnaiearte" Lösui^ 
nimlieh die Grandlösang, ans weleher sieb alle L5snngen der Klasse 
ableiten lassen. Die Anzahl der Klassen TOn Losungen stimmt mit 
der Anxsbl der GnindlSsangen flberein und ist also, wie dieec^ endlich. 

Auch auf die Gleiehnng 

(26) ic* + arj -f \- xl — xx^x^ • • • a:, — D, 

wo D eine gegebene ganae Zahl bedeutet, läßt sidi dieselbe Einteilung 
der Lösungen in Klassen in Anwendung bringen, wie auf die, dem 
Falle D = 0 entsprechende Gleichung (1). Die ein und derselben 
Klasse angehörenden Lösungen der Gleichung (26) stimmen dann 
wieder in dem Werte der Unbekannten x überein, Femer ergibt sich 
durch ähnliche Betrachtungen, wie ich sie oben für die Gleichung (1) 
angestellt babe, daß für ein^n negativen Wert von D die Anzahl 
der Klassen endlich ist Dagegen ist dies nicht nielu* allgennMii der 
Fall, wenn J) positiv ist, weil dann für n < 5 möglicherweise, für 
n > ö aber stets Lösungen der (jieichung (2tj) existier- n , m welchen 
eine der Unbekannten x^, . . . x„ verschwindet, und fiir u>^lche daher x 
jeden beliebigen Wert besitzen kann. Betrachtet man aber für den 
Fall D > 0 nur diejenigen Klassen, in welchen keine Lcisung vorkuiumt, 
fiir welche eine der Unbekannten x^, x^, , . . x^ den Wert Null besitzt^ 
80 ist die Anzahl dieser Klassen wieder endlich. 

Übrigens läßt sich im Fülle eines negativen Wertes von D die 
Atiflösung der Gleichung (26) auf die einer Gleichung der Form (1) 
zurückführen. In der Tat, ist etwa 

77 = 

80 entsprecben die Lösungen der Gleichung (26) offenbar einzebi den- 
jenigen Lösungen der Gleichung 

in welchen die Unbekannten * * • Wert 1 besitzen. 

Zttriehy d. 20. Deaember 1905. 
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Aufsteilimg einiger Krümmniigsformelii, die IntegralMchen 
partieller DiflereBtialgleichnDgeii erster Ordnmig betreffen* 

Von K. 2oBAWSKi in Krakau. 

DioM knna Abhaadlung enüillt die Anfitellimg emiger Fonneln 
«md BaktioiieDi welche sieh auf partielle DifferentialgleiGhuiigen erster 
(hrdnimg mit einer abhSngigea und zwei aiiablwngigen Yerinderlidien 
bessiehen. Die Mer durchgef&hrten Betraohiaxigen bildMi eine Anwendung 
desjeuigea Formekyetems der Erflmmiingsäieorie ron BlSebeny welclieB 
in der aogpnannten- nattlrliolien Geomeirie benntit wird. 

1. Es Bei im Bamne tin reditwuikligee Koordinatenijatem x, y, g. 
Man betrachte eine FISche und wible auf derselben ein orthogonalee 
System Ton krummlinigen Eoordinatenlinien. Man nenne Eurren- 
sebar 1 und Kvrrensehar 2 zwei Kurrensebarm dieses Systems und 
bezeidme mit ^ und die Bogenlängen der Eunren dieser Kurren- 
sdiarai. Es seien die poeitiTea Halbtangenten dersdben und die positiTe 
FlSehennormate so gew&blt, dafi die Rtehtungskosinns dieser posiÜTen 
Halbgeraden beoiebungsweise die folgendm sden: 

dx dy d» 
dt^' <i<~' d«,' 

dx djf dt 
dt^' «U^' d»t> 

T ^ ^ — Y— — — — 7 — ff£. 

~ cl», d«| dt^di^^ ~ d»i dif^da^dSi' d^ d^ 5^ di^ ' 

Bei dieser Wahl ist d;ts Trieder dieser lliilbgeraden in der angegebenen 
Reihenfolge mit dem Trieder der positiven Halbachsen ./•. y, z kongruent. 

Es sei in der Tangentialebene der Fläche" derjenige Sinn der 
Drehung positiv, in welchem die positive Halbtangente der Kurven- 
schar 1 um gedreht werden muß, um zur positiven Halbtangeute 

der Emrrenscbar 2 zu gelangen. Eine dritte Kurvensehar auf der 
Fläche kann durch den Winkel «9 ihrer positiven Ualbtangente mit der 
posttiven HalbtangMite der Kurvenschar 1 festgelegt werden. Ist s die 
BogeuHu^ der Kurve dieser dritten Kurvouchar, und wächst diese 

BogenKnge in der Richtung der positiTen Halbtangente, so sind 

^ die Eichtungskosiuns dieser positiven Halbtangente. Man betrachte 
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noch die oriliogunalen Trajektorien diaser Knrrenschar; man bezeichne 
mit 0 die Bogenlänge denelben und aetse toibub, daß die entsprechende 

pontive Halbtangente^ deren lUchtungskoeinae '^J'^, sind, so 
gewählt worden iüt, daß .sie mit der positiven Hidbtangentc der Kurven- 
echar 1 den Winkel «o + ^ bildet Die zwei ietstgenonnton Kurven- 
gcharen wollen wir als KurrenBoharen o und es + ^ beseicbneo. 

Man bezeichne jetzt mit n, g und x die Nornialkrüuunung, die 
geodätische Krünimuug und die j^eodätische Torsion der Kurvenschar lo 
und nthme, nm in bez.uir auf die \'oi/eiehf*n eine beätimmte Wahl zu 
trefien, an, UuIj diese ivriinjuiungeu dureii die Formeln: 

"S^ y (l^x ^^dx d^x ^Trf .r (IX 

• " ji^ ^ <ls' ' 57 J«" * da ds 

bestimmt sind, wo das Summ enzeichen auf drei Achsen X, g za er- 
strecken ist. Dementsprechend wollen wir für die Kurvenscbaren 1 
und 2 solche Formeln gelten lasseoi welche aus den angeführten Formeln 

durch die Annahmen o 0 und o> ^ hsrro^pdien. Man hat also 

für die Kurvenycbiir 1: 

yd^x ^1 dx d*x \^ dx dX 

und f&r die Enrrensehar 2i 

>r!<<a:d*« ^^dxdX 

^^Zi^di^v ^*~~^di; d4' ^»'""-Zd^ ifii* 

£s findet die Beziehung statt: 

ti + - 0, 
und wir wollen die Besetehnung: 

— Tj — r, «= w 

benutzen, Alsdann hat man fOr die KurTsnschar m die Formeln: 

I}} => n, cos*«} + 2m cosio sino + 14 sin'o, 

V*y \ff''9t COS® + 9t «»Äfil + 

I T = [ (n, — n^) sin 2a> — m OOS 2«. 

Endlich bemerke man, daß die Größen Mi» M|» i^t» ."^s Beziehungen 
von Gauß und Mainardi-Codazzi genügen, die unter Benotrang der 
hier angegebenen Bezeichnungen lauten: 
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dn. dm , 



2. Eä Bei jetzt die partielle Ditrereutialgleicliung erster Ordnung: 
(3) Fix, y, i>, ff) - 0 

gegeben, wo zur Abkürzung ^"^^p, gesetzt ist. Die charak- 

teristischen Streifen dieser Differentialgleichung sind durch diese 
DiüereutialgleiLbung selbst nnd durch das System der gewöhnlichen 
Differentialgleichungen: 

dx dy dz dp dq 

definiert^ wo F mit den Terschiedenen Indices die partiellen Differential- 
quotienten dmr Funktion F in beang auf die angezeigt«! Yerimderlichen 
beaeieluiei Wenn man Torauasetat, daß der Auadmck: 

B - V(l +p')FlT2piF,F^ + (1 

für Wertsysteme von x, y, m, p, q, weldie die Gleichung (8) befriedigen^ 
im allgemeinen nicht gleich Null ist^ so reduziert sich die Charakteristik 
im aUgemeinen nicht auf einen (*nnkt nnd ist keine Minimalkurre. 
Bei der genannten VoraussetEong in bezog auf B hat der Ausdruck: 
■H*— yT+^ + ff* dieselbe Eigenschaft, d. h. diejenigen orthogonalen 
Trajektorim der Chazakteristikeny welche auf den Fladionelemeoten der 
charaktenattsefaen Streifen senkrecht stehen, sind im allgemeinen keine 
Minimalkurren. 

Wir wollen nun auf jeder Integrslflaehe der partiellen Dififorential- 
gleichung (3) die Schar der Charakteristiken als Kunrensdiar 1 und 
die Schar der orthogonalen Trajektorien derselben als Kurvenschar 2 
annehmen. Die Richtungen der Tangenten dieser Kurvenscharen und 
der Normalen der Integralfläche können ohne weiteres bestimmt werden 
und die Richtungskosinns der entsprechende poeitiTen Halbgeraden 
können in Übereinstimmang mit den Voraussetzungen und Bezeichnungen 
der Nummer 1 gewählt werden. £s können n&mlich die Formeln: 



(4) 
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ond anter Benutzung der Bezeichnungen: 



(6) 

die Formeln: 
(6) 



ft dy ad« « 



augenummen werden. 

Wir wollen uns zunächst damit beschäftigen, die Größen n^, m 
und zu berechnen. Zu dem Zwecke müssen noch einige andere 
Formeln angeführt werden. Ans den Differentialgleichungen der 
Chuakteristikeii folgen unmittelbar die Werte: 

und wenn man zur Abkürzung 



setzt, 80 wird 



dp 
df 



df 



Man aidbt finmer leicht, daß die Formel: 

gilt, nnd infolge der Formeln (4) und (8) kommt man auf folgende 
Ausdrücke: 



Hl 



dX 

di: 

dl 



ir, (//) 
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Mit Hilfe dieser AoBdr&cke und der frftheren Formeln kommt man nun 
leicht mr Auürtellnng der Formeln für 14, m und g^* Wir erhalten 
nSmlidi: 

(9) - ÄÄ. + PF.) + F,{F, + j fj], 

(10) m - ^l^, [h{F, + pF^ -a(F^ + qF^], 

(11) Ä - # lF,W,iF,) - F^W.iF^)] + . 

Dies sind die Formeln fOr NormalkrQmmung^ geodätisdie Torsion imd 
geodStisehe Erdnuming der Chsiakteristiken.^) 

8. Wir gehen non zur Betrachtang der Werte der Ableitungen 
4^ 7 j~ über. Die Differentialgleichung (3) liefert durch Differentiation 
nach ^ die Beaiehmig: 

F—4^F^A-F-~-^F^'\-F ^?-«0 

nnd wenn man die Formeln (5), (6) und (10) ausnutzt, so laßt sich 
diese Beiiehung in der Form: 

(»2) F//^^F,^-l-.-SSm 

darstellen. Man bemerke jetzt, daß sich längs einer jeden Charakteristik 
unendlich viele Int^pralfläch^ berühren. Für ein gemeinsames Flächen- 
element besitzen diese Intcgralflächen unendlich viele von einander 
▼erschiedene Krümmungselemente. Da aber die täglichen Ableitungen 
von der Wahl der Krümmungselemente abhängig sind, so können für 
dieselben auf Grund der vorgelegten Differentialgleichung Funktionen yon 
X, y, z, p, q nicht erhalten werden, welche die Gesamtheit der Werte 
dieser Ableitungen ilarstellen nnd keine weiteren veränderlichen Grnßen 
enthalten. Man kann aber leicht zeigen, daß, wenn mnn zur Lnter- 
scheiduTiir dfr f^f-narmten Krümmungseleuieute die Normulkrüuimung «, 
der ortiiogoniiieii Tnijektorien der Charakteristiken wühlt, man fiir die 
fraglichen Ableitungen mit Hilfe diesei- (Jröße vollständig bestimmte 
Ausdrücke erhalten wird- Man hat nämlich die Formel: ' 

^d*x 1 / d^x , d*y d^z\ 



1) Eb mag btimerkt werdea, daß die Gleichungen 0 und m 0 im 
Werke „Sopbus Lie, Qeomeiri« der BerflhraiigttiainsfoimationeB dtiTgestellt von 
Sophns Lie und Geoig Sehelfeni**, Leiptig 1896, S. 640 und 8. W angegeben sind. 

AikUt d« MMlMmtik «ad »iTrik. ni.BallM. ZI Ii 
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wenn man aber die Relation: 

nach diti'orcnziert und die erhaltene Beziehung aasnutzt, so bekommt 
man die Formel: 

"» H \d$^ dM^ ^ dt, <*«,/ » 

aus welcher mit Benutzung der Formeln (ti ; die Gleichung: 

• (13) -"^ + "'4-^»^ 



folgt. Die Oleidumgen (12) und (13) können nun in besag anf die 

Ableitungen und aufgelöst werden. 
Systems ist R*f und man erhält die Formeln: 

(14) 



Ableitungen und aufgelöst werden. Die Determmaute dieses 

lan 

^ |(am + fiF,«,), 



Auf Grund dieser Formeln uud der Formeln (6) kann wm der 
Ausdruck für die Ableitung einer beliebigen Funktion f von x, y, jT, q 
noch 8f au%e8tellt werden. Fahrt man nämlich die BeEeichAung: 

ein, so ist leicht su sehen, dafl die folgende Formel stattfindet: 

Wir wollen hier noch die Forinol für i/^ d. h für die {rrndätische 
KrOminung der orthogonalen Trajektorien der Charakteristiken aufstellen. 
Man bemerke, daß in folgender Weise dargestellt werden kann: 

dx d /dx\ 

Wird die ente Reihe der Fonnefai (4) nach 4^ differansierty 90 folgt: 

iL/i±\« ^ dFp 1 dE dx 
dSf U V '~ ~lt ds^ R dtfdti* 

d /dy\ ^ 1 dF^ 1 dB dy 

dtf W V -R <I«t R d§, <r«, ' 

d9^\d$,) dB^ ^-^Pdi^^^d^-^-^^di^-Ed^di^» 
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also kann axd die Foxm: 

- i + f 1^) + 'aC' + « a + s ^ + ^ 

gebracht werden. Wenn man aber berücksichtigt, daß aus den i^ oriueln (Ü) 
die Werte: 

folgen, und wenn man diu Beziehung (12"^ aowohl wie die Formel (16) 
ausnutzt so kommt man zum Resultate: 

(17) 9, - -i. IF^W,(F^ - f,W',(F,)] + I « 

WO F^, F^^, F^ die DiffereDtLalquotieuieii sweitor OidniiDg der Funktion F 
nach p und q beseidmen. 

4. Unter 2. und 8. beschäftigten wir uns mit den Normal- 
krümmuogen und den geodittlselH n Krümmungen der Gfaatakteriatiken 
und ihrr'u ortbogdualen Trajektorien auf Integralfiächen und mit der 
geodätischen Torsion dieser Knrvenscharen. Diese Größen müssen den 
Gleichungen von Gaaß und Mainardi-Codazzi Genüge leisten, und 
wir wollen nun zusehen^ va welchem Resultate hier die Anwendung 
dieser Fundamentalrelationeii der Fläohentheorie führt. 

Der Kürze halber wird es beqnem sein, durch die Formel: 
^, = cc -f /Jn, darzustellen, wo also a und ß die in (11) auftretenden 
Ausdrücke bezeichnen. Alsdann liefert die Anwendung der genannten 
Fundameutalrelationen unter Berücksichtigung der Formein (8) und (16) 
die Beziehungen: 

- - iu< «'.W - t - ^' ^i) »• 



(18) 



- »1 Ji + '<»(« + ßlh) - >HSi, 

Man bemerke jetst, daß mit Anmahme von alle in diesen Beziehungen 
▼oikommeoden Or&flen ToUitandig bestimmte Fnnktionen yon x, m, j>, q 
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tind. Aus diesen Beziehungen kann «ber nichi eine diskrete Ansalil 
Ton FunktioneD für die Große folgen. Daraus ergibt sich, daß die 
zweite dieser BesieEimgen bei beliebigem % orfttllt werden muß, d. h. 
daß die Rektionen: 

bestehen. Die dritte der Beziehungen (18) findet sicher bei beliebigem 
nicht statt, denn das erste Glied derselben kommt jedenfalls in allen 
möglichen Fallen YOr. Diese BeKiehong bildet eine partielle Differential* 
^eichong fUr ti^ Ton der Form: 

(19; -^WM + ßnl^yn. + d^^O, 

wo y and d folgende Aasdrfleke bezeichnen: 

Endlich kann die erste der Beziehungen (18) nicht eine Ton (Id) nn- 
abbangige DifFerentialgleidlung fOr sein, denn wir hätten alsdann 
für n, eine eiidlii^lic lineare Gleichung, was ausgesehlossen ist. Denuiach 

besteht diese Beziehung entweder bei beliebigem oder sie Ist eine 
bloße Folge der Differentialgleichung (19). Anders gesagt, für «j 
ergibt Bich im» fl8) bloß die Differentialgleichung (19), und wir 
konstatieren, daß noch die Eelationen: 

i W,(fi) + ^ (J-, Ii - *;^) + ». + 5f«/t - ßr. 

i TP.« - [wb + »■'] - ß» 

bestehen. 

5. Wir wollen noch einige Bemerkungen in bezug auf die in 
diesem Artikel durchgeführten Entwicklungen hinzaf&gen. 
Wenn die Gleichungen: 

einen charakteristischen Streifen der Differentialgleichung (3) delinieren, 
so kann die Gleichung U9) iur die Flächenelemente dieses Streifens 
in der Form: 
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dargestellt werden, wo A, B, C Funktionen von u sind. Dies ist eine 
gewöhnliche DifFerentialglcichimg vom Riccatiacheu Typus, und aus 
deiselbea ergibt sich im allgemeinen eine linear gebrochene Funktion 
der wülkflrlichen Konstante mit Koeffizienten, die bestimmte Funktionen 
Ton u sind. 

Femer bemerke man, daß die Gleichung (19) dann und nur dann 
das Glied mit m| nicht enthalt^ wenn 

und es ist klar, daß dies f&r solche und nur für solche partiellen 
Differentialgleichungen stattfindet, die auf eino odtT mehrere in bezog 
auf /) und 7 lineare Gleichungen zuröckgeff^hrt werden kimnon. 

ZuleUt bemerke mau, daß, weun niuu für df»n Winkel w, der 
anter 1 definiert wurde, eine Funktion von x, y, z, p, q wählt, 
damit auf jeder Integrallläche der Differentialgleichung (3) eine Kurven- 
aehaar gewählt wird. £& erhellt aus den Formeln ( 1 ), daß die Nonnal- 
krümmung der Eurren dieser Schar nur im Falle der Sdiar der 
charakteristischen Karren tob dar Wahl der KrOmmung unabhängig 
ist Man sieht auch, daß die geodätische Torsion nur für die charak- 
teristischen Kurven und ihre orthogonalen Trajektorien Ton wch 
abhängig ist IhidHeh sieht man leicht ein^ daß die geodätische 
Bjrdnimuiig dann und nur dann Ton der Wahl der Krftmmung un- 
abhängig ist, wenn die betreffende KurTenschar entweder ans charak* 
teristischen Kurren besteht, oder weun dieselbe die Belation: 

^ (FfF^ - 2i,i,F„ + FiFf) + ^ - f, |! - ü 

befriedigt Die letztere liefert ffir o) den Ausdruck: 

wo o>9 eine Funktion ist, die durch Quadratur bestimmt werden kann, 
und wo 4> eine willkfirliche Funktion ihrer Argumente beieichnet 
Die Funktion kann im Falle einer Difierentialgleiehung, die auf 
eine oder mehrere in besng auf p und q lineare Gleichungen surflek- 
führbar ist, gleich Null gesetzt werden. Demnach bestehen f&r diese 
^tegorie der Differmtialgleiohungen die in Rede stehenden Kurren- 
seharen aus Linienelementeo, die in jedem Punkte des Raumes einen 
Kreiskegel bilden, dessen Achse das durch diesen Punkt hindurch- 
gehende Linienelement der charakteristischen Kurve ist 

Krakau^ den 10. Juni 1905. 
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J. H. Gsaf: 



Bemhnnng von 

r(a)r{a^l)r{a^^)--r{a + --^):r{na). 

(Theorem tcmi GauB.) 
Von J. H. Obap in Bern. 

AuBgehend von der FormeP) 

«• 

(1) log r(l +a)- J'(ac-- ^-f£fj ^ 

folgte indem man in (1) a — 1 + ^ statt a seist, 

9 

Wir setsen 1 0, 1, 2, 3, . . . «» — 1 und summieran: 



0 



logr(a^;) ./[(<.-l + i).-.-^,(l-.-(.-..f).)J- 



u^r(.^^)-Jt(--^+"^K'-rJn( ^-'-<--'--')') ]7' 



i; = « - 1 



Links erhält man log jT^ T^a + Rechts ergibt Kbmmer I 
die Summe (na — e-*. Klammer II ist gleich — ^"^j 



1 Siehe J. H. Graf, Biitleitiiiig in die Theorie der Gaauna-FDnktioii wibc. 
8. 61, Formel (60). 
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n € 



,-•1 



+ f 



— « « + 1 



; SO daö man die Fonnel 



e» — l 



Setot man in (1) »a — 1 stait a, so folgt 



(8) 



/*r .-t * _(,a-l)< 



nnn snbtnliiore num (3) Ton (2), dum hat man 

W »««-'--"n««; / 



n-te-' n-l 



Man ersetze die untere Integralgrenze durch ^ uud vernachlässige alles, 
was zugleich mit x yerachwindet. Vorerst folgt vom dritten Tcrm in 

der Klammsr, wenn - — gOBstat wird, / / , , — -rf^j. 

* tl,«» — i; f. 

Lassen wir (ien Index wctf. und nehmen wir diesen Term mitftem vierten 
zusammen, so ergibt sich 

.\-(.a^Ui X-{na-l), 



du 



9 

m 



m 



In erster Annihenmg geht der Integiand flbet in - — ^ — ~, so daß 



man hat 



*» —- (na — \) log «y vo log. Konai » — 4- log n gesetzt ist 

■r 

Da mm — ^ » so hat man, wenn — (na — ^) log fi nach rechts 
guuomniea wird, 

1 ~ n-l 



— {H0—l)t 



rfi-^-l _ (»a— 1) log^y/+ logKonst 



« 
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oder wenn wieder 0 als untere Grenze gesetzt wird, =(»—!) J, wo 



Nun muß 4 ausgewertet werden. 

In der Formel für J ersetzen wir i durch 2^, so hat man, wezm 
noch mit 2 multipliziert wird. 

Subtrahiert uian (a) von (/3), dann ergibt sich 
Bekanntlich ist'j log « — / ^ daher 

(*) \v^i-\ i'"-f" M. 

Wird (d) Ton (j/) lubtrahiert^ so hai man 
Nim ist aber nacli Fonnel (1) 

u>gr(i)-/(-K.-l;:7')t 

daher J" - i log 2 = log r(i) = i log ä , J - ^ log 2«. Dieser Wert 
wird in (5) substituiert, dann ergibt sich 

i= n - 1 

log -I- - i) log » - log 2», 

1) Siebe J. U. Graf, Einleitung in die Theorie der Gamma -Funktion, g. 48, 

Formel (49). 
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(6) r(») r(a + i) . . - r(a + ?-^) - r(»<.). 



oder ,_t 

Der Gang des Beweises dieser Formel, bekaiuit unter dem Namen „das 
Theorem von Oanfi'', folgt im An&ng dem Weg^ welchen Schldmileh 

in seinem Compendium der Analvsis, II. Auflage^ 8.251,252, gegeben hat, 
fOhrt dann aber nach den Angaben L. Schlaeflis durchaus selbetSndig 

zum Ziel. Man vpr^rleiche hierüber auch, wns H. Schenko] in seiner 
Dissertation: Kritisch -historische üntersuchuni; über die Theorie der 
Gamraafunktion etc., S. 21 ff. u. S. 38 ff., angibt Für a — I/f» folgt 
die einfachere Beziehung: _j 

Wie Schiömilch auf Seite 253 loo. eit. angibt, läßt sich diese letzte 
Formel aach beweisen durch Anwendung Ton r(H) r(i — n) — 

Wir setien r("^~ ^) - -* ^, dann ist 

{^(i)^(i)-^('^)r=i7^- 

aal ttn- 

Aber — i — <=• r-- — " tt- — • also 

Xif Ii» Jiin ili£. 

n e"— e* 1 — e" 

»1 — IM« IT— «f« f " 



• ; = 11-1 i—e 
und w^en /^(* — « " ) + • • • -f- 1 folgt 

i = 11 — 1 i = » — 1 f0 



so daß sich ergibt 

l^O^d) ■^(-:-)) . s 

oder 

wie ▼orhin, 

Bern, im September 1904. 
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C. Xsimauax: 



Über die Erledigung des Malfattiseheii Problems ndt den 
HUfsmittelii der elementaren Planimetrie. 

Von C. Ibbnxbahb in Trier. 

Man kann schon oirip ganze Reihe der für den Schulunterricht 
geschhebeuen Leitfäden durchblättern, ohne das berühmte, „viel- 
umworbene" Taktionsprobiem Malfattis überhaupt erwähnt zu finden. 
Und weim ii:an es irgendwo antrifft, so zeigt sich, daß die Lösnnrrs- 
methode entweder trigononiptriseh M ist, oder — falls dio rein jilani- 
metrische Aufgabe auch aussehiießlich mit planimetrisclien Hillsuutteln 
behandelt wird — daß der bekannte, von Steiner zu dzesem Zweck 
aufgestellte Lehrsatz zu Hilfe genommen wird-), ein Satz, dessen Ab- 
leitung weit jetuicii^ti des Gymnasialunterrichts liegt. 

Auch einige in neuerer Zeit erschienene, der genannten Aufgabe 
gewidmete Aljhujidkingen, z.B. die von Sachs, Davids uiul i'aiupuch, 
koiiiiteu — so gediegen u:ul wertvoll sie iii wissenschaftlicher Hinsicht 
sind — eben vvegou des zur Lösung aufgebotenen wissenschaftlichen 
Apparates die Aufnahme des Problems in Schulbücher ksam empfehlen. 

Geeigneter dürfte wohl ein Weg eandLmaea, der im Folgenden 
eingesdilagen werden >olV nnd anf dem ■ehon ein QymnaaiabelcniidBiiflr 
mitkommen kann. Trigonometrische VorkenntniBBe sind Qberhanpt 
nicht erforderlich; bei der sogenannten |,a]gebnusehen Analysis*' werden 

1) Yergl. u. a. Hcis, Trigonometrie. S. 188 und Schwerittg „Hundert Auf- 
gaben*', S 6^. Hei« verweist auf Crelles iiiatht^iuatiHche AafiAtM, und Schwering 
löst nach Schellbach, Crelles JrMivtial 15(1. i;., S. »7 

2) Vgl. u. a. Koppe-Diekmauu, Geometriti II S. 43 uud Juughaus, Lehr- 
buch der Geometrie I S, SM. In lebitexem Baehe wird aoBei der Steiner ■eben 
LOiong noch eine von Adams vorgetragen, bei welcher die B[onstraktion iwar 
ziemlich einfach, der Beweis aber recht kompliziert ist. — Von Aufgabensammlungen 
möge angeführt werHeti Hie von Gustav Hoffinann, weicht* dir Steinereche 
Lösung enth&lt, und die von Lieber und v. Lüh mann, welche außer der 
Stein eracbeit noch die trigonometritche t<hi Qranert nnd von Schellbach 
wiedergibt. — If. KrOger «agfe in leiner nicht fOr den Schvlgebraoeh bcctimmtn 
Planimetrie (Hamburg 1896, S. 337): „Man findet die Malfattische Aufgabe in 
I ' hrhiirh' ni st lfrti bfluDuh lt . weil Ihre Tv^Bung bis jetzt entweder darauf gegründet 
wurde, daß man durch weitläutige Berechnungen (Ue Größe der Radien in kon- 
fttraierbaten Ansdrflcken feststellte, oder ein trigonometriichei Verfahren ein- 
idilng." Dann gibt «r swei Lösnngcn, welche beide, nnd swar die ente nadk 
Petersen durch Kreispotenzsätzc, die zweite nach Kunze durch Stiecken- 
bcrechnnng etueLt, zuletzt auf die SteinerBche Konstraktion hinanalaofcii. 
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nur wenige ganz dementare ^tse verwendet; auf planimetrischem 
Gebiet sind vorausrresetzt die Lehre von der Ähnlichkeit, die einfachsten 
SatM über den Flächeninhalt des Dreiecks, über die Radien der Be- 
rOhnuigekreiae and der Ptolemaische Lehmts. 

Schon Binder hat in seinw herromigenden Arbeit Uber das 
Hal&ttische Problem') beiläufig einen Oedanken anege^rocben, der 
unserem IjöeongepUun nahe kommt Er sagt: j^s sei hier gelegenüioh 
bemerkt, daß man auf Teraehiedene nderessante immI rem ffeomeMadt 
latbare Au^ben gefOhrt wird, wenn man den Yeranch macht, das 
Problem zninicbst auf die Konstruktion ßweier Kreise KurttokauflUuren. 
Ibn kann z, B. swei KreisOi die je zwei Dreieeksaeiten und einander 
berühren, zeichnen, wenn gegeben die Summe oder die Differenz ihrer 
Halbmesser, oder die Richtung ihrer Zentrale, oder der Abstand ihrer 
Berühningspunkte anf der Ton beiden berührten Seite, oder der Punkte 
in welchem diese Seite von der innem Tangente beider Kreise ge* 
troffen wird; nnd dann die in <Ii(S(n Aufgaben als gegeben an- 
genommenen Stücke für dm Fall zu bestimmen suchen, daß die zwei 
Kreise Mal£sttische Krei<<e werden sollen, wobei man dann freilich 
nnr für die zwei letzten Fälle auf einfache Bestimmungen kommen wird." 

Schwering zieht bei seiner Besprechung der Malfattischen 
Aufgabe zn Anfang auch nur zwei Kreise in Betracht, schlägt mit 
diesen aber keinen von den fünf Wegen ein, die Binder andeutet, 
sondern leitet bloß das Ergebnis ab, tiaß die l*rojcktion der Zentrale 
auf die geiiieinsciialtliche Tangente gleich dem doppelten Produkte 
aus den Wurzeln der Radien ist. 

Im Folgenden soll nun ein sechster, von Binder nicht an- 
gecjpbeuer Gedankeiigang entwickelt wenieii, der tatsächlich zu einer 
sehr einfacheil Kuii-ti uktion ziveier Mali'attibcher Kreise führt. Sind 
diese erst fertig, so ist Qä ottenbar eine geometrische Kleinigkeit, den 
dritten noch hinzuzufügen. 

I. Das ursprüngliche MalfattiBche Problem. 

In bezng aul" Jimennunffen schließe ich mich an Pampuch*) 
an mit nur einer Ausnahme. Pampuch benutzt die Orthofionalkrcisc 
der Malfattischen und bezeichnet die Radien der ersteren mit r, y, e, 
die der letzteren mit x^, lJ^, 2^ Wir haben die Orthogoualkreise gar 
nicht nötigi daher bedeuten x, y, z die Kadien der Malfattikreise, und 

1) Tftbingen 1868, 3. 17. 

S) ,J)aa Malfatti-Steiiieitche Fzoblem". Fkogtaanmabhandlniig des Oytan. 
an 8t Stophati tn StraBbmg i E. 1908, S. 6. 
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zwar gehört .r zum Winkel CAB, y zu ABC, z zw B('Ä. — Der 
Radius des Inkreises heißt p. Dieser Kreis trennt an seinen Berührungs- 
punkten die Seite AB ~ c in die Stücke 5j und s,, BC = « in die 
Stücke s, und s^, CA — 6 in die Stücke Sj und ,s,. Dabei liegt au A, 
«n B, au C. Der Mittelpunkt des Inkiv ises wird mit 0, die 
Strecke AO mit u, BO mit ß. CO mit y, die Höhen mit h^t h^, 
der Umfang des Dreiecks mit '^6 bezeicknet 

Die drei Grundgleichungm: 

— flc«i + y«, + 2pyjpy, 

ergeben sich aus den einfachsten planiinetrischen Flächeusätzen ohne 
jede Schwierigkeit. Die Umwandhing dieser Gleichungen in lineare 
hat manchen Autoren große Mühe gern a l t. Leicht gelingt sie, wenn 
man Bich — was nicht bloß »mf trigonometrische, sondern auch auf 
rein planimetrische Weise lu i[uem geschehen kauu — drei ein&iche 
Heiatiouen ableitet, nämlich ioigende: 

^ hv bS^ CS, 

2. S^S^^^' + Q^, 



3. aaQ ■» 8^ßy. 



Mit diesen hat man dann auch ans der ersten die gleich gebildeten 

Ansdrtlcke für ^ und aus der zweiten solche für s^s^ und 

BUS der dritten solche für bßg und cyq-^) Die Anwendung Ton 1. 
und 2, fühlt sehr scbneli va den linearen Gleichungen: 



1) Gleiche und ähnliche l{<'latiouen werden auch von Davids .Archiv für 
Mftüj. u. Phy». (2; 18, S. 10 ff. iö»6; (2) 14, S. 276 ff. Ib96, »dreizehn Auflögtingen 
dei MallbttiMlieii Pcohlenu**) ohne Beifügung eine« BeweiM u mehnran SMleii 
benntet^ dabei aiier nieht flbenU riehtig ae^ieMdirieben. So iMit 8. n inMmlidi 
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Durch Eliminatton toh auf den beiden letiten und Anwendung 
der Belation 8. ergibt rieb: 

« + 5- 7 

worauf man durch eine einfache planimetrischt' Konstruktion diejeuigen 
Strecken p und g erhalt, welche die Gleichung: 

befriedigen. — Damit ist keine der fünf Funktionen, die Binder 
anL'ibt, sondern eine seehste, nün'lich dnf: Verhältnis der Iiadien /weier 
MaJtattikreise bekannt. Jetzt diese Krt-ise sell)«t in du» gegebene 
Dreieck hineinzuzeiehnen , gelingt nach der elementaren „Ahnlichkeits- 
methode'* sofort. Den dritten liefert schließlich einer der einfachsten 
Sonderfalle der ApoUoniachen Au%abe. 

IL Das erweiterte Malfattisohe Problem. 

In den seit ihrer Aufstellung yerflossenen hundert Jahren ist die 
Mal&ttiBGbe Aufgabe sekon auf mehr&che Weise erweitert und wieder 
eingeschränkt worden. Pampnch nmgreu/t sie*) folgendermaßen: 
,Jn einer Ebene sind drei reelle Gerade BC, CA, AB gegebm* Drei 
reelle Kreise sind so hermstellen, daß jeder die beiden übrigen und zwei 
der drei Geraden berührt. Dabei soUen unter diese» sedts lAnmn keine 
drei einen Biiadtd bilden.'' 

Auch in dem durch diese Fassung gekennzeichneten größeren 
Umfange läßt sich das Problem mit elementarer Planimetrie vollständig 
erledigen. Analysis und Konstruktion bewegen sich dabei stets genau 
parallel mit vorstehender Lösung der t'iüfiichen Aufgabe. Neu hinzu- 
zukommen braucht nur noch die Determmation. Gi^ade diese ist es 
aber auch, worauf mehroro der l)isherigeu Bearbeiter besondere Auf- 
nierk.samkeit und zum Teil einen großen, tiefgreifenden wissenschaftlichen 
Apparat verwendet haben. Dennoch sind die Ergebnisse nicht immer 
einwandfrei geblieben. So schließt z. B. Pampuch seine Programm- 
al>haudlung von 1902 mit der Bemerkung: „Aus diesen 32 berechneten 
und gezeichneten Figuren geht auch hervor, daß die ^^2 Losungen des 
Malfattischen Problems weder von Binder noch von iSachs in allen 
Fällen ( vgl, Nr. 6 — 8) richtig charakterisiert worden sind." 

In der genannten Arbeil hat Pumpuch selbst eine eigene, korrekte 
Determination entwickelt, die aber wesentlich algebraischer Natur ist. 

1) Acehiv IQ» Hath. u. Phy«. (S) 8, 8. 44, 1904. 
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Dieser möchte ich nun hier eine rein planm^isdte gegenaberstellen 
und scheue mich auch nicht, dabei einen Weg einzuschlagen, den 
Sachs ausdrHcklich als ungeeignet bozoichnot hat, indem er schreibt'): 
„Überhaupt erscheint die Wahl iler Einteiluni; der Lösungen nach 
den Winkeln, in denen die Kreise liegen, dls rinr icfni<j ylUcMiche; 

denn einmal worden dadurch offenbar 
verwandte (lestalt^n der Lösung von- 
einandiü' getrennt, und sodann kommt 
es sehr häuüg vor, daß sich bei Ver- 
tauscluuipf der Winkel B und C durch- 
aus nicht der entsprechende Fall der 
Lüüuug einstellt, der nach dem Schema 
2U erwarten wäre." 

Ich hingegen hude, tlab grade diese 
so naheliegende „Wahl der Einteilung" 
durchaus naturgemäß ist und anch toU- 
standig zum Ziele ftlhri, wenn man ein 
sw^iea ebenso naturgemäßes Elnteilongsprinsip hinzufügt. Dieses letztere 
l>eBtelit einfiidi in einer genmtm üniersdieidimg der ventMedaten Art und 
Weiset wie je gtßei MiüfaiHaeke Kreise si^ überhaupt berühmt kStmcH. 

"Sehrnen wir also snnüchst die ^npteinteilnng aller möglichen 
Lösungen Tor und zwar ,piach den Winkeln, in denen die Kreise liegen 
könnend 

Zu diesem Zwecke bezeichnen wir die Winkel, wie Fig. 1 es zeigt^ 
mit den Kmnmem 1 bis 12. Die durch, den WorÜant der Angabe 
▼orgeschriebene Einschraokoug, wonach „Kreiebüaehd" aw^jssehlossen 
sind, hat znr Folge, daß alle diejenigen Ldsus^en außer Betracht zu 
bleiben haben, bei denen zwei l&eise — wie Binder das nennt — 
anf „entg^{engesetsten Ufern" einer und derselben Dreiecksseite liegen. 
Im Eontaktfalle nämlich wQrde dann am Berührungspunkt ein j^^schel'^ 
entstehen. Die drei gegebenen Geraden dfirfen daher immer nur ab 
OMßere gemeinschafiliche Tangenten auftreten. 

Bezeichnen wir nun mit denjenigen Kreis, der die Schenkel 
des Winkels Nr. I berührt, und mit JT, bis Ä',, entsprechend die 
übrigen Kreise, SO kann offenbar nur kombiniert werden einerseits 
mit den Krsisen und K^f andererseits mit und K^f^. Auf 
dieselbe ^Veise ergeben sich als mögliche Ternionen: K^K^Ki^, 
iC^i^Au, ^^»^»t ^%^^n> -^'4^^» ^ vfeiter keine mehr. 



1) Dr. Joseph Sachs „über die Aufgabe de« llal&tti, ihr« ErweitennigeD 
nnd Löiuligen". Fieibiurg 1886, S. 87. 
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Biese rieben Tendonen zerfülen naturgemäß in drei Gn^fqMn. 
Die erste derselben ist dadurch gekennseichnet, daß ein Innenwinkel 
und twei Außenwinkel des Dreiecks dabei beteiligt sind. Dabin ge- 
hören die drei Temionen mit den Ziffsn 1^ 5, 9 — 2, 6, 11 — 3, 8, 12. 

Die zweite Orappe ist gekennseiehnet duieh die Beteiligung zweier 
Außenwinkel und eines Scheitelwinkels. Dahin gehSren eben&Us drei 
Temionen, namlieb 1, 6,10 — $, XI, 7 4, 8, 9. 

Die dritte Gruppe enthllt die drei Innenwinkel und also nur die 
rine Temiou 2, 5, 12. 

Diese rieben, in drei Gruppen zusammenlegbaren Temionen um- 
haaen sämtliche Losungen des Problems, begrttudein deren aber nicht 
etwa bloß rieben, sondern 32 — rine ZahlTeraBehrung und Zahl- 
abgrenzung, die sich ganz Iricht ergibt, wenn man das schon erwähnte 
zweite EinteiluBj^prinrip hinzunimmt, nämlich die yerschiedenenJ^ott/^iX:^ 
mÖgiuMMien je zweier Kreise beachtet und die damit zugleich be- 
stimmten Möglichkeiten f&r die Lage des driUm, 

In den bisherigen mir bekannt gewordenen Determinationen finde 
ich diesen Punkt nicht mit genflgender Schärfe hervorgehoben und 
glaube auf denselben hier etwas näher, und zwar im einzelnen eingehen 
zu därfen« 

KontaJcte sn-kchn und Kr,. — Wir stellen uns vor, diese 
beiden Kreise u Htksni aus den Ecken A und B heraus und schritten 
in ihren Winkelräiiiiien 1 und 5 allmählich vor. Dann können l^eide 
sich nicht eher berühren, aU bis die Größe des Inkreises iu ABC 
erreicht hat. Von diesem 
Augenblicke ab ist eine 
erste Ber&hrung von außen 
möglich. Hält man den 
Kreis Ky an irgend riner 
Stelle fest und läßt £b 
weiter waehsm, so entsteht 
naeh der ersten Berührung 
▼on außen zunächst rin 
swriter Eontakt, der eine 
Berflhrung ron innen, ein 
Bflschelkontakt ist und also f&r unsere Aufgabe nicht in Betracht 
kommt. Bevor aber der wachsende Kreis sieh TOn gänzlich 
trennt, entstriit nochmals eine Berlihmng von außm, ein Letztkontakt. 
Fig. 2 stellt alle drei f%lle dar. Der Letztkontakt yollzieht sieh slao 
durch Übergreifen von über K^, 
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Aach Sachs spricht^) von Fällea, in deoen ein Kreis den andern 
„übergreift" oder Jenseits des aixlern" liegt, er hat aber den Unter- 
schied der KofUakte nicht als maßgebendes Minieüungs- und Ordnungs- 
prinaip durchgeführt. Dagegen redet er an mehreren Stellen Aber die 
Notwendigkeit „nach Größmverhältnissm der Badim^' zu imterscheideo, 
Nnn hat es allerdings gemäß Fig. 2 den Anschein, als ob unsere 
Unterscheidung nach Erst- und Letztkontakt nichts anderes wllre, als 
die von Sachs betonte Unterscheidung nach dem Gnißeii Verhältnis der 
Radien; denn beim Krstkontakt ist dort augenscheinlich A'.. < A'i, 
l>eini Let/tkontakt A'j > A',. Abttr hei näherer Überlegung erkennt 
man bald, daß die beiden Unterscheidungsarten doch wesentlich ver- 
schieden find, da ja auch schon beim Erstkontakt (wie mau beispiels- 
weise an Fampucli Fig. Ib .sieht) K,^ j> sein kann.*) 

Noch eiu wt'iteror Umstand ist für den Unierschied zwuchm 
Erst- und Letztkontakt von Belang. 

Es mögen die Berührungspunkte beider Kreise auf der gemein- 
schaftlichen Tangente AB heißen bez. P^, die auf AC und BC 
liegenden Berührungspunkte bf/. (^.; der Herühi uiigspunkt beider 
Kreise heiße iL Der in den W'inkelrauui Nr. 5 sich einüchmiegende 
Bogen ist also B(,Qs- Dieser Bogen reicht nicht bis zum Punkte K 
beim Erstkontakt. Beim Letztkontakt hingegen greift er Aber B 
hinweg und enthält diesen Punkt in sich. Das ist der wichtigere 
und in späteren Überlegungen wiederkehrende Saehgrond, weshalb 
beim Letsticontakt als der „übergreifende'^ Kreis »i beseiehnen ist 




Fl«. H. Vig. 4. 



lienffmmgm jnetsiiim und K^, — Wachsen die Ereise und 
Kf aus ihren Eckpunkten Ä und B heraus, so n&hern sieh die Be- 

1) In der vorhin orÄ-älinten Abhandlung' S. 20 und 2! 

2) Nicht Vdub für die Dctorniination , souderii scboD für die Aimljsis ist bei 
der Löeuug der Maliattiscben Aufgabe die L-nt«T8cbeiduiig zwischoD Eist- uud 
Lefcttkontakt von Wichtigkeit. Dann giade die Axt des Kontaktes, k^etwsg* 
aber das ^GiOßenTerbältnia der Radlea** fibt auf die Fofm der Gnmdj^giekitiufem 
eiasn weamtlichen Einflaft vm. 
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rührangspQttkte und einander und dem Pnnkie 0. Schon boTor 
einer Ton ihnen C erreicht^ ist ein Erstkontakt möglich, den Fig. S 
aeigt Läßt man von da ab die Kreise weiter wachsen, so kommt 





kein Bäadidhmidkt anstände. Soll ein solcher erzielt werden, so mufi 
man nnr eni«», etwa JE^ wachsen, aber soweit wieder abnehmen 
nnd aarflckfareten lassen, bis er mit dem JnAmse an BC identisch 
wird. JE^ bekommt dann audi aof der Ter- 
langerten AC einen Berfihmngspnnkt, und 
mit diesem kann und R gleichzeitig su- 
Bammen&lien. Auf solche Weise bildet sieh 
ein BQschelkontakt, bei dem Ki nnd 
sich Ton aufien berühren. Fig. 4. 

Wenn aus dieser Lage heraus beide 
Kreise weiter wachsen, so kann auch, wie 
Fig. D zeigt, ein Letztkontakt entstehe, 
ein Lftztlontakt durch Übergreifen von ^Tg, 
bei welchem über R hinaasrückt 

Fig. 6 und 7 zeigen, wie umgekehrt 
durch Zurücktreten von K^ und Anwachsen von ein zweiter 
Büschelkontakt und ein zweiter Letztkontakt'), nämlich durch Über- 
gre^en wm entsteht 

BefOhnmgm wwischen und K^. — Fig. 8 stellt dar, wie hierbei 
durch Anwachsen der Unterschied Ton Erst-, Büschel- und Letstkontskt 

1^ Zwischen ihrem Erst- nnd Letztkontakt wandern hier nicht, wie im 
vorigea and allen folgenden Fällen, die Kreise durcheinander hindurch, sondern 
gleiten beim Bfiadielko&takt aiieinudev iuBerli«h TOrbei. Auch dieie Beeonder- 
beil kommt bei den „GnmdgleiehmigeD*^ smn Auadraek. 

AMdOv 4«r Mrthf »rth «a« Fl^clk. IXL Beihe. ZI. U 




ng. 7. 
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aitstehl Die folgenden Fignien seigen, daß äni venAiedene LeU^ 
kotUakte rorkommen kSnnen. Bei Fig. 9 liegt B swisehen und Q^, 
nicht aber zwiiehen und es ist also Torlianden ein Letztkontakt 
dajroh ÜbexgreifiBn von K^. Fig. 10 ateUt auf entspiechende Weise 




Flg. 8. m. a 



den Letztkontakt durch Übergreifen von iQ, dar. Fig. 11 zeigt, wie 
durch genügendes Anwachsen beider ICreise eine dritte Art von Letzt- 
kontakt entstehen kann, bei welchem — und das ist besonders be- 
merkenswert — sowtM oZs cmmA iSbergreifmde Kreise sind. 




Fig. 10. mg. u. 



Die Beriämtnge» der Übrige» Krei^paare bieten wenig AnlaB mehr 
an weiteren B«nerkangen. Zwischen JTg nnd stimmen die Eontakte 
in allen Eigensehaften llherein mit denen awischen nnd JE^. 

Bei däk BerQhnmgen zwischen nnd ist ein Außen- nnd 
ein Seheitdwlnkd beteiligt Die Arten des Eontakts sind denen bei 
Kl und iTj ebenfalls sehr ahnlich. Es gibt einen Erst-, einen Bflschel- 
ond einen Letztkontakt. Bei diesem ist der Außenwinkel K^ der 
fibergreifende. Fig. 12. 
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Die Kreise Ä', und können enn ii l>st , zweierlei Büschel- 
und zweierlei Lftztkontakte pini2;ehen, <l n einen durch Übergreifen 
von K^f Fig. 13, den andern durch Übergreifen von K^. Fig. 14. 



V 



/ 




Die Berflliriiiigvn von und sHmmen ToUstibidig Qberein 
mit daran swisehen f , und JT,. 

Hiermit aind alle dordi die FMmng der Aufgabe zagelaseenen 
Twbindiuigen Ton ^ fuiei Kraeen erledigt; es bleibt also nur noch 
der letzte Schritt Übrig, nim- 
lieh die Untersuchung, wo 
und wie jedesmal der dritto 
hinasutreten kann. — 

Unter den drei Ternionen 
der ersten Gruppe wählen wir, 
weil die Kontakte zwischen 

and soeben be- 

sprochen worden sind, die 
Tenaion K,K,K, 

a) Stehen mui A'g im Erstkontakt, so sperren sie 
in dem Flächem a iiu des Winkels A',.2 ^"111 von zwei geraden 
und zwei krummen Linien rings umgrenztes Viereck ^ Qj, ^^Q^O 
ab. Fig. 13. Innerhalb des8ell)en sind Bogenstücke von 



Ka und K,. anzutreffen, also kann 




Kreis K, 



L3 «UV. ^^.g 

dieses Viereck liineingeh <^t werden; er steht dann mit 
und TTg im Eratkontakt. Zweitens kann K^^ aber auch außerhalb 
jenes Vierecks in dem freien Winkelrautn dos Winkels 12 liegen; 
denn auch dort sind Bogenstücke von A'^ und vorhanden. In 

16* 
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diesem Falle steht A',„ mit boidfin anrlcrcü Kreisen im Letztkontakt. 
Andere Mrit^lichkeiten, also etwa Erstkontakt mit ZT., und znjrleich 
Letztkoiitakt mit K^, oder um<^Hkohrt. sind ollenbar HUst-''*'?<chlossen. 

h) Setzeil wir A', und JTj, in Letztkoutakt mit übergreileiidem A'j, 
so ist wiederum ein Vi-^ieck, nlimlich ^Q^B' abgesperrt, Fig. IB. 
und aus dem vorhin angegebenen tirnruh' kann A'i„ darin liotr*^!i. im 
Erstkontakt mit A'^ und K^. AuiieihaUj aher, im otFenen Winkel- 
räum 12, gibt os nur vom ii})ertrreifeuilen Kreise K^, nicht aber von 
ATg ein Ho^enstück; also kann A'i^, dort nicht liegen, weil er dort nicht 
beide anderen Kreise berührer kann. Außer der angegebenen ersten 
gibt es demnatdi für AT^ keine mögliche Lage mehr. 

c) (iaii/, < Itenso liegt die Sache, wenn wir crec^en zum 
übergreileuden Kreise machen: aueh dann gibt es nur eine Lösung. — 

Aus der gweitm Grupjpe wählen wir zur Besprechung die Temion 

a) Steht mit im Erstkontiikt, so ist im Scheitelwinkel 
Jsr. lU ein Viereck abgeschlossen, welches begrenzt wird durch die 
Schenkel dieses Winkels und zv.ci .Stücke der Bogen /« f^^j und Ji Q^. 
Fig. 3. Innerhalb diese s Vierecks besitzen also beide Kreise Boiren- 
stücke und erlauben dem Kreise A',o aomit den Malfattischen Kont.ikt 
Derselbe ist beidemal ein Erstkontukt, Zweitens aber «ind im treieii 
Auüenraum des Scheitelwiukels 10 ebenfalls Bogen.siücke von A\ 
und A'g vorhanden; also gibt es auch dort eine mögliche Lage für Ky^j 
imd die Kontakte mit K^^ und sind auch in diesem Falle Erst- 
kontakte. 

b) Wir setzen nun zu iQ in Letztkontakt mit übergreifendem K^. 
Dann sind wiederum in dem abgeschlossenen Viereck i Fig, 5) Bogen- 
stücke beider Kreise vorhanden. Dort kann also A\o liegen, im Erst- 
kontakt mit Ä",. , im Letztkontnkt mit dem fibergreifenden Kreise A'^. 
Da der Kreis 7^ in den freien äußeren VV lukeiraum 10 nicht hinein- 
dringt, so ist A',^J dort unmöglich. 

c) Im dritten Falle, beim Übergreifen von Ag über (Fig. 7) 
gibt CS ebenfalls nur eine Lösung. — 

Die äriUe (rruppr enthalt nur die Ternion K^K,K^^. 

n) Stehen A'., und Ä',. im Erstkontakt, so haben wir wiederum 
das umgrenzte Viereck ^ Q.I^ Q-,Cj Fig. 15. Innerhalb desselben, 
sowie auch im freien Auüenraum def Winkels 12 sind Bügenstücke 
beider Kreise vorhanden. Also gibt es für K^^ zwei mögliche Lagen. 
Bei der ersten steht A' « mit iT, und A'. im Erstkontakt, bei der 
üiweiten mit beiden in übergreifendem Letztkontakt. 
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bi Stoht fiborpfreifeiid mit K im Lfty^kontakt, so ist von der 
Betrachtuug emes uni8cliio^>fMien V lererk.s abzuseheu. Die inö^liclicn 
Lagen von K^^ ergeben sii-h biiT aus der leicht 7n p^uiiuu'iidea 
Einsicht, daß in diesem Falle z\vis( Ih'U uiul kein Erstknutakt 

eintreten kann. Zu sol« iieiu Erstkontakt würde nämlich erforderlich 
sein, daß der Kreis A., auf der Dreieoks- 
seite AC einen Berührungspunkt hätte, 
der zwischen Ä und (' liiije, Fig. 9, und daß 
der Kreis A'j, die nämliche Dreiecksseite AC 
irgendwo zwischen C und berühren müßte. 
Geschähe das aber, so wfirde K^^ die Mal- 
&ttiBche Forderung eines Kootakts saeh 
mit dem Kreise — der j» dock in 
dnem anderen, günzlieli abgetrranten Teile 
des Dreiecks ABC liegt — offinibar im« 
möglich erfBlleii können. Ist somit ein 
Erstkontakt zwischen und K^^ ausgeschlossen, so bleiben fflr 
den letsteren Kreis bloß swei Möglichkeiten fibrig, nämlich: 

1) Letztkoutakt mit itT, und Erstkontakt mit K^^ 

2) Letztkontakt mit beiden. 

c) Steht umgekehrt Kr^ übergreifend mit im Letztkontakt, so 
ergibt .sich auf trleiclip WVIpe wie eben, daß wiederum nur 7Wf»i Falle 
möglich 8111 1: hat luit Letztkoutakt und dabei mit Erst- 
oder Letztkontakt. 

d) Nun ist noch der interessante Fall übrig, daß und in 
heidfrseits tlb ergreifendem Letztkontakt stehen. Fig. 11, Dann ist im 
Winkelraum Nr. iL' wiederum ein abgeschlossenes Viereck vorhanden, 
be^ren/t von den Schenkeln dieses Winkels und Stilelcen der beiden 
Bogen liQ<i und RQf,. Innerlialb sowohl auBerhall) dieser l ra- 
gre!i7.unir sind Teile von und anzutreffen. Es gibt also für 
den Kreiä K^^ zwei Lagen: 

1) Liegt er innerhalb des YiereckSy so stehen und JT^ flbei^ 
greifend zn ihm in Letztkontakt 

2) Liegt er außerhalb, so stehen alle drei Kreise meinaader in 
doppelt Übergreifendem Letastkontakt. 

Hiermit sind die in Betracht kommenden FBlle Amtlich erledigt» 
und es ergibt sich folgende: 

[htri nanatiiin dtr tßiofflniirn IJjsungen des MatfaUmciieH Problems. 
Bei der er:ikn Teroionengruppe sind möglich: 
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in der Abteilung a) zwei, 
in b) eine, 
in c) eine, 

un ganzen also Tier L9Biing«a. Da die Gmppe drai gleicbattige Ter- 
nionen eothSlt, so ist die Anzahl der in ihr mSgÜclien Lösungen mooif. 

Bei dsr gtB^tm Gruppe sind mdg'lich: 

in der Abteilung a) zwei, 
in b) eine, 
in c) eine, 

im ganim also wiederum Tier Lösongen. Die Grappe enthalt ebenfalls 
drei gleiehartige Temionen, also ist die Anzahl der hier mögUchsn 
Losungen anck mmif. 

Bei der ärUHm Grappe sind möglich: 

in der Abteilung a) zwei, 
in b) zwei, 
in c) zwei, 
in d) zwei, 

im ganzen also €M Lösungen. Die Gruppe enthalt nur eine Temion. 

Die Anzahl aller Lösungen des Problems bei der eingangs fest^ 
gestellten Umgrenzung deMdb«a ist mithin 32, und jede emselN« 
Lömmg tat durdi die Angabe der Winkd, ff> denen die Kreiee Hegen, 
und Kenneeidmung der KoniaJUairt, in wddur sie anander paartoei» 
herUhrenf genau cliarahterisifri. 

r)ie gleiche Ziffer 32 hat sich auch ergebeu bei der auf algebraische 
Erwägungen gestützten Determination, die Pampucli in seiner oben 
zitierten Abhandlung entwickelt, und zwar erscbeint sie dort als 
Produkt ans 4 mal 8. 

Unsere geometrische Determination führt zu einer ganz anderen 
Einteilung. Es befinden sich nämlich unter der Gesamtzahl der 
Lösungen zwei ganz eigenartige, welche die besondere Eigenschaft 
halben, d^iß nie durch zyklisclie Vertau.schuug der Ecken. Winkel, etc. 
des Dreiecks wieder t« sich sfU/st übergehen. Das ist erstens die 
Lösung ITTal, bei welcher die drei Innenwiukelkreise im Erstkout^kt, 
zweitens Illd2, bei der dieselben Kreise im doppf^lt übergreifenden 
Letztkontakt stehen. Die 30 übrigen Lösungen gehen sämtlich durch 
zyklische Vertauschung eu je dreien ineinander über. Dieser Umstand 
tritt bei den Gruppen I und II schon durch die Dreizahl der Temionen 
zut^e, die in jeder von ihnen enthalten sind. Aber auch bei der 
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Gruppe III erkennt man leicht, dafi bl und cl zyklueh in a2y sowie 

daß c2 und dl in b2 Obergflien. 

Die Ziffer 32 stellt nch iiier also natargemaft dar als das £r- 
gebnis TOn 2 + 3-10. 

Die eigentümliche Natur der Lösang IIId2 gibt sich auch bei 
der von Sachs gewühlten Anordnung zu erkennen; aber die Art, wie 
er sie charakterisiert, ist nnscharf. Er sagt darüber S, HO: „Beim 
Falle 4 — damit ist ebon unsere IIId2 gemeint — liegen alle drei 
Kreise in den Innenwinkeln des Dreiecks und berühren einander mit 
den ]m Innern des Dreiecks liegenden Segmenten" — Diese Angaben 
sind in ilich riebtig, aber sie treflFen zu nicht bloß br-i Illd2, sondern 
hei all' II arhl Lo s.nujcn der dritten Gruppe. Der „doppelt übergreifende 
Let/.tkontakt aller drei Kreise'^ hingegen kennzeichnet IIId2 ein- 
deutig. 

Die Uberschrift: jyDreizehn Auflösungen des Malfnttischen Pro- 
blems", die Davids seiner oben augeführten Abhandlung g^^geben, könnte 
zu der Frage veruniassen , ob otwa jene 13 in uiisern 32 enthalten 
seien. Allein das Wort „Auflösung*' bedeutet bei Davids nicht, wie 
das Wort ,4^ösung'' bei Sachs, Pampuch und andern das ErychniSy 
sondern die MeÜiode der mathematischen Behandlung. Davids leitet 
ans demelboi drei Gnradgleicbimgai des wsprünglidim Ha]&ttiieh«k 
FtroUems auf awdlferlei algebraiscke Art AnsdrOelce fiUr die Kreisradien 
ab. Die dreiaeluite Aufldsosg ist eine ,,Begrfindung der Eonstraktion 
Ton Steiner". Das m/oeitmie Mal&ttisehe Problem, dem unsere 
82 Lösungen angebören, bebandeli er überluuipt niebt 

Es ist mir interessant encbieneo, dis 32 Lösnogen, wie sie Tor^ 
siebend gmppiert worden und, mit denen zu identifiziemi| die 
Pampneb und Sachs in ibren Systemen anff&bren. Die yorbandenen 
t^bereinstimmnngen sdigt die Tabdle auf folgender Seite. 

Ebenso y wie die geometriscbra Scbulbttcber bekanntlich aus dem 
Apollonisdien Taktionsproblem eine Reibe von Einzelfallen gesondert 
sn bebandeln pflsgen, kann ancb jede der 32 Losungen des 

Malfattiscben als besondere Aufgabe hingestellt und mit den Hilfii- 
mitteln der elementaren Planimetrie erledigt werden. Dabei sind je 
nach Lage der Kreise die d t i auf Seite 212 angegebenen Relationen zu 
ersetzen durch drei ilhnlich gebildete andere, in denen der Inkreis 
dureb einen Ankreis Tertreten wird. Auch hinsichtlich der Konstruktion 
ergeben sich gewisse Verschiedenheiten, aber ein und derselbe Grund- 
gedanke ist durchführbar bei allen. 
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Pampnch 



Sachs 



Kreist^rnion : jÄ,Ä',A\, K^K^K^ \K^K^^K, 



Gruppe I 



a) 1. Enibmtskt des 9. KceiMs 



9. LetrtkontaktdMS.XraiiM 



b) 



«5 



18 



- 



Gtoppe n 



Kxeiitennon: 

a) 1. Entkoutakt d. s. Krciaesim 
umgrenzten Winkelramn 



95 

32 
81 



80 



'i.Erstküutaktd, 3. Kreises im i 
offeoen Wiakelraum 



b) 



Sreitteniion ; 



a) 1. Entkontakt des S. £raiaes 



Gxnppe III 



8.LetBftoiitektdea&. 



b) 1. Erstkontakt des 3. Kreises 
S. Letstkontakt des S. Kreises 



17 

SS 



10 



St 



S7 



Sl 

80 



lö 



14 



IS 



IS 



10 



11 



ISa 

Hb 



ISc 



ISa 



ISO 



Ha 



c) 1. Exstkontakt des 8. Kreises 
S. Letstkontakt des 8. Kreises If 

d) 1. Erstkoutakt des 8. Kreises 




S. Letsfekontaktdea S. Kniaee 

Diese kurzen Hinweise mögen hier genügen. Die ausj uiirltdie 
Darlegung bumtUcher in vorstehenden Erörterunpren nur angedeuteten 
Operationen möchte ich, weil sie ein wesentlich didaktisches bit^resse 
hat, mir für eine demnächstige Programmabhandlung') vorbehalten. 

Trier, 28, Sept 1905. 

1) Dieselbe ist inzwischen schon erschienen als wissenschaitliche Beilage 
tum Jahie«bericht des Königlichen Kaiser - Wilhelms Gymnasinms in Trieif 
Oatexn 1006. 
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Über drei Sätze von Dr. P. Zeeman Ge, 

Ton J. Nbubebo (Lfltlieh). 

In den Wiskundige Opgaven^) hat üerr P. Zeaman (Delft) drei 
bemerkenswerte Sätze vorgelegt, von denen man Beweise in Deel VIII| 
Seite 305 und 306, und in Deel IX, Seite 168, findet. 

Die anregenden und lehrreichen Abhandhmf?en von Fr. Meyer: 
Kant und das Wei^m drs Neuen m der Mafheniatik (diese.s Archiv (3), 
Vni, S. 287), über dir Höhen des Tetraeders (ibid., S. 135), haben 
mich bewogen hier lueint- Beweise*) der Zeem ansehen Sätze zu ver- 
öffentlichen. Diese Sätze sclieinen mir ^'eeignet, als Erlänteiungen zu 
einigen AusBa<?en meines gelehrten Kollegen zu dienen. Bebtehen ein- 
fache analytische Beweise, welche mehr als schlichte Be.stäti^mgen 
sind? Kanu man aus diesen Sätzen oder aus den Beweisen aligemeinere 
Wahrheiten ableiten? 

1, Wenn von vier in derselben Ebene liegenden (leraden 
eine zur Verbindungelinie von Höheuschnitt und Schwer- 
punkt des von den drei andern gebildeten Dreiecks parallel 
ist, so hat jede der vier Geraden dieselbe Eigenschaft in 
bezug auf die drei übrigen. (Zeeman). 

Folgenden Beweis dieses Satzes habe ick schon in Mathesia, 1903, 
Seite 60, veröffentlicht. 

Die vier Oeraden mögen a, h, c. d beißen und die drei ersten 
das Dr» ii . k AB(1 bilden mit (hnv. lj'»henscbnitt H und dem Schwer- 
punkte 6'; die Gerade IIS ist also zu d parallel. Die algebraische 
Summe der aus den Scheiteln A, B, C auf die Linie HS gefällten 
Lote ist gleieh Null. Diese Lote haben nun die Werte AH coa ad, 
BH conhdf CHcoscd: die Strecken AH, BH, (JH sind aber gleich 
2Iico&bc, 2i2coscf/, 2 7ioo.sr//>, wenn Ii den Radius der Kreislinie 
ABC bezeichnet Folglich besteht die (ileichheit 

cos ad ' 006 bc Qoabd ■ cos ca + cos cd • cos a6 » 0, 

-wdelie symmetrisch in besug auf die Eiohtangen der vier Geraden 
4», 5, Cf d ist; somit ist der obige Säte bewiesen. 



1) HoUiadiMkc ZeitMlirift, herausgaben von der malhematisdieii G««eU- 
■ehaft mit dem Wabliproch: Eon onvermoeide arbeid komt alles te boven. 
S) Sie nnd gans venduedea von den oben enriüinten. 
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Bedeuten a, ß, y, Ö (iie Winkel der Geraden a, h, c, d mit einer 
Achse X'X, ao kann Tozige Gleickiing auch folgende Fonn annehmen: 

cos (« — /J) C08 {y — ä) + cos (a — y) cos (ß — d)-\- cos (a — d) co8(/J— y)— 0. 

Addiert man hienni die bekannte Identität 

sin (a — ß) sin (y — d) + sin (a — y) sin («J — ^) + sin (a — d) sin (jS — y) — 0, 

80 erhSlt man: 

cos (c — /3 — y + d) + cos (a — y ~ d + /3) + cos (a — i> — /3 -h y) — 0. 

Mithin haben die Kosinus der Summen der gegenQberliegmden 
Winkel des TollsfSndigen Vieneita ahcd eine Teradiwindende Snmme. 

2. Ich schalte hier planimetrische Entwicklungen ein ala Yor- 
bereitnng an einem zweiten Zeemanachen Saise} anch bieten sie von 
aelbat ein gewisses Intezesse, da sie einen klassischen Gegenstand be- 
rühren. 

Bedeuten {x, ff), (x^, yj, (xg, ff^, (x^, y,) die rechtwinkligen kar- 
teeiachen Koordinaten Ton vier PnnUen Ag, A^, A^ einer Kreialinie^ 
so hat man bekannUich: 

+ « y M 
a^? + y? ^1 yi 1 



+ y» 1 



(I) 



Ich werde im Nachtrag diese Gleichheit ao umgestalten^ daß 
man in derselben den Simsonschen Sata lesen kann. Ich löse 
hier, wohl etwaa mühsam, die nmgekehrte Angabe, nSmlieh: die 
Gleichang, welche aosdrflckt, daß die Projektionen B^, B^ des 
Pnnktes A vaS die Seiten des Iheiecks A^A^A^ in einer geraden 
Linie liegen, auf die symmetrische') Fonn (J) sn bringen. Diese 
Aoijgabe entspricht folgendem Satie: 

Sind Tier in einer Ebene liegende Punkte so beschaffen, 
daß die Projektionen eines dieser Punkte auf die Seiten des 
durch die drei übrigen bestimmten Dreiecks koUinear sind, 
dann kommt diese Eigenschaft jedem der vier Punkte su. 



1) Dai Wext symmetziick gilt bier nur CBr die abwliiteii Weiie der 
Fnnktioiieii. In dieiein Sinne iit di* »pftler betraditete DetamiBante J lym- 

metriscb in bezug auf die drei Punkte il,, ^„ J,, ecleidet jedOch eiftea Zsichea- 
wecbiel bei Tertaatcbmig von swei Zeigern. 
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«1 



und bezeickue oiit JL^, Yi, Z^f X^, ... die Uuterdetenmuanteu von ^. 
Auch sei 

Wenn ß laufende Koordinaten sind, haben die Geraden A^A^ 
A^A^, A^A^ respektiTO die Gleidrangeo » 0, d| — 0, d, » 0. 

Die Koordinaten irgend eines Pnnktos der au d| — 0 senkrechten 
Linie AB^ rind + y -\- X^Y^\ setst man sie ein in die 

Oleiebnng 6^ = 0, so findet man den Wert Ton A, im Punkte ans 
+ + Ff) - 0, also - - (5, : {X\ + II), usw. 

Sind die Punkte B^, B^, B^ kollinear, so muß man haben 



oder nac& Yereinftohung 



-0, 



0. 



Die zur dritten Spalte dieser Determinant« gehörigen Minoren 
reduzieren sich auf /Jz^, Jz^, ^z^-^ somit kommt nach Einführuug 
der Werte von k^, A,, X^: 

(U) (Xi + r;)d.d. + (jq + r})d.d, + {x\ + r5)d,d, - o, 

was die bekannte Gleichung des Kreises A^Ä^A^ in baryzentrischen 
Koordinaten ist. 

Die Gleichungen (I) und (II) sind in den Koordinaten von 
jij, A^ A, besfiglioh rom Tierton und sechsten Grade; sie kdnnen sieh 
▼oneiniuidttr nnterscheidcn nur durdk einen Faktor, welcher eine sym- 
metrische Funktion iweiten Oradee dieser Koordinaten ist; diese 
Fnnktion ist wahrscheinlich J, üm diese Vermutong an beseitigen, 
ordne ich die Gleichung (II) nach x und y und schreibe daftlr; 

+ Ay -j- Bxy + Ca? + C'y + J3 - 0. 
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2S8 3- Nsosttat 

Auch bemerke ich von vorn herein die (ileichheiten: 

wo das Suiiinienzeichen sich nur auf die Zeiger 1, 2, 3 erstreckt 
Man hat alftdaim: 

^^i^t - 2^af,a;,X,X, - -^'^iX^ - - 

woraus maii A^A'^ — A^ scfalieAt Ferntr findet man: 

J8 - 2 Xi X, r, + X, T 1 >'i i n X, + > ^ x,) 
-£X,x,y.(x» + X,) + i:i;r,x,(r, + r.) 

Ersetzt mau -f- Z, durch. zJ ~ und X, + X, durch — X^, 
so kommt: 

Cl -h yf)Xi - 2^x\X,Z, - i>v;a:,a:,(X,Z, + X,Z,) 

- 22:y|r,if, - 212y,sf.(X,Z, + X,^ 

- + y?)X. - X, i;:r,Z. - 2^y, 1\ Vy,Z,; 

ako C- ^i:Ca:J + y})X., C" - -:^S(apJ + y})!',. 
Znletek hat maai: 

Nach Streichung des Fakton — A wird die Gleichung (II) 
identisch mit (I). 

Wünschenswert wäre es, diese Identität einlacher und eleganter 
zu beweisen. 

3. Sind fünf Punkte ^4, A^, A^, A^, A^ so beschaffen, daß 
die Projektionen des Punktes A auf die Ebenen des Tetra- 
eders AiA^A^A^ in einer Ebene liegen, so genießt jeder der 
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fünf Punkte dieselbe Eigenschaft in bezug auf das durch die 
flbrigen Punkte bestimmte Tetraeder. (Zeeman). 

Die rechtwinkligen kartesischen Koordinaten der Punkte AfAiy,.. 
seien mit (ar, g), {x^, m^, . > . beseicfanet, die ersten Minoren der 
Determinante 

ff i 



«I 

^1 



mit T^f Z^f 2*1, X^f . . . ; auch setse man: 

sodaß z. B. d^ — 0 die Ebene AgÄ^A^ darsteUt, wenn ff, m laufende 
E4K>rdinateti sind. 

Yerföhrt man wie in (II), so bekommt man fClr die Gleichung 
des Ortes eines Punktes, dessen Projektionen auf die Ebenen des 
Tetraeders Ä^A^A^A^ koplanar sind: 



(1) 



Dieser bekannte Ort möge die Simsonsclie FlätAe des Tetraeders 
AiA^Ä^A^ heißen; sie enthält die sechs Kanten. 

Wir bezeichnen jetzt mit {f^, f^, /V) die Inhalte der Seitenflachen 
des Tetraeders A^A^AgA^ mit {h^, h^, A„ h^) die Höhen desselben, mit 
(«I, «3, aj die normalen Koordinaten des Punktes A in besng auf 
das Tetraeder. Alsdann hat man: 

*i - iAA^A^A^^ . . ., 

und die Gleichung (I) kann folgende Form bekommen: 

(D) 

Auch bemerke man die (bekannte) Identität: 
(HI) 



«1*1 «»A» «4*4 



** 



Zur größeren Klarheit gebe ich dem Zeem ansehen Satse fol- 
genden Ausdruck: 
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J. Nim«: 



Ist A[ ein hcJuöigfr Punkt der Simsonschen Fläche df<8 Tetraeders 
A^J^A^A^, so ii>f auch A^ ein Punki der SimsonscJien Fläche des 
Tetraedt rs A [A^A^A^.^) 

In andern VV orten, wenn die Qleidrang (II) bestekt, so hat man auch: 

WO h[, h^ h'^ die Hfthfln des Tetraeders A[A^A^A^ und a„ 
die BornMlen Kotndinaien des Punktes m bemg auf dieeei Tetraeder 
beaeiehnen. 

Um dies xn beweisen, drfl«^ man die gestrichelten Grdfien durch 
die imgeetrichelten ans. 

Die Hohen A^', h'^, h^, h^ sind positive Größen. Offenbar hat man 
s=» i a, , a,' » i Äj, jedenfSsdls «j7ij = uji^ 

Di(; Ebene A[A^A^^ auf das Tetraeder AiA^A^A^ bezogen, hat 
zur Gieichuug, wenn 4^, ... laufende Koordinaten bedeuten: 

nnd sind die Abstände der Punkte A^(h^^ 0,0, 0), ^,(0, Ä„ 0, 0) 
von dieser £bene; ihre Werte ergeben sich aus der Formel 

D — ^ £i Jb3^J:_^tk+3i« 

wo 7) don Abstand des Punktes | von der Ebene = 0 und c^^ den 
KoRiriiis des inneren Flächenwinkels zwischen d^ Ebenen ^ = 0, ^^'=0 
bezeichnet. Also hat man 

a' ^ X, -^«1 



Der zweiten Quadratwurzel gp})e man das Vorzeichen, welches h'^ posi- 
tiven Wort beilegt; setzt man dasselbe Zeichen vor die erste Wurzel, 
SU hat auch das Vorzeichen, welches dieser Größe als Koordinate 
zukommt. Somit ist 



uih; 



«? + «l + ««i«i«it' 



und die Er8etz.ung des Zeigers 2 durch 3 oder 4 liefert die Werte der 
Produkte ttgA,, u^h^. 



1) Die beiden FlächsD Bind verschieden; tonet würden sie alle von Af^A^^Ä^ 
aiugehendoD Oeraden enthalten. 



* 
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jOierans folgt fBr das linke Glied Ton (lY) der Ausdruck 

«1*1 ^ \«,Ai «.*. «A/ A,a, VAj *, 

Die «reite Kknaner, »«h (III), ist gleich 1 - ^ ; die letrte Jü«nm«r 

nach dem Projektionmise /l — /iCi, + f^c^^ + f^c^^, wo /i, /*3, 
dnroih A^^, h^^, h^^, h-* eraetisi werden, zedoziert sich zn ^ Also 
tezeinfrefat sieh da Anädruek (V) ni 

- - -^(-- +-'-+---+ -V 

*i Va^Ai ' aA «t*i «4*4/ 

Somit ist bewiesen, dafi die Gleichungen (II) und (IV) sich gegen- 
seitig bedingen. 

Der Beweis ruht wesentlich auf der IdentitSt: 

^ Mi mt) " ^ »1 ^ + ^ + "sjfJ 

zwischen den P^lementen von zwei Tetraedern A^A^A^A^, AlA^A^A^ 
mit li-emeinschaftl icher Basis A^A^A^ oder auch zwischen fünf Punkten 

"'^S' -^i' 

4. Wenn Ton fünf Punkten A, Jj, ^-l,, vlg, .4^ * nn r, ^4, auf 
dem Ilöhenh yperboloid des durch die vier übrigen be- 
stimmten Tetraeders, A^A^A^A^, iißgt, so liommfc diese Eigen- 
schaft jedem der fünf Punkte in bezug auf die vier andern zu. 

(Zeeman). 

Ich suche zuerst^ mit den im Eingang von Xr. 3 gebrauchten Be 
Zeichnungen, die Gleichung des Oi*tes einer Geraden g, welche die drei 
Höhen A^H^, A^H^, A^H^ des Tetraeders A^A^A^A^ triflft. 

Die Gleichungen der Höhe A^H^^ sind: 



X — 



ZT' 



(I) 

oder auch: 

^s(y-3^)^-(,-#,)r,-0, 

(II) B,^ (#-»,) JK,-(a?-apOZ,-0, 

^ - ic,) r, - (y - y») ^1 - 0. 

Bedeutet X den t^emeinsamen Wert der Brüciie (\) in einem 
Punkte Yon A^H^j so sind die Kuurdmaten dieses Punktes 

(lU) + yi + Xlu 
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Ich nenne jetzt {x, y, e) die Koordinaten irgend eines Punktes 
von g, («, /3, y) die Richtungskosinus dieser Geraden, {B^, B^, ihre 

Treffpunkte mit AiH^, A^H^, A^ll^ Da die Koordinaten Ton 
sowohl durch die Ausdrücke (III) als durch 

darstellbar sind, hat man die Gleichheiten 

x-{- QU- x^-\- kX^, jf + -ifi-^ kYj^, * + (»y — *i + ^^i, 

ans denen man die Hil^roßen p, X elimiiiieren kann. Auf diesem 
Wege findet man die Bedingung: 

(IV) iy-y, ^ «0. 

Die Entwicklung nach der dritten Spalte gibt 

(V) * «A, + ^7i, -0. 

Ahnlicht>r\\<>ise erhält mau die Bedingungen, daß g die Höhen 
A^B^f AfJd, treffe: 

(VI) «-i,-f ^i^ + yC4«ü, «^-f ^iBk + yt;-o, 

wo die neuen Bezeichnungen seihstTerstindlieh sind. 

Durch Elimination von u, ß, y swischen (V) und (VI) bekommt 
man die gesachte Gleichung de« Ortes Ton gx 

A -B. 

welche scheinbar vom dritten Grade in x^y^e ist; aber die Glieder 
der hdchsten Ordnung verschwinden. 

Die Gleichung (VII) kann die sjrmmetrische Form: 

C, I i 
B, C, Ip 
A 1| 

annehmen; denn addiert man zur vierten Zeile die drei anitown/so 
findet man (VIT) wieder, da 
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Hi«niiit ist bewieseii, daß die Wer Hdhen dea Tetraeders auf demaelben 
Hyperboloid liegen. 

Um nniL den ZeemaiiBclien Sats so bew^sen^ mnltiplisiere idi 
die Gleicbnng (VII) mit der Ton Noll Tersehiedeneii Detetminaate 

JC^ ITj 



X, r, z. 



Daa £i^ebiu8 ist 
(VUI) 

frenn man 



*11 ''12 '»18 
*ll *M *l» I " ^> 
^1 



setzt Da Alf B^, (\ die zur dritten Spalte der Determinante (IV) 
gehörigen Minoren sind, hat man 



9 -9t y. 

£ — 



-0, *«- 



# — Z^ 



Man entwickle mich der ersten Spalte und bemerke, daß die 
zugehörigen Minoren als Unterdeterminanten des zu .J reziproken 
Systems den entsprechenden komplementären Unterdetermmauten 
von ^ gleich sind bis auf den l'aktor z/. Demnach ist 

h^^Jlix- xi)(xt - «4) + (y - yi)(y, - y*) + (* - fi)(#s - '4)1- 

So findet man auch Äj, = 0, A,, = 0, und überhaupt 
»tt - ^ { (« - X,) (x, a; J + (y y,) (y, _ y J + (i» _ jr^ (if, - } , 

weun i, k, l irgend eine lieihenfolfre der Zahlen 1, 2, 3 bedeutet. 
Die Gleichung ^^VllI) ist somit von der Form 

(IX) « ^ii^^r 

Die in ihr enthaltenen Eoordinaten x, y, g besiehe man jetsst anf 
den Punkt Ä. Beachtet man aber, daß bei Vertauschung Ton {x, y, e) 
Vif O ^ Größen *„, h^^, h^, m h^^, h^^, h^^ übergehen und 
umgekehrt, so bleibt die Gleichung (IX) ungeänderi Somit ist be* 
wiesen, daß, wenn der Pnnkt A anf dem Höhenhyperboloid des Tetra- 
eders Ä^Ä^A^A^ liegt, der Punkt A^ auch anf dem Höhenhyperboloid 
des Tetraeders AA^A^A^ liegt. 

AnhtT tut Mtfbm«tik and Pbyilk. IXL Mb«. XL 16 
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J. Xeubkbg: 



Bezeichnen Wj, m, die Geraden vi .4,, A A.,. AA^ und Wp n,, 
die Geraden ^«^^ -^«-^y -^-^t so fließt aas (IX) die Gleichheit 

cos m^n^ ' cos ni^n^ • cos mi»!, — cos m^n, ■ cos m^n^ . cos m^iti. 

5, Die in Nr. 4 enthaltenen Eiitwieklnngen geben Anlafi m einigen 
Bemerlnmgen, welche yielleicht manehem Leeer als willkommene Beigabe 
zur TOiigen Abhandlung erscheinen werden. 

1. Ersetat man in (V) die gewöhnlichen Koordinaten x, t 

durch -jf' fj d. h. ftthrt man homogene karteeisehe Eoordinatm 

X, y, t ein, so nimmt diese Gleiclump; die Form tU ^ ^ an, wo V 
eine Funktion des /.wnten Grades in x, ?/, z, t ist. Die Gleichung i V) 
in homogener Form btellt also das Höhenhjperboloid in Verbindung 
mit der unendlich entfernten Ebene dar 

2. = 0 und = U sind die Gleichun^'en der durch die Punkte 
A^f A^ zur Geraden -^3^44 senkrecht gelegten Ebenen. Ähnliches gilt 
für die Gleicliungen h..^ ^11, li^^ = (} ^ usw. 

Die (ileicbnncr (IX i sa^t ans; Das Produkt der Abstände eines 
Punktes des Hüben hyperboioids des Tctraederri A■^A^A^A^ von 
den Ebenen A,,, Agg, Äjj ist gleich dem Produkte seiner Ab- 
stände von den Ebenen Äjj, /ij,, Ajj. 

3. Die Gleichung (IXj hat offenbar die neun Lösungen: 



Die drei ersten Lösungen definieren die unendlich entfernten Geraden, 
weldlie in den zn den Kanten Ä^A^y ^4^» A^A^ srakrechten Ebenen 
liegen; die sweite Grup^ie besieht sich auf die Höhen A^H^, A^H^, 
A^H^; die dritte gibt die in den Höhenschnitten der Dreiecke A^A^A^, 
A^A^A^, ^^^,^3 SU den entsprechenden Tetraederebenen inrrichtetea 
Senkrechten. Demnach zerfällt der Ort (IX) in die unendlich entfente 
Ebene (wie schon in 6^ 1 bemerkt wurde) und in ein Hyperboloid, 
welches die Höhen des Tetraeders und die in d«i Höhensohnitten der 
Tetraederdreiecke errichteten Senkrechten enthält. 

4 Man multiplisiere die Gleichung (Vll) mit der Deteixninante 



Äis-O, Ä,i-0} Ä^-O, A„-0; »„«0, *„-0; 

- /»i5 = 0; Ä„ = 0, = 0; = 0, Ä3, - 0; 
Äj,-0,Ä,,«0; ÄM-U,Ä„-Oi Ä,j-0,A„=»0. 



X — 



^1 y- .Vi 



»-ar, y-y, 
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welche sieh leicht auf 

9 y » 1 

«i *t 1 

y, ^ 1 

•^a Vi ^3 1 

soräckführt; die Gleiohang P«» 0 stellt mithin die Ebene A^A^A^ dar. 
Setat man 

Ä^(x - «i) + £,(sf - + C(if - s Ji;^ , 
ao lat das Resultat: 

Jtfii if,j Jlf„ 
(X) il/,, ^ü. 



-^11 ^ti ^ii 

Mn Jf« if» 



Man emeht sofort, daß If^ — ilfn ~ -^n s 0 isi M„ ist gleieh 
dw Detenninante 

jT — jTj Z, jr — *| 

welehe man leicht in 

110 1 j 

2/ J/i Vi 

nmfonn«! kann. Da letetere Determinante verschwindet, wenn man 
fOr y, « die Werte x^t yj, *i oder % y^ oder + XÄ^, y^ + A Fp 
£^-\- kZ^ einsetst, ist if^, = 0 die Gleichung der Ebene Ä^A^H^, 
Ähnliche Deutungen gelten fQr die Qleiehnngen Jf^, = 0, Ifjg — 0, . . . 
Die Gleichung (X) hat die Form 

„ M^, = i/jj il/jj JJf^5 ; 

sie läßt folgende Lösungen zu: 

Jfii - 0, Jf,, « 0; Jlf««0, iK„-0; Jf„-0, Jlf„-0; 

3f„-0, Jtf;,-0; J!f„ - 0, Jlf„ - 0; = 0, .¥33 - 0; 

if^, = 0, M„ = Oj il/^ « 0, i/„ = 0} Jtf„ - Ü, Jtf,i - 0. 

Die drei ersten entsprechen den Kauten A^A^, ™^ 

folglich dem eingeführten Faktor P; die drei folgenden ^ben die 
Höhen '^-^i» A-^sf ^ lotsten definieiren die Schnitt- 
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geradon der Ebenenpaue (JLgA^Sg, A^J^S^, (A^A^M^, A^A^S^, 
{A^A^S^, AfAiSf), also drei NebeMken, 

5. Allgemein, sind pj, Pf, Am Erzeugende eines Syetoma 
einee Hyperboloids und g^, g,, drei Erzec^nde des andern SystemSy 
and bezeiofanei man mit (Piq^) » 0 die durch die Geraden p^ gelegte 
Ebene, so ist das Hyperboloid in Yerbindimg mit einer durch die 
Mtt Pi9tf P»9» gelegten Ebeae dorcb die Gleiohung: 

darstellbar, bei geeigneter Wahl der Konstante A. 

Niichtrag. 

1. Über die Fläche dritter Ordnung, die ich Simsonsche Fläche 
eines Tetraeders nrnne. findet man einige Literatumach weise im Arduv 
(3) 4. 276; OS wäre wünscheuswert, .sie z\i vcrvollstjimlitreTi. 

In den Nouvelles Ann'ales do iNI utb e in atiqueB, 1870, S. 410, 
habe ich den wünscliciiswortou Satz äSt einors (Arohiv, loc. eil., S. 275") 
bewiesen, nämlich: Bei einem Hyperboloid, dessen Ilnlhachsen 

der Bedingung 7^1 + ~jt' genfigen, liegen die f^nßpunkte 

der ans dem Mittelpunkt der Flftche auf die Ebenen eines 
Poltetraeders gefällten Perpendikel in einer Ebene. In 
andern Worten: Der Ort der Mittelpunkte eines solchen Hyper* 
boloids, das ein festes Poltetraeder zulaBt, ist die zn diesem 
Tetraeder gehörige Simsonsche Fläche. Das Analogen in der 
Ebene lautet: Bei jeder gleichseitigen Hyperbel geht der 
einem Poldreiecke um beschriebene Kreis durch den Mittel- 
punkt der Eurye. 

In einer Abhandlung des Herrn Geiser (CreUe, LXIX, S.197 — ^221) 
tritt die Simsonfclio Fläche auf als Ort der zu den Punkten im Un- 
endlichen isogonal konjugierten*) (winkeltreuen) Punkte, oder auch aU 
Ort der Brennpunkte der dem Tetraeder eiobeschri ebenen Rotations* 
paraboloide. Sie kommt auch vor in der wertvollen Abhandlung 
von Hm. Fr. Meyer: über die einem Tetraeder dnhesdiridtene» Botaticn»' 
fiäeken zweiten Grades (Archiv (3) i, S. 168— 175\ 

2. Den Lemoineschen Punkt des Tetraeders lindet man wohl 
zuerst in den Elements (fancdyse par Simon Lhuilier. S. 297. In 
meinem Memoire mr le iäraedre habe ich wohl bemerkt, daß dieser 

1) Zwei Punkte, mit den Normalkoordinaten (a,, of,, a,, a^), (a,', a^, a,, 
heiBen tiogonal Vervandt oderGegenpnnkte in bezog auf das Orandietraedsr, 
«enn v[ er, ('t ~ (<4 
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Punkt und der Sebwerptmkt isogonal Terwandt und die xwei Brenn- 
punkte einer dem Tetraeder emgeBchiiebeneiL Botationsquadrik sind; 
aber der schöne Satz von Hrn. Meyer (Siebe Über die HShe» des 
Tetraeders), daß die Berühningspiinkte der Tetraederebcaen in die 
Foßpnnkte der Höhen faUen, war mir entgangen. 

In der Ncmdk Cmwpimdance matk^maHqu€f Band IV (1878), 
S. 223, wurde der folgende Sata Yoigelegt: 

Die Tier Geraden, welche die Ecken eines Tetraeders 
AiAfAgJ^ mit den Polen P^, Pf, P^, P4 der gegenflber* 
liegenden Ebenen in besng auf die umbesohriebene Engel 
yerbinden, sind Eraengende eines Hyperboloids H, dessen 
Mittelpunkt der Lemoinesche Pnnkt des Tetraeders ist 

Der Beweis ist niemals erfolgt Wenn die drei Ftodnkte der 
gegenüberliegenden Seiten gleich sind, gehen die Geraden A^Pi, A^P^ 
A^P^t A^Pa dnreh einen und denselben Punkt, welcher nicht der 
Lemoinesche Punkt ist Das genügt, um die Falschheit des Sataes 
an beweisen. Es wäre interessant den Mittelpunkt des Hyperboloids B 
im allgemeinen Tetraeder geometrisch und analytisch zu bestimmen. 

3. T7m den sogenannten Simsonschen Sata aus der Gleidiung (I)^ 
Nr. 3, absnleiten, nenne ich D die Determinante (I) anf vier beliebige 
koplanave Punkte A, JL,, A^, A^ belogen, und setse 

Beseicbnen dann ^ ^4, f», die absoluten baryzentrischen Koordinaten 
des Punktes A in besng auf das Dreieck A^A^A^, so daß 

X = ti^x^ + ft,^, + (i^x^, y = fi^tj^ + .ujy, + 1 - /*i + + f*8, 
so kann man schreiben: 

+ '^-^>i/^Pu 9n 9tt Qsi 

^i^i^y^^x X\ X% 

Zii^Sliijfx f/j »/s 

{£l,y 1 1 X I 

oder einfacher, indem man von der ersten Spalte die drei andern, re- 
spektive mit fi| multipliziert, abzieht: 

' 22:^tji/,p^g p,i (>,, 

2)^' ^f'M^i -i-^t) «1 «I 
" j ^IHlhitfi + Sfe) Vi Vi Vz 
^Ey^f^ 1 1 1 i 
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AuB den Glekchheiteii 

= (-^1 - ^iY+Cyi - y»y= Qn + Qt» - ttw. 

ergeben sich Werte von ff^, welche ich in vorige Determinante 

einsetze^ dann kommt: 

22?f»i^it&4 +tH)- ^^^ilhlH 9ii 9n ffu 
^fh^dh-^IH) *i «I 

^l^iViiN-^N) Vi 9i 2/3 1 

^l^iilh + l^i) 111t 
Subtrahiert man endlich von der ersten Spalte die folgenden, re- 
spektiTe mit fii(fis + fH)f thiJH + /*t)> ^»tO*i + *•») multipliziert, so er- 
halt man 

wo T, Ti, T, die Inhalte der Dreiecke Ä^A^A^ A^A^A^t A^A^A^ 
AA^Ag bedeuten. 

Geht man su Normalkoordinateti «Vu «1 Ober mittels der Formeln 

/ij = ^ , , HO findet man leicht: 

(1) i> - - S/J'Z"«,«, sin A^. 

Nun ist der Inhalt des FoßpunktdreieekB B^B^B^ des Punktes A 
in hesug auf das Dreieck A^A^A^ gleich |£a|tta8in^i; folglich sind 
die Punkte B^, J?,» kollinear, wenn i) 0, d. h. wenn die Punkte A, 

Alf A^f konzyklisch sind. 

Sind diese Punkte beliebig, und bezeichnet man mit t, ^ die 

Inhalte der Fußpunktdreiecke der Punkte A, A^, Ag^ in bezug auf 
das von den drei andern Punkten gebildete Dreieck und mit B, Mg, B^, 

die Radien der Umkreise dieser Dreiecke, bo schließt man aus (1): 
li^t — i2f ^ = J'lti = Blt^. Diese Relationen sind vielleicht neu; sie er- 
innern an die Staudtscben nieichhelten ID T= --PiT^^ j), = /)j 7*,, 

P} V\y Pv Ps Potenzen der Punkte A, A^ A^ A^ in bezug auf 
die Kreise AiA^Ag, A^A^A^ usw. bedeuten. 

Lfittioh, Juni 1905. 
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Eine neue Methode zur Zeiieirung omer periodischen 
Kurve in ihre Harmonischen. 

Von E. H. Haoa in Delit.^) 

Die Frage, wie man eine wJUkfirliche periodisclie Funktion in Oire 
nnnsförmigen hannoDiscben Grund- und Oberwellen zerlegen kann, ist 
eine rein mnthematisclie. Jedoch ist dieses Problem in der Wechsel- 
strooiteobnik fUr Strom- and SpamiimgskttTTai häufig su lösen. Diese 
Kumui, mit dem Oszilloirraplien aufgenommen^ zeigen oft große Ab- 
weichungen Ton der Sinusform. Es ist nun TOn großer Wichtigkeit^ 
die einfachen zusammenseUenden Sinuskurven nach einer kurzen und 
genauen Methode aufzufinden. Dies ist im folgenden mittels einer 
graphischen Konstruktion oder einer einfachen Rechnung ermöglicht. 

Um zu dieser Konstruktion zu kommen, zeri^ man die Fourier- 
reihe: 

— <^ + Ci sin {x + 9i) + Ct (^^ + 9i) + • • ■ 
(A) — ji^ sin jt + j% sin2jp + • • • + J>» BioM^ + • • • 

+ g„ -f j/j cos a: + cos 2« + . . . -f- ooBnx + . . . 

in 4 Teile: 

ii'^Pi sin« +J3^ sinS^r + . . . + p^^^i 8in(2rt -f 1)» + . . . 
h ~ ^ + 2» cos 3a: + • • • + cos (2» + x + . . . 
4 "> A Bin 2rr + P4 sin 4« + • • • sin2tia; + • • * 
♦4 9o + *h 2a: + ?4 cos 4a? + . • -I- S's,, C0B2i»a? + . . . , 

setzt in die Fourierreihe (A) die Werte der sinus und cosinus «n 
für: Xf (* — x)f + {2n — x) und bekommt dann: 

<r — »1 + «, + »3 + h 

--*l-^ + H + »4 
»1«-,^ h + >>-»» + »41 

1) IfitZuiUnn vendieoer Abdrack aus Blektroteehnik und Ifasebinen«^ 
bau, S4^„ 76f~768w Vgl. hienn Bunge, Theene und Frant der Reiben, 
OOseken. Bed. 
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also: 

1) ^ t Jür «) ~ ^* * ^ - ji^ Bin g + Bin 8^ -t- . . . 

4) - (ff-^**-') -^^^± '±1111:2*1^ g> + co82a? + g4 coB4g + , . . 




Die anbekannten 6r5ßeD p und q findet man darch EiiuetexiDg 
der Werte von i in den Gleichungen i) bis 4) für: ar == ^, ^, *^ nnd 
nnd findet dann grapliiaeb oder reohneriBcib in ein&clier Weiae: 

Pi> Pif ■ ■ P»f 7i> 7;. • • Qr> 

also bis zur achton Harmonischen. Will man eine Kurve bis zur 
sechzehnten Harmouischen zerlegen, so setzt man die ^^'erte vod * 

in den Gleiehungoi 1) bia 4) ein för: «- ^, ^, ^, j^, -g-, 

und ^. Die Rechnung wird dann etwas komplizierter; jedoch wird das 

liesultat, Hrt^ man für die Konstruktion bmucht, noch sehr einfach, 
und das ganze Problem ist mit mindestens derselben rechnerischen oder 
graphischen Genauigkeit kürzer und bequemer gelöst als mit je einer 
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der bisher üblichen Methoden. Ein Vorteil dieser Methode ist anchy 
daß sie für innerhalb einer Periode cranz nnsjnnmetrische Kurven gilt. 

Die Rechnung nnd die Konstruktion gestalten sich nun folgender- 
maßen: 

Es sei s. B. eine hinsichtlich der Abszissenachse symmetrische 
Kurve bis anr achten Harmonischen su verlegen. £s sind dann: 

"^«+, und »*_, = -tj«-., 

also nach 3) und 4): 

1^ — 0 und »4 — 0, 

das heißt: al!o Kofffi/äenten (jj^, p^, ... g-^, q^, . . .) der geradcTi SiTiiis- 
und Kosinusfunktiünen sind NulL Die Gleichungen 1) und 2) ergeben: 

1) »1 j p^einx +Pfän3x +PiBmöx -tPi BmlXf 

2) «t — I " fli + C083ä + OOSÖ« + 9f COS 7 dP. 

Man nimmt jetzt für « die Tier Werte ~ nnd und be« 

zeichnet die angehdrigen Werte Ton mit «^f, und die Ton 
«, mit JJI) und J4. Dann ist: 

- 8in|(A +1»,) + coe|(ft +ä) 

- sin I [(ft - + (A - A)] 

J, - coa|(i>i - 8in|(ft -f ft)) 

«^4"'(l'i-JP7)-(A-ft) 

oder 

i)i -f I», — Jisin ^ + «/,co8^ — 
Pi -Ih - ^* + «Tjoos^ - C'i 
A + A «^i coB f ~ «^i ßin ^ = i?j 
i>s -P» = - Y +*/,co8| = Dj, 

also: 

+ r, - c, + A „ « -ß. + A , 
A — — j— , l>j = -g l Ä 1 — Pb — |— • 



Digitized by Google 



242 



Ebenso bekommt maa aus der Fonnel für i^: 

qi + qi- «/i sin l - 

ft + ft - - f - - ^ 

& - - «^i Bill| — Ji'OM| - i>,, 

also: 

flfx*- 37= 2 ' 2 r § 

Weiter ist: c^Yp^^q* imd tg(f =^] aus diesen Koeffizieuteu p 

und q ist also die einfache Fourierreihe leicht za bestimmen. 

Die konstanten Koeffizienten von nsw. kann man Bich entweder 
in einigen Dezimalen notieren und sofort für die Berechnung verwenden, 
in welchem i^^aU die Methode rhnertsch sehr schnell zum Ziel führt, 
oder man kann die ganze Konstruktion graphisch durchführen. Man 
muü jedoeh stets aus der Kurve die Werte usw. entnehmen. 
Immerhin hraurhf man nicht die ^ranzen ij- und i^-Kar?en ZU kon' 
struieren, sondern nur die Punkte «/j, J^', usw. 

Wenn maa mehr als acht Oberwellen finden wiU| wird die graphieohe 
Lösimg ongeuan, weil meistens die Koeffizienten p und q zu klein 
werden und deshalb praktisch auch gar keine Bedeutung mehr haben. 
Will man aus theoretischen Gründen noch weiter gehen mit der Analyse, 

so kann man bis znr sechzehnten Harmonischen die Rechnnnc^ durch- 
führen. Auch dann wird man in kurzer Zeit mit sehr großer 
Genau icrkcit die Korve zerlegen. 

Auch für ganz beliebige periodische Karren gilt diese Methode 
ohne Annähemngen oder Vernachlässigungen. Die Bestimmung von 
?n Pzy Qi uB^- bleibt unverändert Die Koeffizienten der geraden 
Sinaswerte ergeben sich z. B. ans: 

••«+**(^+.) 

y- = 8iu 4a; -f . . . 

2-i L mm mmp^ sin 2a; + jP» 6^7 + * . . 
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Man bildet jetzt wiedemin die Werte Yon und i,' für ^ -» ^ 
und j, und findet dann 

4 4 

Ebenso fOr die KoefiBzienten der gemden Kosintisverte: 

^ = »♦ = + 2* cos 4j; + . . . 

— > — L — gyeos2jP + 9aCosdx+ . . 



woraus 



2eoB^ 



Die Fignr gibt die erste von mir in dieser Weise bis zur achten 
Hannonisohen zerlegte symmetrisclie Surre mit der Eonstmkiion. 

Für ~ und (x — bekommt man die Summe der Ordinalen 2t7i und 

die Differenz 2^/,', iilso auch die hiilhc Summe und 1 >irtorcii7. J.^ und X. 
durch Übertragung in der rechten Figur, wo OL die (ierade für 

tg^a-Od isi Dann muß konstmiert werden ans «TiSin^ und 

JjCos^, was mittels der Geraden OM und C^V leicht geschehen kann. 

Ebenso findet man — ^ + «^i ^7 mittels der Geraden OP und OQ. 
(OB — Jt, also 08 — und sefalieUich ji| — \{A^ + Cj) usw. 
Es ergab sieb: 

t = llbsinx H- OösinSa: + Oösinöa; — 0-7 8in7a;+ 11*5 cos a:— 8 cor Sa? 
- l-5oos5x-O'9oos7a;-72-3ain(t0^+9nO')+ 12*48in(dfle^ + 320»30') 
+ l-6mn(b«i + aölWO - 1168in(7«^ + 62^. 

Nimmt man Ar die Werte: ^, ^, ~ und j an, so wird die 
Beebnnng sehr Terain&cht. 
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Man bezeichnet ebonfnlls die zugehörigen Werte von t| mit Jj, 
c/|^ <7^ und die von mit J'^f J^, t/jj und ao wird: 

Iii weiter: 

Ji : iV3 - M5Ö^, - Ci, : 1- - 2)^, 

dmim laasen Bach die jg^, und m den vier Gldehangen sehr 
leicht beetunmen. 

— ^ — 2j»| — ji^, ^ — ^ — 2ft — 

Ebeneo fttr 

0 - ^1 + 4- + a„ «/; - - & — Jr), 

j;-i|/2(^,-g.-ft+g,), ^-i(g.-2g, + ft + g,), 

Daxm findet man: 

Naeh AbseUuB dieser Arbeit habe ich in der YerdAratUohong 
TOn Herrn Ernst Orlich (^u&ahme und Analyie Ton Weehsel- 
Btromhnrren'', Febraar 190(i, Brannscbweig, Vieweg u. S.), auf Seite 76 
eine i^thmetiBclie Analyse'^ gefanden. In dieeer wird niebt die 
Trennung der ungeraden Sinus- und Kosinuswerte Yorgenommeii, die 
hier so der einlachen graphiacheD Konstruktion fflbrt 
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Die geometrische Resolvente 
der algebraischen Gieichang mit emer üubekaimteiL 

V<m G. EoBBR in Hohuninden. 

Von denPui)kteri /. = x^:x^ = x^:x^ des Kegelschnittes K~x^x^—a:^»^0 
gehören jedesmal die m Paare, die einer algebraischen Gleichung 

genügen, zu den Punkten 
dar Kurve mter Ordnimg 

die man als zweiten Ort der nnf K=0 liegenden Punkte /'(A)""0 
die gfonutrisritc Resoliente dieser (jleit'hung nennen kann. 

Die zwei Punkte Oq Ä- -f A + a, = 0 des K egel Schnittes l = r, : ==a:, 
trSgt, weil in ihnen k* : k'.\ = x^: x^: x^^ sich verhält, die Gerade 

welche die beiden Punkte 

▼«rbmdet Die Tier Punkte 

«0^* + «lA' + a^k^ + flgA + =. 0 

der Reihe A — : a:, o;, : x, erhält der Kegelschnitt K = x^x^ — xl =-0 
durch A* : A' : A' : A : 1 — ' : a^a;, : x^x^ : x,«, ; a;| Ton einem zweiten 
Kegelschnitte 

H ~ flgat^ + fltjOJjiTj + ajXjOTj + ^a^s^s ""0, 
den der ächnittpunkt der beiden Strahlen 

+ »la^ + »^0, (1 — f») flga?j + a^fl?« + a^ai^ — 0 
beBehmbi Dieselben dreben neb um die beiden Punkte 

und hinterlassen auf dem Strahlenpaare Xj^Tj = 0 zwei Spuren 

x^ = 0 . (t^x^ -r M^-^'s = 0, 
a:8 = 0, {l u)a.x^ ^ a^Xf'^Of 

deren Yerbindnngslinie jedesmal der Sirahl 

(1 - fi)a^a,x^ H- ajOja^ + «1030,2;, - 0 



Digitized by Google 



246 0. Kobeb: 

ist Ds letsterer den Sohnitlpiuikt dar dr«i EckenatmUen 

pnthält, so ist der Punkt, welcher den Kegelschnitt 2/"— ü beschreib^ 
die dritte Ecke des um die drei Puukte 

0^1 : 0% : 2^, » 0} : Ol : <i| 

sich drehendciDy mit swei Eden auf XiX^^O bleibend«! DreiseLtea 
Ein dritter Kegebchnitt deraelben Punkte H-kK~0 terfäUt, wenn 
seine Diakrimimmte 

2a^, Ol, — 

ist. Durch diese Gleichung wird die geometrische Resolvente in ge- 
rade Linien zerlegt, daher ist sie die algebraisdie ivcBolveiite. Sie liefert 
die drei Werte 

A-j = 1 -f- A,) (A, + , — A-, = a„ (A^/l, -f ^ AJ, 
= öo (-^3 + ^i) + ^4) r «2 — ^"s «0 + ^«^4)» 

die man brancbt, nm die Wurzeln der Gleiehung f (1) — 0 paarweiae 
SU berechnen. Im FaJle 0,^ *«* 0 tat d«r Fnndamentalpunkfe 

«• 0, 0 

ein Punkt der Resolvente, mithin A (X> die vierte Wurzel der kubischen 
Gleichung + o^i« -j- o, A + a, - 0 . 

Ist außerdem a, — 0, so zerfällt 0 in die beiden Strahlen 

«,-0, Oy«, +asiB, +04X^-0; 

jener euthält von den Piiiikteii der Iveihe k = x^ : ^ X^: Xf wieder 
den Punkt k = 00, dieser die Wurzeln der quadratischen Gleichung 

«2 A* -f «3 /l -f- = 0 . 

So lange also eine algebraische Glmdiung deii vierten Grad nicht über- 
sieigt, ist die Konstruktion ihrer geometrischen Resolvente timar. 

In rechtwinkligen Koordinaten läßt sich ein Bild der Kurve i/ — 0 
In jedem Falle leicht entwerfen. Die Punkte 

1 :« — « : 1 
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tragt bewpielweiie die Parabel y — x\ ihre Punkte 
o^A«" + «, A""-^ + a,X»— » + • • • + a,«_,A* + <i„_iJl + «i, - 0 

abo die llj^perbel 

die jedesuiai in der Richtung des Stiühles 

«oV + «j-'J + ~ ^ 
eine Aeymptote nnd in dar Richtung der «-Acbse ihre ttlnagen Acymptoten 

«ly""* + • • • + o,«_i - 0 

hat Ebenso liegen ?üu den Punkten 

i = l+ y:« — a;:l — y 
des Krnees de* + * 1 die m Paare 

a,X*' + o,!«»-^ a.A»— • + • • • + o^^.,!* + a,^_,l + o.^ - 0 

in deu /// Ästen der Hyperbel 

^ I 's(ii -yr+ fl.(iH-yr-ni-y)-h - +«»n.-9(i+yHi- yr-^+flt«(i-y)" _Q 

«. (1 + y/"- • + + «o„.-, (1 ' - y)"-» 

die wieder eine schräge Asymptote m der Richtung 

a? : 1 — jf — (flo - 0, •) :(a, — o, H ) 

und in der AehMoonchtang 1 ± y «•> 0 die anderen A^mptoten 

a, (1 + v)«-^ + • • • + (Hm.i (1 - - 0 

hat. Die so frlialtenen Punkte f'(l) ^ 0 werden bei jener Annahme 
durcli »iie Stralilen A =^ j'. l>ei dieser Annahme durch den liilsili« I 
X = X : 1 — y in die Punkte / ( .r i = 0 auf die a;-Ach8e projiziert. Die 
geometrische Resolvente einer algebraischen Gleichung x -f- <p(x^) = 0 

ist also Jedesmal die Hyperbel fl; + 9?(y)»0 oder fjr^ + ^^(f jiy)^ 
Ton der im ersten Falle die Parabel y = a:*; im zweiten Falle der Kreis 

— ) den Scheitelprojektionen der gesuchten l'unkte 

tf = X -r (p{x^) = 0 geschnitten wird. Auf diese Weise ist eine Kon- 
struktion der regelmäßigen Vielecke aus den Abszissengleichuugcn der 
Eckenj)aare 2^^ -f = 0 in jedem Pralle mö^lir-h. diirch Hyjierbelu 

1 "der 2. Ordnung aber nur dann, wenn die Anzahl der Kckenpaare 
keinen höheren Primiaktur als 2 oder '6 hat (Crelies Journal XXIV 
und LXXV, Archiv IX). 

Sagan, Herbstfierien 1906. 
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Mohr, Otto^ Abhandlungen vom dem Ctobiete der technischen Mechanik. 
n u. 469 S. 8^ Berlin 1906, WUhehn Emst und 8ohn. 16,50. 

Das yorliegende Werk^) gibt in neuer, /u.sammenfiMBender Bearbeitung 
die verschiedenen Beiträge des rühmlich bekannten Verfassers tut technischen 
Mechanik und stellt so einen beträchtlichen Ttil der Entwicklung dar, welche 
diese Wissenschaft im letzten Drittel des> vergangenen Jahrhunderts in 
DeutscfalaDd hat 

Audi heute noi-h, wo 'l<>r wertvolle Inhalt der einzelnen Abhandlnngen 
in das gebräuchliche Handwerk.-^/* m: ier technischen Mechanik ühcrtregangen 
ist, dessen tägliche Anwendung kaum noch die Erinnerung an seine Er- 
finder weckt, rufen die einzelnen Teile des Werkes auch bei kundigen Lesern 
tieferes Ibteiesse her?or. Wer der technischen ICecbanik fiwner stsht, dem 
wird das Buch mit seinem reichen Inhalt ein kundiger Fflhrttr sein, wenn 
er Ideenkreis und Machtbereich der technischen Mechanik von erhöhtem 
CJtandpunkle aus üherhlicken will. Vor allem aber wird der in der Aus- 
bildung begriäene Ingenieiu: aus dem Buche lernen können, da überall eine 
mSgUcbst elementare Behendlutig sdhst sehwieriger Fragen angeslareht isk 

Wird also an Leser, der das Badi ohne die Pflidit Teraatwortlieher 
Inßerung zur Hand nimmt, es andi meistens mit Yergnügen lesen, 
vorausgesetzt daß er nicht an mehreren später zu erwähnenden recht un- 
sachlichen Stellen Anstoß nimmt, so beiludet sich der Kritiker wenigstens 
einzelnen Teilen des Werkes gegenüber in einer gewissen Schwierigkeit. Da 
nlmlidi in viden Kapiteln die Bntwickelnng anf dnfischen Yoranssetsiuigen 
anfgebant und mit den elementarsten Hilfsmitteln dorehgefiihrt wird, so ist 
es oft recht schwer, eine reinliche Scheidung dessen, was spezielles Eigentum 
de^ Verfassprs ist, von dem bisherigen Besitzstand der Wissenschaft vor- 
zunelimeu. Dtm hätte nun nichts zu sagen, wenn der Verfasser der land- 
läufigen Memnng wftre, daß hei elementaren Dingen die Feststellnng too 
Prioiitttten im weitesten Sinne des Wortes eine Danaidenarbeit ist, die am 
besten unterhleiLt. Aber Mohr denkt anders, wie ein augenfaUigcs Beispiel 
sofort zeigen wird. Wem überhaupt der Hegriff der Beschleunigung klar 
geworden ist, mnÜ ohne weiteres einsehen, daB, wenn die Geschwindigkeit 
eines FtanktM P dmck einen YekU»* 0 V dargestellt wird, die Beschleunigung 



1) Dieee Beeprechung ist abgefaßt, bevor der offene Brief dee Herrn Ifobr 
erschienen -war. Derselbe hatte «kber ohnedies unberücksichtigt bleiben mfissen. 
weil en im Interesäe aller Beteiligten, namentlich aber des Herrn Mohr selbst 
liegt, daß dieses nach Inhalt nnd Ton eigenartige Sehriftetflbk ab nicht voihanden 
betrachtet werde. 
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▼OD P niolits anderes ist als die Geschwindigkeit von V. Deshalb hat 
meines Krachtfns uiemand das T?echt, diesen Gedanken als sein ^»esonderes 
Eigentum in Anspruch zu nehmen, und niemand die PÜicht, um die Zu- 
weisung desselben au einen älteren Autor sich ängstlich zu bemühen. Da- 
gegen hält Mohr folgende liteniische Notii für nfltig: 

im Abadmitt 6 dargelegte AttCGbMimg der BescUetmigung eine« 
Punktes als die Geschwindigkeit des Endpunktes seiner Geschwindigkeitsstrecke 
findet sich bei Schell S. 462 und offenbar unabhiiugif,' bei Mehmke S. 42ö." 

Wie der Verfasser sich hier allzu gewissenhaft bestrebt, für ein All- 
gemeingut einen Entdecker festnistellen , so wacht er auch mit Strenge Ober 
die Oebiete, auf welche er seine Fahne aufgepflanzt hat, und gans im 
Gegensatz zu dem schönen Glau])en an die Menschheit, der in dem eben 
erwähnten Ausspruch Herrn Mehmke zugute kommt, läßt er sich bei der 
Verteidigung seiner Ansprüche zu Urteilen über dif» Arbeitsweise hochan- 
gestihener Fuchgeuosseu verleiten, die von Unbetaugeneu nicht anders 
denn als ungeredit bezeidmet werden kOnnen. 

In der Literaturangabe zur Abhandlung IV über die Bewegung ebener 
Getriebe, welcher wir das obige Zitat entnommen haben, sagt Mohr selbst, 
daß Williot im .lahre 1877 die Aufgabe gelöst habe, aus den Lilngen- 
änderungen der Stäbe die Formänderung eines Fachwerkes graphisch zu be- 
stimmen, d. h. einen Verachiebungsplaa herausteilen. Nun besdurftnlct ddi 
ja allerdings Williot auf den Fall, daß das Fachwerk aus einer Reihe von 
Stabdreiecken besteht, von denen jedes einzelne mit dem vorliergebenden eine 
Seit« gemeinschaftlich hat. Aber die Ausdehnung auf die allgemeineren 
Fälle ist so selbstverständlich, daß es nicht der Hand eines Meisters bedarf, 
um dieselbe vonunehinen. Wer die grundlegende Williotsebe Idee erfaßt 
hat, wird bei nUlßiger mathematischer Begalnaig aU die weiteren Anfgidwn 
ISsen, ohne daß er Möhra Fübining bedarf. Auf das Prinzip kommt es hier 
an, da die Durchftihrung fast selbstverstiindlich ist. Deshalb hat Mflll er- 
Breslau durchaus Recht, wenn er das ganze Veriahren nach Williot benennt. 

Und da eine einfache Überlegung zeigt, daß man von den Geschwindig- 
keiten in derselben Weise zu den Besdileunigungen flbergehen kann, wie 
vom Fach werk zum Verschiebungsplan, so ist Müller-Breslaus Charakteristik: 
„Mohr: Über Oes* hwindigkeitsplSne und Be8chleunigungsi)l!ine, Zivilingenieur 
1887, zeigt die Anwendung des \V i 1 1 i ot sehen Verfahrens auf die Darstellung 
der Gesühwiudigkeileu und schließlich der Beschlcuuigungeu kiuumaüscher 
Ketten** durchaus zutreflSend. Wenn Mohr im Gegensatz dazu glaubt die 
Tatsache betonen zu mässen, daß Williot von Beschleunigungen und Be- 
schleunigungspinnen nicht sprirht, so liest er aus den Worten M tili er- 
Breslaus etwas heraus, was meines Erachten:! in denselben nicht steht. 

Nach dem Gesagten muß ich den von Mohr — unter Hinweis auf 
einige Figuren im zweiten Bande Ton Mllller-Breslaus Btatilc der Bau* 
koastruktionen — gegen den Terdienten Heister der technischen Mechanik er- 
faobenen Vorwurf, er habe Mohr sehe Zerlegungen und Zusammensetzungen 
benutzt^ „ohne seine Quelle anzugeben", für ganz unangebracht halten, gleich- 
viel ob Möhrs Abhandlungen oder Müller-Breslaus Lösungen der be- 
treffenden Aufgaben ftiter sind. Es iKge doch auch durchaus nicht im Interesse 
der Wissenschaft, wenn ein Forscher hezflglidi irgend einer ffilfiiaufgabe, 
deren LQsung aus llngst bekannten FMmissen ihm &st selbstTerstindlicb fließt, 

AKtalT d«r MrthwMMk Bsd Mjrilk XILBatha. XL 17 



Digitized by Google 



250 



SU der in solchtm f atte doch bOchst unOkonomiadieii Arbeit emee litecariachen 
QaeUenetadimDS geKwangen eem sollte.^) 

So sind wir nun medias in rps o-praten und müssen, um eine ge- 
ordnete Übersicht über den Inhalt deü ganzen Werkes zu erhalten, zunächst 
den Inhalt der ersten drei Abschnitte in Kürze angeben. 

Abhandlung I behandelt das Oleichgewicht nnd die nnendlidi Ueinem 
Bewegungen eines starren Körpers. Sie giLt im wesentlichen den Inhalt 
eiin-T vom Verfasser im .Tahrp'anp' 1888 diis ZiviliiigPTiifiurs verüflTenfHclik'U Ab- 
handlung über Ötreekeusysteme. Nacluhuii der Verfasser zuDächst die grund- 
legenden Begriffe der Schubgeschwindigkeit und des statischen Momentes 
eingefBbrt hat, wird die Qleichwertigkeit von Streckensystemen — welche 
Drahnngsgeschwindigkeiten oder Kräfte darstellen können — definiert Sodann 
werden die Streckens} .steine durch die sechs Koordinaten bezüglich eines 
Tetraeders festgelegt, und zwar wird voran sge^et/t. daß eine Ecke des Tetraeders 
vollständig rechtwinklig ist, und dab die von ihr ausgehenden Kanten 
glttdi lang Bind. Der Abstand einer solchen Kante von der gegenüberliegenden 
wird aur Lingeneinheit gemaobi 

Hat nnn «in Kraft^atem die sechs Koordinaten 

X, Yf X', Y*, Z', 

und ein Drehungssystem die Bestinunungsstücke 

Xy y, e, jf', 

so ist die Arbeit 

Xx' -\- Yy' ^ 7.Z + X'fl? 4- r'y + Z t. 

Da nun die Arbeit offenbar pleicL Null ist, wenn die Drehung um die 
WirkuDgsliuie erfolgt, ;>o besteht zwischen den seohs Koordinaten einer 
Einzelstrecke die Gleichung 

ZX' + YY' + ZZ'= 0. 

Strecken lassen sich 7u einer Ein/.elstrecke und einem Streckenpaajre ZU- 
sammenfaasen. Die Komponenten der Einzelstrecke sind 

x+(r^z')^, r+(z'-x')j^, z+cr-r-)^^, 

und das Verschwinden dieser Ausdrücke ist die Bedingung dafür, daß ein 
Krattsystem sich in ein Kräitepaar oder ein Drehunfrssystem in eine Ver- 
schiebung zusammenzieht. Zum Schluß behandelt der Veif asser die ver- 
wdiiedeiien Hnllsysteme, d. h. diejenigen Systeme von Strecken, welche für 
jedes andere System das Moment Null geben, imd leitet daraus die Be- 
ziehungen her, welche zwischen den Nullaystemen von swei bis sieben 
Strecken bestehen. 



1) Nachträglicher Zusatz: Schon vor dem GrBcbeinMi der Hohrschen Ab- 

bandlunp hat Müller-Breslau auf die Mn^flicbkcit hintT;cwic3en, die Theorie des 
Facbwerk« mit Hilfe des VVilliotschen Verfahren« zu behandeln. Wer den Dingen 
nicht einseitiir und befangen gegcnübcrstdit, muß ans dieser Hemerkung mit 
Sicherheit scliließen. daß Müller-Breslau unabhängii? von Molir die hier in 
Frage kommenden Ciütze und Konstruktionen gefunden hat, zumal die späteren 
Anttahmiigen Hüller>Brealans weit fiber dü^enigen von Mohr hinanDwefaea. 
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Die zweite Abhandlung ist ein» fiinfDhrang in die gzaphisclM Statilr, 

bei welcher als besonders eigenartig ans die Iiftsung der Aufgabe, ein Seil- 
polygon durch drei Punkte zu legen, ent^jegen tritt, welche ui^prüngliih 
im Zivilingenicur 18H6 S. 535 erschieueu ist. Sitj ist von den Koustruk- 
tionen, welche auf Anwendung der Culmannschen Geraden beruhen, die kon- 
sequenteste, weil bei ilir ohne Einsehaltimg eines Seilpolygons, welohes nur 
einen Teil der zu befriedigenden Bedingungen erfüllt, direkt die Culmannsche 
Gerade für das auf gut Glüok gezeichnete und für das gesuclite Seilpolygon 
bestimmt wird. Der /weite Tf'il der Abhandlung beschüftifjf sich mit der 
Lösung räumlicher Probleme und steht im engsten Zusammuuhang mit den 
in der «rsten Abhandlung bes|Hradien«i FEinaiden. 

In der Ahhandlung IH — Geometrie der Manen betttalt — gibt der 
Yer&i8«r nadi einer kunen Einleitnng Aber die statiMiieii Momente und 

den Schwerpunkt von Massen seine intoi-essante Behandlong des Zusanunen- 
hangs der Momente zweiter Ordnung ebener Mas'^eticysteme mit Hilfe des 
Trägheititöchwerpunktes. Das Studium der entsprechenden räumlichen Ver- 
hältnisse geht ans von dem Zentrifugalmomente des Massensjstems in 
beeng auf xw«i Ebenen, weldie beide darcb den Koordinatenanfangapnakt 
gehen sollen. Hält man eine dieser Ebenen fest nnd läfit die andere nach- 
einander mit den drei Koordinatenchenen zusamniPufallen, so erhält man 
drei Werte, welche, als Koordinaten eines Punktes K benutzt, sämtliche 
2<entrifugaLmomente liefern bezüglich der festgehaltcueu und einer beliebigen 
andeien Ebene. Beechreibt man nimlieh eine Kugel, 'deren DaxduneMer 
AR ist, so ist das ZentriCngalmoment für die feste Ebene und eine andere 
durch A hindurchgehende Ebene das Stück, welches die Kugel auf dem in 
A zur beweglichen £beue errichteten Lote abschneidet. 

FhIIoh beide Ebenen zusammen, so geht das Zontrifugalmoment in das 
Trägheitsmoment bezüglich der Doppelebene über. Für diejenigen Ebenen, 
weldie die Gerade AJt enthalten, ist das Zentrifiigalmoment gleich Null; 
dieaelben aind konjugiert m der fetten Ebene. Nun geht der Ver&eser 
aber zur rechnerischen Bestimmung der Hauptridltungen , d. h. derjenigen 
Richtungen AB^ welche auf den zugehörigen Ebenen senkrecht stehen, ver- 
mittels trigonometrischer Auf löäuug der kubischen Gleichung für die Haupt- 
trägheitsmomente. Die Abhandlung schlieiit mit einer interessanten Kuu- 
stmktion des Tri^heitemomentes fllr eine beliebige Ebme und des Keigungs- 
winkele ihrer Stredm AB an ihrem Lote aus den drei HauptMghwts mome nten. 

Auf der geraden Linie OP — X + T + ^ werden die Stecken OK » Jt, 

OY ^ r, OZ = Z abgetragen und über X Y sowie YZ als Durchmesser 
Kreise best'hnfbt'ii . deren Mittelpunkte B und C sein sollen. Auf den 
ümföugen dieser Kreise liegen die Punkte D und i', welche durch die 
Größe der Winkel OBD und PCE bestimmt sind, die doppelt so groß 
sind als die Winkel, wdche das Lot der fraglichen Ebene mit der «•Aehse 
und der «^-Achee einschließt. Dann wird mit CD um C und mit BE um 
B je ein Halbkreis beschrieben, deren Sclinittpunkt F heißen soll. Dann 
ist OF die Strecke .47?, FOB der Winkel (p, welchen .47? mit dem Lot 
der Ebene einschließt; und ulüo ist die Prujektiou OG von üF auf UP 
das Trlgheitsmoment in besug auf die Ebene und «idlich &F das Trilg- 
heitsmoment in besug auf die senkrecht su ihr stehende Achse. 



Digitized by Google 



252 



Rezeuflionen. 



Wu des Inhalt d«r vierten Abluuidlimg anainftelitf ist schon oben 

angedeutet worden. Nachdem für ebene Getriebe die Prinzipien ftb* die 
Entwerfuug des Geschwindigkeits- und des Beschleunigungsplans auseinander- 
gesetzt sind, werden diese Hegeln auf einige IJeispiele und Aufgaben an- 
gewendet und die Lüsuug der letzteren erläutert. Ferner wird auch noch 
f&r die Beaohleunigung zweiter Ordnung ein Plan entworfen. Alsdann be* 
spricht der Verfassti die Krümmung der Bahn und die BaLnevoIute eines 
mit einem GetriebeglifMie' verbundenen Punktes und geht schließlich in dem 
zweiten Teil der Abhandlung zur Kinetik ebener Getriebe über. 

Einen ganz anderen Inhalt hat die fünfte Abhandlung mit der Über- 
schrift: „Welche Umistände bedingen die Elastizitätsgrenze nnd den Brach 
ein« Materials?** Nachdem der Verfasser den Zusammenhang swisehen 
den Spannungen all der Fliicbenelemente, welche eine Hiauptriohtang ent- 
halten, auf die elementar abzuleitenden Qleu^nngen 

ff — -^-^ * -f -L-jj * C03 29», T-= *8m29 

zurückgef&hrt und die sich von selbst darbietende geometrische Kon* 
struktion mit HiH> «inf"? Krpisps beschrieben hat, behandelt er ähnlich wie 
bei den Trägheitsmomenten den Zusammenhang zwischen den Öpaunuugen 
sämtlicher Flächenelemente eines« Punktes. 

Dann werden die Siteren Hypothesen flher die Srreicdiung der Elasti-> 
zitfttegrenze und dts Eintretens eines Bruches besprodien. Die älteste 
Hypothese, welche die Erreichung der Bruchgrenze annahm, wenn entweder 
die größte Normals[)annung einen gewissen positiven Wert f Zugfestigkeit ' 
oder die kleinste Spannung einen bestimmten negativen Wert (Druckfestig-, 
keit) erreicht, wird abgelehnt, weil daraus die zur Erfahrung im Gegen- 
satz stehende Beziehung folgen würde, daß die Schubfestigkeit das geome- 
trische Mittel aus der Zug- und aus der Druckfestigkeit sein müBte. Eine 
andere Hypothese ist die, daß die Elastizitätsgrenze überschritten würde, 
wenn die größte Dehnung einen Grenzwert überschreitet; hieraus würde 
idUnlieh folgen, daB Zog, Drui^ oder Schuh zur Erreichung der Elastialits- 
grense in dem VerUHtnisse 1 : 4 : 0,8 stehen, was mit den «nrfahrangsmlBigen 
Verhaltnisnhlen 1 : 1 : 0,5 nicht stinunt Etwas haltbarer wird diese 
Hypothese, wenn sie dadurch ergänzt wird, daß üi •M nur die größte Dila- 
tation unterhalb einer gewissen Grenze bleiben solie, sondern auch eine 
etwa auftretende Kontraktion einen gewissen Wert nicht übersteigen dürfe. 
Auch die Hypothese, welche nicht die größte Hauptspannung seihst, sondern 
die Differenz zwischen den beiden Sufieren Haupt spainmngen als maßgebend 
für die Erreichung der Grenze ansieht, erseheint dem Verfasser nicht all- 
gemein zuUissig, weil die zur Charakteristik deg f^pannungsrtistande.s ge- 
hörenden Kreise fui' die hauptsächlichsteu Gruuzlülle ert'uhruugdmüßig ganz 

Terschiedene Größe haben. 

Der Verfasser drückt nun seine Auffassung dahin aus, daß in einem 
Grenzfalle die Schubspannung an der OhnrAilcbc einen von der Normal- 
spauuung und der Materialbescbaffeuheil abhängigen Größen wert haben 
müsse. Deshalb sind GleitÜächen nur solche Flächenelemente, welche die 
Biditoi^ des mittleren Hauptdmcks enthalten, und die Beziehung für einen 
GrenzihU wird sa einer Besiehung zwischen den beiden Kufieren Hanpt- 
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drucken. Weiter gestaltet sich dio Bache geometrisch folgendermafien. 
Man benutze die Normalkomponent« das Drucks ge^^en ein Flüithenelement 
dar eben beseicbneten Art als Abszisse, die Tangeutialkomponente als 
Ordinate eines dem FUU^enelemente zngeordneten Punktee. Die Gesamtheit 
dieser Punkte ist ein Kreis, dessen Mittelpunkt auf dei- Abszissenachse liegt 
und durch seine Schnittpunkte mit der Abszissenachsc die beiden Süßeren 
Hauptspannungen markiert. Die olion iiekcnnzpiclnK^tc Hozielmng zwischen 
Nurmalspauuung und Taugentialspannung iu uiuem Greuzfalle wird sich 
geometKiech durch eine war Ahennennchee symmetrieeh liegende Kmre 
daratellen. Wenn imn uln Spannnngszustand unterhalb der Bruchgrenze 
liegen soll, so nniB joner Kreis ganz innprhal!) der l^ezoichtieteii Kurve 
liegen: nähoit sich aber dor Zustand m'^hr uud inehr der Bruchf,Teuze, so 
rückt auch der Kreisumfang mehr und mehr an die Kiurve heran, um sie 
dann, wenn der Grenzsustand enreiebt ist, au berühren. Die beiden lEkreiae, 
welche der Gronzbeanspnichiing auf Zug und auf Druck entsprechen, gehen 
durch den Koordinatenanfangspunl»! Cnd zwar liegt der Mittelpunkt des 
erster«»!! auf der positiven Seite dfr Al).szissen, wfthrend der andere auf der 
negativen Seite der Abszissenachse liegt. Für diejenigen Grenzzustände, 
welche zwischen diesen ebenbezeichneten liegen, wird man mindestens 
nlhemngswetse annehmen dflrfen, dafi die HflUknrve in ein Paar gerader 
Linien zerfällt, die dann also die gemeinschaftlichen Tangenten der eben 
bezeichnet f>n Kreise sein werden. Bei der Verdrehungsfestigkeit werden die 
beiden äulieren Spannungen eiriiinder entire^enfresetzt r»leich, der Mittelpunkt 
des Kreises rückt in den Nullpunkt, und die ilauptspaunung wird das Lot, 
welches man rom Nnllpnnkt anf die gemeinschaftlklien l^ngenten fUlsB 
kann. Die Schubfestigkeit wird das Stfick, welches die Tangenten von der 
Onlinatenachse abschneiden. Daraus erj^cben sich zwischen der Zug", Dmft'f 
Verdrehnnge- und Schubfestigkeit folgende zwei Beziehungen: 

An der Hand des vorliegenden Versuchsmaterials prüft der Verfasser 
seine Krgebnisse und findet unter anderem z. B in den B achschen Er- 
gebnissen für Gußeisen ^ = 16, itj = 75, « 13 eine bemerkenswerte Be- 

Nun folgt als sechste Abhandlunf,' des Verfassers graphostatische Dar- 
stellung der „neuerpn^^ Lehre vom Krddriuk, d. Ii, der von Rankine in die 
Wissenschaft eingeführten 1 heorie des Drucks im unbegrenzten Erdreich. 
Die Abhandlung beginnt mit einer abweisenden Kritik der Coulombschen 
Theorie, welcher ich nm so weniger sustimmen kann« weil meines Braehteni 
die Coulombsdie Theorie in Verbindung mit der von Poncelet in so geist- 
voller Weise geometrisch begründeten Konstruktion alles das leistet, was 
in der vorliegenden Abhandhing geboten wnrd. 

Die Coulombsche Theone beantwortet die Frage nach dem Wider- 
etande, welchen eine Mauer im FaUe des Gleichgewichts gegen den Druck 
der Erde muB leisten können, indem sie zunSchst die Richtung des Erd- 
drueks als gegtbon annimmt Solange Gleichge wicht herrscht — das ist 
Coulombs physikalische Gnindvorstellung, über die auch Bankine später 
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nicht hinausgegangen ist — darf aa keinem Fläcbeneleraent die Ii«ibang 
überschritten werden, und deshalb darf für irgend eine durch den Fuß der 
Mauer gelegte Ebene die Drackneignng stur Normale nirgends großer als 
der BoibiingB- oder Böschungswinkel dM Sandes soin. Die Oleichgewidits« 
bfziphiingen filr die Kräfte, welche auf den durch eine j;i»l(he Ebene ab- 
getrennten Er'!V«'i1 wirken, sind mm dies**lben, als ob dieser Keil ein starrer 
Körper wäre. Daraus tuigt uuniittelbar, daU der erforderliche Widerstand W 
der Maner mindestens eboi so groß sein muß wie diejenige Kraft von 
derselben Richtung, welche bei völliger Ausnutzung der an der scMefen 
Ebene möglichen Heibung den Keil fest/ubalten vrnnr>cbtp, wobei sich 
natürlich W als Funktion dos Neigungswinkels x der schiefen Ebene ergibt. 
Also darf W auf keinen Fall unter das Maximum von sinken. Ist, 
wie M faidier wohl allgemria aaeikannt wurde, die Annahme snlitsig, daB 
die Hiebe, an weldier in einem Grensfalle der Vollbetrag der Beibung 
zur Aufrei^terbaltung des Gleichgewichts nötig ist, wenigstens naherungs- 
weise eine Ebene ist, ho ist jenes Maximum von der Erddruek im Grens- 
falle des Gleichgewichts. 

Mohr hat wohl als der erste mit Beoht hervorgeboben, daft an der 
Fliobe, wo in einem Orenafalle ^ Druekneigong ihr Maximum errncfat, 
die Druekverteilong eine von oben nach unten gleichmäßig wachsende sein 
müsse, so dali von der Resultante des Drucks an der Gleitfläche nicht bloß 
Größe und Ri( htung bekannt ist, sondern auch ein Punkt ihrer Wirkungs- 
linie, näiulich der obere Endpunkt des unteren Drittels der Luüe, an welcher 
die Beibung voll ersishflpft wird. Aueb das Gewicht des abgetrennten Brd' 
keils hat eine wahlbestimmte Wirkungslinie, die Vertikale durcb den Schwer- 
punkt. So ergibt sich denn der Erddruek in einem Grenzfalle des 'llr-ich- 
gewichta als Ilesultante der eben bezeichneten Krilfte völlig bestimmt nach 
Größe und Wirkungslinie. Allerdings bat diese W^irkuugslinie eine Eigenschaft 
im allgemeinen nicAit, welebe man mit Bftcksiebt auf die bjdrostatiBche Analogie 
an ihr gerne erblicken wtLrde; sie gebt bei ebener Hinterfliohe nidbt notwendig 
durch den oberen Endpunkt des unteren Drittels. Aus diesem Grunde ver- 
wirft Mohr die Coulnnibsche Theorie meines Erachtens nicht ganz mit 
Recht. Denn es ist zwar oft genug behauptet worden, daß die Wirkungs- 
linie des Erddmoks die verlangte Bigenaobaft haben mflsae, aber einen 
awingenden Beweis dafilr bat msinea Wissens bisher niemand erbraeht 

ülld selbst weim jener Beweia sich erbringen ließe, brauchte man noch 
immer nicht die ganze Theorie zu verwerfen, sondern müßte sich nur die 
Verfügungsfreiheit über eine Grüße sichern, bezüglich deren eine bestimmte 
Angabe bisher nicht gemacht wurde, nämlich Über den Bichtungswinkel des 
ErdMhmcks. Es bandle sich sonlehst um den Fall einer nach vom geneigten 
Mauer. Dann denke man sich den von der Uinierflftche der Mauer und der 
sogenannten Gleitfläcbe begrenzten Erdkeil durch eine vertikale Ebene in zwei 
Teile zerlegt. Die Druckresultante, welchen die beiderseits dieser vertikalen 
Ebene liegenden Massen aufeinander ausüben, erhält mau nun, iudem man ent- 
weder rechts oder links das Gewidit des Erdkeils mit der Dnuskresultante rvt- 
einigt, welche sich Ar die sweite begrenieode Ebene ergibt. Die Gewichte teilen 
offenbar die schiefen Ebenen von unten ans gerechnet nach dem Yorbfiltnis 
eins /.u ^wei; ebenso sollen aber auch die beiden Druckkriitte ihre Augrifi's- 
ßftche teilen. Deshalb müssen die Eesul tauten beide parallel der Gel&ndefläche 
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sein, und das Problem der Gleitflächenbestimmung kommt auf den eiuen 
Sonderfall hinaus, daß die Uinterseite der Maaer vertikal und die Hielitung 
des Erddraeks puiU«! der GdiDdeflidie ist Die Draolnreiteilung, auf 
welche wir so gefOlirt werden, iit aber gerade di^enige, welche Bankine 
bei der Betrachtung des unbegrenzten Er lr irlis behandelt Alles was sich 
mit dieser Theorie erreichen läßt, liegt demuacli iniierlialh d*^« Nraehtbereicbs 
der Coulombschen Theorie und der Ponceletschen Konstruktion. Der 
Verfasser gibt hier eine auf die Betrachtung des Spannungskreises gestütste 
gnphisohe Behandlung der Theorie yon Bankine und untotmcht dann ihre 
Anwendbarkeit auf das Problem der Druekbestimmung für Mauern. Nach 
seiner Meiming reicht die letztere nur soweit ;iN diu FlAchen des größeren 
Nonnaldntcks .Nfauer und Gelilnde wirklich schneiden. 

ist für dies« Bedingung die Wand nicht weit genug nach vorn geneigt, 
80 schilp der Verfssser ein LiterpolationsTerlUiren ein, welches den Befermten 
recht bedenklich erscboint. 

Durch den Fuß der Mauer wei*den mplirere Ebenen gelegt, welclie als 
Hinterseite von Mauern gedacht den» >Tnchtbereich der Rankin eschen Theorie 
angehören. In ihren oberen Eudpunkteu werde senkrecht zur Geländefläohe 
der Erddrack aufgetragen. Dem Endpunkt der durch den Fuß der Mauer 
gelegten Fliehe natürlicher BOschung wird die Ordinate Null beigelegt. Die 
so gewonnenen Pvinkte werden durch eine Interpolationslinie verbunden, 
welche dann, so unbestimmt sie auch gerade für das in Betracht kommende 
Gebiet wird, die Größe des Erddrucks liefern soll. Als Richtung des Drucks 
wird aueh hier die Senkrechte snr Ifauer genommen^ und der Angzifibpunkt 
mU ebenso wie auch sonst im oberen Eniäpunkt dsi unteren Drittels der 
Mauer angreifen. Wie weit das nnn alles miteinander Teninbar ist, unter- 
sucht der Verfasser nicht weiter. 

Die Spannungen im prismatischen Balken werden in der siebenten 
Abhandlung mit Hilfe der in der Geometrie der Massen (Abhandlung IH) 
abgeleiteten Begriffe behandelt. Mit BMe des Mohrsdieo Kreises und des 
Trftgheitsschwerpunktes wird znnSchst die Beziehung zwischen Nullinie und 
Kraftangriffsjmnkt ermittelt, die auf die Bestimmnng des Kerns als der Ge- 
samtheit der Angriffspunkte hinauslüuft, für welche die Nullinie nicht in 
daä innere des Querschnitts eiudnngt. 

Nachdem dann noch der Fall behandelt ist, daß der Angnäspunkt anAer- 
halb des Kernes liegt und der KOrper keine Zugkraft ausinhalten vermag, 
geht der Verfasser zu einer Bestimmung der mit der Biegung verbundeueu 
Schub- und Nebeukräfte über, die ich für höchst bedenklich halte, hei der 
gewöhnlichen Biegungstbeoric erhält man die erste Näherung für den 
Spannnngsmstaad, indem man die bekannte HypoUieee sugrande legt, daß 
jeder Querschnitt eben Usibt und jede Lftngs&ser eine den Quarschnitt 
unter rechtem Winkel schneidende Kurve wird. Die Flächenelemente des 
Querschnittes erfahren normale Spannung, alle Flächetielemente, wel*-1ie da^u 
senkrecht stehen, erfahren die Spannung Null. Da man über zwei »uuben ver- 
fügen kann — Dilatation und Krümmungsradius der Schwerpunktslinie — , so 
kann man auch zwei von den drei statischen Bedingungen fttr den von eiuMU 
Querschnitt begrenzten Balkenteil befriedigen; man erreicht, daß das Moment 
vmd die Normalkraft die richtigen Werte erlialteu. Will man noch die dritte 
statische Qledchung befriedigen, so muß man von der ersten Näherungsannahme 
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über den Spannungsszutand zu einer zweiten N&heruog übergehen. Der 
YeiCuur betnditet einen Teil dee Beikens, weldier durek iwei tun dg 
Toneimmder entfernte Qneredmitte nnd eine »iif dem einen Quwadbattt »enk> 

recht stellende, der Biegangeachse parallele Ebene begrenzt wird. Die drei 
Gleicbgewlchtsbedingungen , nUmlich fUf Bedingungen, daß die beiden 
Komponentensumnien und die Momenteubumme gleich Null gein müssen, 
liefern drei Beziehungen für die zweite Näherung des Spaniiungszustandes. 
Die tfontentengleidrang liefert die CHeichnng der Aber die Breite des Balkens 
gonommenen Schubspannungsresult^ntc für den BSilkenquerschnitt und <Iio 
senkrecht darauf stehende Ebene. Wollte man nun mit dem Vorfa.sser still- 
schweigend annehmen, daß für die Normalspannung die Oenanigkeit der 
ersten Näherung noch Uber Größen zweiter Ordnung hinausgeht, so blieben 
tatsiehlißli nnr noch zwei GtSBmi in bestimmen, nSmIieh jene eben w- 
wtiinte SchnbspMUiangsreeultante und die Aber die Breite des Balkens ge- 
nommene Normalspannnnp an der zur Biegnngsachse parallelen Ebene. 
Dann \vürden also die beiden noch slut Verfügung stehenden Gleichungen 
aasreichen. Aber meines Erachtens ist durch nichts bewiesen, daß die 
Normalepannnng des Qneredmitts beim Übergang zur zweiten NSherung 
keine in Betraebt kommende Ändemng erfahrt Daa ist jedoch nicht -dae 
einzige Bedenken, welches ich gegen die Ableitung des Verfassers hege. 
Beim Ansatz der Gleichungen flir die /weite Näherung hätte meiner Meinung 
nach berücksichtigt werden müssen, daß durch die Biegung die beiden be- 
nacbbwten Querschnitte gegeneinander geneigt werden, so daB die Spannungen 
erster Ordnung für bäde Queradinitte nicht dieselbe Richtung ibehalten, und 
daß infolgedessen diese Größen awsh auf die Normalspannnng der zum 
Querschnitt senkrechten Flächen wirken. 

Die achte und die neunte Abhandlung gehören eng zusammen; beide 
gehen aus von der Differentialgleichung AV^" — — if der elastischen 
Linie. In dar eisteren bildet die Bestimmung der Stfltimomente eines kon- 
tinnieriiohen Balkens den hauptsächlichen Gegenstand. Den Mittelpunkt 
dieser Bestimmung bildet y-'iü immer die gewöhnlich mit dem Namen 01a- 
peyrous bezeichnete Beziehung zwischen drei aufeinander folgenden Stüt/.- 
momenten, welche der Verfasser hier ableitet. Im Literaturnachweis hebt 
Mohr hervor, daß die von Clapejron im Jahre 1857 mitgeteilte Formel 
schon von Bertot 1855 veröffentlicht sei, und daß dieselbe sich nur auf 
den besonderen Fall gleicher Stützenhöhe he/iehe; die allgemeinere Formel, 
welche die Höhenunterschiede der Stützen berücksichtigt, nimmt der Ver- 
fasser für sich in Atispruch. In der Abhandlung Nr. IX wird die elastische 
Linie als Bnlknrve angesehen wid Ton diesem Oesichtq^nnkt ans graphisch 
hehaadelt. Denn wird die Saokong, weldie eine irgendwo befindliche Last 1 
an einem festen Punkt C des Balkens hervorruft, aufgefaßt als Funktion 
der Abszis.se der lielastungstTtelle imd als Ordinate an der Belastungsstelle 
aufjgetragen , so erhält man ein Bild der verschiedenen Senkimgen, welche 
eine Uber den Balken wandernde Last in dem Punkte C her»'ormft, eine 
sogenannte Einflofllinie der Senkung im Punkte C tSr eine Über den Balken 
wandernde Last. Dieses Hilfemittel der Einflußlinie, welches später in der 
Statik der Baukoü'^trnktionen -am so großer Bedeutung gelangt ist, wird daatt 
noch auf einige hierher gehrirende Aufgaben angewandt. 

Nachdem nun noch ui Abhandhing X der voUwaudige Bogenträger mit 
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Kämpfergelenken behandelt ist, gpht Apt Verfasser in den Abschnitten XI 
und Xn m den Gebieten Über, wo er die größten Erfolge zu verzeichnen 
hat, LUV Theorie des Fa<'hwerks. Ihm gebührt das Verdienst, als der erste 
in DetttseUuid das Plrinsip äw Tiitnelleii VerrOolciuigeii auf die Lehre Tom 
Fachwerk mit dem größten Erfolge angewendet zu haben und so den Beweis 
geführt y.u haben, daß wir in den allgemeinen Prinzipien der analytischen 
Mechanik nicht l)lolJ zui^amineTifasspnde füitze von rein wissensohaftlichpm 
Interesse, sondern Waffen von der höchsten Brauchbarkeit bei der Bewältigung 
adhwieriger Aufgaben der tedudichen Phuds besitzen. DaB das Prinsip der 
virtnellen VerrBckungen anoh auf kontinuierlich ausgedehnte Maasen an- 
wendbar sei, ist allerdings von alters her bekannt. Man braucht nur an 
Lagranges Ableitung der hydrodynamischen Grundgleichungen oder an 
G. Eirchhoft's aus dem Jahre 1850 stammende Untersuchung über die 
elaatisdien Platten an denken, am su arkenneUf daß die Anwendbarkeit des 
PrinsiiM auf SpautQagskirftfte schon ttngst gesichert war. Die Oleichung 

ZPSp — £8Ss, 

für welche Mohr hier eine nicht ganz einfache Ableitung gibt, liebe sich als 
unmittelbare Folge eines allgemeinen Prinzips mit wenigen Worten be- 
grfinden. Also niohi in der Behauptung der Anwendbarkeit des Prinzips 
der virtuellen Verrückungen — die ist und war für einen Kenner der 
Mechanik meines Erachtens <?elbstver8tändlich — sondi rn in der Ausnützung 
derselben zur Ableitung der Wechselbeziehung zwischen statischen und geo- 
metrischen Verhältnissen ruht das eigentliche Verdienst um die Theorie des 
Facbwerks. Ftt das stattsoh bestimmte Faebwerk wird nmichst als Folge 
des Prinzips gezeigt, dafi, wenn a^^JTj, x^K^, . . . x^h\ die Spannongen sind, 
welche eine äußere Kraft JSTj hervorruft, die Verschiebung, welche der An- 
griffspunkt durch ganz willkürliche Lfingenänderungen der Stilbe in 
Bichtung der Kraft erfUhrt, 

ist; und ganz iihulich ergibt sich für zwei gleiche und entgegengesetzte 
Kräfte, welche in der Verbindungsiuiie zweier Knotenpunkte wiiken, die 
Nihemag der Knotenpunkte 

Bult also eine Spannung S^*'^ eines überzfthligen Stabes in den andoren 
Stäben die Spannungen ^fi(*> (< 1, . . . ii) hervor, so sind die Ton den 

LingeBindemngra Jlt hervorgerufenen LSngeidbidemngen Jl^ der fiber> 
sililiigen Stabe gegeben durdi die Oleicbungen 

— 2^Mv 

i 

Setzt mnn nun hierin für die /Jl. und gleich die wirklich stattfindenden 
Längenünderungen, ufdche ja lineare Funktionen der Spannungen in den 
überzähligen Ötäben werden müssen, so erhalt man für die letzteren gerado 
SO viel Oleicbungen, als unbekannte Großen ▼orbandm sind. Will man das 
Wesentliche dieser Entwickelung herausheben, so muB man sagen, dafi 
zwischen den Spannungen so viel statische Beziehungen bestehen, als das 
Fachwerk nach £ntfeniung der ftberzähligen Teile oocb Stftbe mthMt; ferner 
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sind die Liinppnilndprungen in den überzühligen StSben lineare Funktionen 
der anderen Läugenttnderungen. Die Koeffizienten des Systems der atatischen 
Gleichungen könnte man graphisoh durch Krt&flepläne, die des amdereii durch 
VorBchiebungepline festateUen. Drückt man dann die lAngwIttderungen 

sämtlich durch die Spanmu^em und die letsteren wieder durch diejenigen 
der überzähligen Stäbe aus, so müßte man die hinreichend«» Anznhl Ton 
Gieicbunfrpn fftr die gesuchten Größen erhalten. Der Fortschritt, welcher 
hier gemacht ist, besteht also in der Erkenntnis, daß die Koeffizienten der 
statieohen und der kmematiaehen Gleidtoofai dieselben aind, ao daB man 
entweder nur die ^aftpläne oder die Verschiebungsplliiie zu zeichnen liaii 
Aber diese Arbeitserspamis ist nielit einma! das Wichtigste; erst ans dieser 
Koeffizientengleichhpit fließt für d^n Verfasser als Folge jener berühmte 
Satz von Castigliano über das Muuiimm der Deformationsarbeit, der ja in 
dar neueren Fachwerktheorie eine so herrom^^de Bedeutung gewonnen hat 
Meiner Überzeugung nach ist eine andere Reihenfolge die bessere, weil 
man Castiplianos Prinzip aus dem allgemeinen Prinzip der virtuellen Ver- 
rückungen viel leichter ableiten kann, wenn man sich nicht erst auf eine 
längere üntersuekung über die formelmäßige Darstellung der stattfindenden 
Znaaumenhänge zwiadien den in Betracht kommenden OMBen einlifit Aua 
dem Priniip der Tirtu^en Yerrficknngen 

2:S,Ss,^£I\dp, 

folgt sofort, daß, wenn + S^ + d'-S, ein zweites Gleichgewichte- 

B^stem von Kräften und Spannungen för unser Fachwerk bezeichnet , auch 

ist. Sind min die Verlängerungen der Stäbe. die Verschiebungen, 
welche durch die J\ und die Temperatur&nderungen hervorgerufen werden, 
SO sind x^, Größen, welche den für 6s^^ 6p^ aufgestellten Bedingungen 
geaflgen, und folglich gilt die Gleichung: 

T/fißt man die iTT^ = 0 werden, so bezeichnen die d' S- irgend welche mit 
den statischen Beziehungen vereinbare Variationen der Größen und für 
alle diese Variationen ist also der Ausdruck 

Die beiden Größen r, nnd stehen in einem von der Temperatur mit- 
bestimmten Zusamnieuhang. man kann entweder 5j als Funktion von r. und l 
oder umgekehrt auch J^ ala Funktion von S^ und t ansehen-, mit Rücksicht 
darauf dürfen wir schreiben 

Xfi^St « — iS|d'«| — d'(«|Äi r- fs^dx^ . 

Bedenken wir nun nochf daJI der Auadruck Ä^JS fs^dx^ die DeformatioBf- 

a, 

/u*beit ist, welidie bei der Temperatur / erforderlich ist, um das Fachwerk 
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aus dem Zustand (a,) in den Zustand i j\ ) iU erzufuhren, so erhalten wir den 
Satz: Für jede mit den statischen Bedingungen des ( ileichgewirhts verein- 
bare Variiition der Spannungen ist die erste Variation des als Funktion der 
Sptimungcn aufgefaBtai Ausdrucks 

S = ZxtSf — Ä 

^eich Null. 

Diese Wendung ist deslialL besonders wichtig, weil sie erkennen Isßt, 
daß der Satz vom Minimum der Detonnutionsarbeit keineswegs an dt-n 
homt^en- linearen Zusammenhang geknüpft ist, daß sich vielmehr, wie 
Sommerfeld gelegentlidi bemerkt hat, für jeden funktsonalen ZuBammen» 
hang zwischen Spesmung und Ausdehnung ein zu der Deformationsarbeit in 
einfacher Beziehung stehender Ausdruck finden läßt, welcher — kurz ge- 
sagt — für das richtige System der Bpannungpn ein Minimum wird. Bei 
homogen-linearem Zusammenhang von der Form =- a^S^ wird B'^A^ d. h. 
die DeüBimationseabeit mü selbrt ein lluumiim. Wixd aber die Temperatur 
berfliAsichtigti so dafi der Zuflammenhang xwar nodi linear, aber nidit mehr 
homogen ist, wie er sieh in der Fonnet 

ansqiMrioht^ so gelangt man sn 

und zu der TOn Müller-Breslau vorgenommenen Ausdehnung des Satzes 
vom ATinimum der Deformationsarbeit auf die damals sogenannte ideelle 

Defurmationsarbeit. 

Obgleich nun die auf den Fall dit^r Temperaturberücksichtigung be- 
sügliehm Mobrsdien Gleichungen (19) auf den ersten Blick als die gleich 
Näl gesetstMl Ableitungen des Ausdrucks B nach den überzShligen Span* 
nuTigen zu erkennen sind, geht Molir aehtlos an tbrn cbt n erwähnten 
Satze vorüber. Das müßte unbegreiflich erscheinen, wenn man nicht wtlßt«?, 
wie ablehnend sich Mohr von vornherein gegen die „Elastizität'^ verhalten 
hat, welche die Deformationearbeit unter dem Hftnden Ilftller-Breslans nach 
Möhrs Meinung unzulässigerweise hierbei entwickelt habe. Aber gerade die 
Erweitemugsfilhigkeit eines Begriffs ist doch hStifig genug die Quelle seiner 
wissenschaftlichen Brauchbarkeit. Und wenn Müller-Breslau den erweiterten 
Satz mit dem tarnen Castiglianos belegt, so konunt darin wohl die be- 
rechtigte Anerkennung fremden Verdienstes, aber nimmermehr ein ungeredit- 
fertigtss Bestreben zum Ausdruck, „Exgebnisse der deutsehen Wiasensohaft 
Ausländem xuzaeignen'S Keinesfalls hat Mohr auf den in Frage stehenden 
Satz irgendeinen berechtigten Prioritätsanspruch 

£bea;^o wie bezüglich dieses Berührungspunktes von Möhrs Arbeiten 
mit dem Castiglianosohen Satz, steht es um ihre sachliche Inhalts- 
gemeinschaft mit der um 10 Jahre ilteren, knapp gehaltenen üntersnchung 
von Maxwell. Um das zu beweisen, mfissen wir in Kürze auf den In- 
halt des letzteren eingehen. Wie Mohr ganz richtig aagibt| geht Maxwell 
aus Ton der nach Clapejron benannten Gleichung 
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Wenn man nun oin einfaches, statisch bertimmtes Pachwerk betrachtet, 
von welchem nur ein Knotenpunkt durch eine Kraft K b<^aüsprucht wird, 
so sind die Spannungen S statisch durch die Kräfte K Yollstäudig bestimmt. 
J« giöBer man ntm ftlr einen einselnen Stab den Paktor JBF macht, 
desto geringer wird seine Verlängt rutii^ und mit ihr das Produkt SJs. 
Man kann sii h diinn di('So Größe für alle Stäbe bis auf innen direkt bis 
aaf Noll herabgedrückt denken. Dann bleibt aack rechts nur ein Glied 

Ist nun 0 die Spannung, welche die Kraft 1 in dem betrachteten Stabe 
hervorruft, so ruft urngekfhrt dif Längenäuderung 1 des Stabes in 
Bicbtung der Kraft die Knotenpunktsverschiebung u> = c hervor. Von hier aus 
kommt man dann nnmittelbar m der Eikonntnii, daß, wam 9 die SpatinuDg 
ist, welche durch die Spannung 1 eines flberzKbUgm Stabes in irgend einem 
der nicht überzähligen Stäbe hervorgerufen wird, die Verlängerung 1 des 
letzteren die Verlängerung q des ersteren hervorruft. Das ist dann aber 
geradezu der Inhalt der Gleichung (13) von Mohr: 

JQ*) . — «^'^Ij — x^'Jl^ V-^^nt 

welche wir eben als den Kern und den eigenilicheD lütfeelpunkt der 
Mohr sehen Theorie bezeichnet haben. 

Was sind denn auch die hier betrachteten Länge nun de rangen der 
einzelnen StSbe mit den durch sie bewirkten Verlängerungen und Ver- 
schiebungen anderes als virtuelle Yerinderungen? Nur macht sieh 
Maxwell wegen des von ihm gewählten Ausgangspunktes die Mfihe, über 
ihre physikalische Keali^iHrbarkeit Betrachtungen aniustellen. Wenn Mohr 
femer meint, durch die Worte 

„die Natur des Clapeyronschen Theorems gestattet nicht ohne weiteres, die 
Betrachtung auf die Bestimmung der Temperaturein Wirkungen auszudehnen** 

die Tragweite der Maxwellsuhcu Ableitung uutei' die äeiuige hinabdriicken 
zu kOnnim, so befindet er sich meines Erachteos im Intum. Denn sowohl 

die von den überzähligen Spannungen und den iufieren Krttften in den St&ben 

des einfachen Fachwfrkes liervorgernfenen Spannungen als avich die von den 
St ab Verlängerungen dos eiufaclir>u Farbwerkes bervorgebrachtenVerlSngcmngi-n 
der überzähligen StÄbe und Verschiebungen an den Knotenpunkten sind doch 
durchaus unabhängig von dem physikalisdien Zusammenhange zwisdien 
Spannung und Dilatation. Sie kdnnm deshalb, wie auch immer der Zu- 
sammenhang beschaffen sei, genau so, wie es Maxwell vorgemacht hat, an 
finem Fachwerk renlisiort werden, bei welchem Spannung und Dilatation 
proportional sind, und infolgedessen auch Clapeyrons Gleichung gilt. Damit 
ist aber die Gültigkeit des Beweises von Maxwell auch für den allgemeinen 
Fall gesichert 

Ünmöglich kann femer Mohr dem großen englischen Physikor Maxwell 
zutrauen, daß ihm der eigentliche Inhalt seiner Gleichung 

entgangen sein sollte, ünd die^^cr Inhalt ist offenbar das Arbeitsprinzip ftkr 

eine Gruppe der Kräfte, aris weh lu n das allgemeine System zusammengesetzt 
werden kanu, in bezug auf jede der besonderen virtuellen Verrückungen, 
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ans denen die allgemeinste virtuelle VetrOdciiDg sowohl als die tatsScUicli 

stattfindfude sich durch einfache Komposition rrpiht. Deshalb meine ich, 
Müller- Breslau hetindet sich durchaus im Kechl, wenn er bei der Bpzeich- 
Dong der grundlegenden Gleichungen tür die Theorie des Fachwerks den 
Hainen Haxwell xn Ehren bringt, weil diese Gleichungen den von Maxwell 
anerst entdeckten Znnnunenhang aum Ausdruck bringen. 

Und Mohr — wie groß auch seine von um willig anerkannten Ver- 
dienste um deTi Ausbau der Fachwerktheorie sein m5ppn — hat nicht das 
Becht, auf Grund seiner um zehn Jahre jüngeren At^handlung gegen diestj 
Bezeichnung zu proteetiereUf weil es sich um eine Errungenschaft deutscher 
WieaenBohaft handele. 

Am Schlüsse unserer Besprechung angelangt, geben wir der festen Zuversicht 
Ausdruck, daß das vorliegende Werk recht bald eine zweite Auflage erlebe, 
damit es dann — befreit von den Schlacken unsachlicher Henierkungen — bei 
den Lesern ungetrübte Freude an dem geistvollen Schaffen des Verfassers wecke. 

BerUn. Farrz Köttbr. 

£. SchiTminm. Lehrbuch der ebenen Geometrie für die ersten 
drei Jahre geometrischen Unterrichts an höheren Schulen. Mit 
87 Teitfiguren. IX u. 202 S. Stuttgart und Berlin 1904, Fr. Grub. 
Pkeis gebunden JL 2,20. 

Bas Buch umfaßt das planimetriscbe Pensum Ms su der Kreismessung, 

den Proportionen am Kreise und dem Taktionsproblem des ApoUonius. 
Man merkt ihm auf jeder Seite an, daß ps ans drr Unterrichtspraxis heraus 
entstanden ist. Mii Erörterungen, denen der Seljülcr kein Verständnis ab- 
gewinnen kann, hak es siuh nicht aui, soudtiru wendet sich lieber an heiue 
naive Auffassni^ und strebt vor allem das Lösen von Aufgaben an, von 
denen ein reiches Übungsmaterial in vortrefflicher Auswahl geboten wird. 
Vielleicht ist der Verfasser aber in seinen EinRchräukungen zu weit gc- 
fjangen. Daß z, B. die Inkomniensurabilität keine eiiigeheode Behandlung 
erfahrt, wird man wohl allgemein billigen; daü aber das Fxhaustiunsver- 
fsihrsn anr Beredmung von x nur mit wenigen Worten angedeutet wird, 
mag manchem bedenklich erscheinen. Vielleicht läfit sich der Verfiuser herbei, 
bei einer späteren Auflage dieses Kapitel in einem Anhange anzufügen. Die 
Lehrsätze erhalten ftlr ihre Anwendung geeignete ab^ekür/ie Bezeichnungen. 
Zum Vergleich der verschiedenen Konstruktionen einer Aufgabe in bezug 
auf ihre Einfachheit wird awar nicht Lemoinos Geometrographie heran- 
gezogen, deren Konstruktionen Verfasser „oft verbltlfend elegant** nennt; 
wohl aber wird häußg (wie auch schon von anderer Seite geschehen) die 
Zahl der notwendigen Konstruktionslinipn :ils Maßstab für die Einfachheit 
der Konstruktion gewählt. Einige unbedeutende Ausstellungen iiiTigeu er- 
wähnt werden: Figur 16 ist durch eine andere zu ersetzen; Seite 10, Zeile 2 v. u. 
muA es wohl JBalbstrshl** helBen, feraer Seite 70, § 116 DG* statt AO*, 

und in Figur 58 ^ statt — ; Seite 5S kommt abwechselnd „Lot auf der 

Tangente^', und „auf die Tangente'" vor. Auf .guten und knappen Ausdruck 
Ist.fierjGe^ri«^ gelegt. JOas iBooh eischeiht jroriüglich geeignet, dem An- 
fangsnntecridit in der Planimetrie , sugrunds: gelegt, m . wenden. 

. Bsiiulj • R. OOntbobk. 
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^ric G6rard, Le^ons sur mectrioit^. II. Bd. 7. Aallage, 8Ö8 Seiteiif 
12 fr. uugeb., Paris 1905, Gauthier Villars. 

Während der erste Band sielt mit den theoretischen Grundlagen und 
dar Erzeugung von lüakfaüitftt im großen be£aßte, behandelt der zweite 
Band in acht Abschnitten die Übei^bragimg (I) und VerteUiing (II) der 
elektrischen Energie, die Anwendungen auf Telegraphie (III), Telephonie 
(TV), Beleuchtung (V). auf die eigentliche Kraftverteilung durch Elektro- 
motoren (Vi), terner den elektrischen Bahnbetrieb (VH), die Ualvanopiastik, 
Elektrochemie und Elektrometallurgie (Vlll). 

Dieser sweite Band, der mit don ersten in nunmehr siebenter Auflage 
erscheint, verdient die Anerkennung, die wir seinem Yorlftufer bereits 
gezollt haben, in noch erhölitom Maße durch die einheitliche und eben- 
mäßige Bearbeitung des außerordentlich vielgestaltigen Gebietes der an- 
gewandten Elektrotechnik. Der Verfasser hat die hier sehr schwierige 
Aufgabe gelöst, in klarer eleganter Darstellung überall nur das Wesentliche 
hervorzuheben und durch passende Figuren und Diugraomie au bdeuchten; 
trotz der Ma.sse der Eiiizelheit(-<u wird da.s Interesse des Lesers wachgehalten 
und auf den nJlclisten Abschnitt gesi)annt, 

Das Werk hat von Auflage zu Auflage den neuesten Stand der wissen- 
schafflichett und industriellen Fortodiritte eingenommen und gawthrt ein 
im wesentlichen voUstftndigee BUd des Zustandes, wie ihn die Entwicklung 
der KInl trotechnik einschließlich der neuesten Erfindungen geschaffen hat. 
Dabei ist es nicht etwa eine Sammlung von Bildern mit begleitendem 
Text, sondern es geht stets auf die theoretischen Grundlagen und Maß- 
bersdmungen zurück und erhirtet die Formeha durch Ausrechntmg prak- 
tischer Beispiele. Das Werk dient dem Verfissser ak UiUunittel bei seinen 
Yoriesungen als Professor und Vorstand des elektrotedmischen Instituts der 
Universitni Ltlttich. Die lange Lehrerfahrung hat einen wesentlichen Anteil 
au dieser reifen ScbOpftmg. 

Im einzelnen erwähnen wir, daß in der Beschreibung (p. 430 ff.; 
von Photometem meist feansfisifehen Ursprungs das viel gehntnchte und 
vortreffliche Photometer von Lummer und Brodhun fehlt. Bei der Schwung- 
radberechnung eines Asynchronmotors fp. 689 ff.) würden wir es für zweck- 
mäßiger halten, nicht von den Leistungen in Pferdestärken auszugehen, die 
erst mit einer noch unbekannten Tourenzahl gerechnet werden müssen, 
sondern von den Drehmomoiien an der Hotoraohse, die ganz unabhftngig 
von der Tourenzahl sich aus dem Bclastungsdiagramm Fig. 335 ei^ben. 

Dieses Belabtung.sdiagraram für eine Arbeitsperiudo ist das ursprünglich 
gegebene; dann erst kann aus dem Drehmomentgesetz des Motors und der 
dynamischen Grundgleichung für drehende Bewegungen der Anteil der 
Leistong getrennt werdeUf dar auf das Sdiwungrad und auf den Motor ftUt. 

Wir lassen eine knne Inhaltsübersicht folgen, die nur flflchtig den 
reit lieu Stoff skizzieren kann. Der zweite Band lerfiült in acht AbaAnitte 
von insgesamt 46 Kapiteln. 

Der erste Abschnitt ist den ruhenden Transformatoren gewidmet, die 
hochgespannte WedneistrOme in solche niedriger Spannung umwandeln und 
umgekehrt Zunidist werden die physikalische Wirkungsweise, die Kon- 
struktionsmerkmale und das Verhalten hei Parallelschaltung bdmiadelt, auch 
das Arbeitsdiagramm des Transformators für Strombelastong, 8pannungs> 
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abf«ll und PhMenverschtebung gezaittbnet; wir mOohten hier wie später die 
Mathematiker auf die Vor/ügi- drr graphischen vor der rechnerischi-n Be- 
handlung von Wechselstromerscheinungen hinweisen. Hierauf wird ein 
fertiger Transformator geprüft und gemessen und ein neuer Entwurf voll- 
irfliidig durchgerechnet Danm iBgt sich die Betrachtung der Ltduktiont' 
qralen mit offenem ntagnetiadien "KimB, die ja für die Wellentdiegrephie 
grcBe Bedeutung erlangt haben. 

T^it' Fernleitung und Verteilung der elektrischen Energie ist Gegenstand 
des zwüiteu Abschnittes. Spannungsabfall und Wärmeverlust und der Einfluß 
dee Widerstandes, kombiniert mit Selbstinduktion und Kapazität, werden 
ans den Dimranonen der Leitung berechnet. Dann folgen die komrtmktiren 
AnafELhrungen der Hilftapparate wie Schalter, Blitzableiter, Sicherungen und 
ihre typische Anordnung an der Sehalttafel einer mittleren Zentrale. Die 
verschiedenen Verteilungssyst^me, Serien- und Parallelschaltung mit Speise- 
punktan, werden gegeneinander abgewogen und die Wichtigkeii, der Akku- 
mulatoren fOr Belastungsausgleieh beleoditet Bisher drdite es sich nur 
nm Gleichstrom. Bei Wechselströmen ist nur Parallelschaltung der Strom- 
erzeuger und -Verbraucher in Anwendung. Nunmehr folgt die Berechnung 
der Gleich- und Wechsf>lstrnnmpt;'p mit Si)eise])uuktt.'u und .\usgloich8- 
leitungen. Die Fernleitung der Elektrmtät kann oberirdisch durch Drähte 
nof ÜMten oder unterirdisch ditrdi Kabel geschehen; beide Kombniktionen 
werden durch die Anwendung hoher Spannnngen auch in geringen Details 
sehr beeinflufit und deshalb durch xaUreiche Zeichnungen aus der Praxis 
beleuchtet. Sehr starke Ström« bei geringer Spannung, wie sie bei der 
Verteilung im Innern der Städte vorkommen, erfordern Maßnalimeu gan^ 
anderer Art, insbesondere was Kabelfabrikation und «Verlegung anlangt. 
Die Telegraphen» und Telephoaleitnngen werden als eine eigene BSaase 
elektrischer Leitungon einer besonderen Besprechung gewürdigt. Ein wichtiges 
Element aller Stromfühningen ist die T«; 1 ition; die Mittel sie herzustellen 
und zu prüfen, werden eingehend erörtert. 

Der dritte AbächuiLt behandelt die Telegraphie. Der schädliche EiuÜuß 
der Kapositftt auf die Übertragung elektriaeher Zridien wird durch mne 
gedrilngte mathematische Entwieklnng nachgewiesen. Die Einfachtelegraphie 
mit Morsetaster und -empfllnger gewflhrt das tvjiische Schema einer Tcle- 
graphenleitung mit allen Nebeuapparatcn. Darauf werden die Mehrfach- 
telegraphen und autonEtatischen Apparate von Hughes, Baudot u. a. beschriebeoL 
Bei der submarinen Telegraphie ist der Syphonreeorder von Lord Kelrin 
und das Spiegelgalvanometer als Geber und Empfllnger in Gebrauch. Die 
beträchtliche Erhöhung der Leistung der Telegraphenlinien durch die Patente 
von Pupin findet noch Erwähnung, der die Kapazität durch Einschaltung 
von Induktionsspulen an bestimmten Stellen der Leitung teilweise neutraiiaiert. 

Der Vinte Abschnitt enth&lt die Telephouie. Die Telephone von BeU, 
Siemens n. werden besdirieben, nnd besonders eingehend das IGkrophon, 
die Erfindung von Hughes, nach Konstruktion und Schaltung erklärt. Dann 
folgt die Eiüriehtung einer Telephonstation mit «leri Kabelschaltungen. 
Hierauf werden die Erfindungen in gleichzeitigtr Telegraphie und Telephonie 
auf demselben Draht gewürdigt. Ein Kapitel über die Einrichtung von 
TelephonMntnüen und die verschiedenen VidfachnmschalteMysteme und mn 
knzMr Abrift der Telegraphie ohne Draiht nadi Uarooni bildet den SchlnB. 
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Der Absclmitt V über elektrische Beli'ucLtung schildert zuerst die 
verschi» denf u Lampen, die Kohlfiifad» ngiühlampe, das Nemst- und Osmium- 
licbt, die Quecksilberlampe von liewitt und die gewöhnliche Bogenlampe 
mit Begttliermecbanisittiu. Hierauf folgen die theoretischen Gnindlagen der 
Photometrie und eine Beschreibung gebrinehlidier Fhotometer. Dann 
werden die praktisohen Daten über Lichtstärke und -verteiluBg der einzelnen 
Lamppn gpgfhpr! und dif Gesichtspunkte für die Projpktiening einer Be- 
leuchtung lus Feld geführt. Darau schließt sich ein Kapitel über Elektrizitftts- 
sähler und die Auüstellung von Stromtai-ifeu. 

Der Abschnitt VI Aber elektrische Kraftuilagen in Fabriken ver> 
breitet sich sunSchst über die Wirkmigsweise von Gleichstrommotoren, ihr 
Verhalten in bezug auf Ökonomie, Touronregulitrung, üh^r die Aiilaßapparate 
und -methoden. Darauf folgen die asynchrontm Werhselstromrachrphasen- 
moioren, verüchiedene Konstruktioubt^ peu werden beschrieben, und eiue 
einfische Theorie ihrer Arbdtsweise, sowie Anlaß- tmd Begnlierwiderstlnde 
gegi'beu. Nun wird das Kraisdiagramm des Dreiphasenmotors genauer ent- 
wickelt, und panilltl dazu werd- ii die rli irakt^^ristischen Größen nach der 
symbolischen Methode ( komplex- imaginüre Zahlen als Vektoren aufgefaßt) 
berechnet. Die Beschreibung der asynchronen Emphasenmotoren, der Kepulsions- 
nnd Wechselstromseriemnotoren schließt das fihpitel Aber die asjnehroBen 
Wechselstrommotoren. 

Die Arbeitsweise der Sjnchronmotoren bei über- und Untererregung 
und bei Parallelschaltung wird graphisch dargestellt. Nun folgen spezielle 
Apparate und Schaltungen wie drehbare Transtbrmatoren zur Spannungs- 
erhöhuug, Weidnelstnnn'Gldchsti'omnmfonnar mit gemeinsamer 'VHcUung, 
die Scottsche Bdialtong ans Zweiphasen- in Dreiphasenstrom, Frequens- 
umformer, und die Schaltungen und Wicklungen von Heyland sur Kompen- 
sation der Phasenverschiebung und des Spannungsabfalls. 

Des weiteren werden die allgeineiueu Kriterien klargelegt, welche 
Spannung und Frequenz, ob Gleich- oder Wechselstrom im einzelnen Fall 
SU wiLhIen ist Hohe Spannungen machen eine Femlütung von Blektrizittt 
erst möglich durch Ersparnis an Leitungskupfer. Bei Gleichstrom bietet 
nur die Seriensehaltung von Thury in einzelnen Fällen eine Lösung Ein 
typisches Beispiel für eine Huchsjiatinungswechselstromzentralo sind die 
Niagarftwerke. Wenn die Trauäportkosteu von Elektrizilüt uud Kohle gleich 
weiden, ist der wirtechaftUche Wirkungsradins eines ElektrisitStswerkes im 
allgemeinen erreicht. Nun folgen spezielle Winke fttr elektrische Kraft- 
anlagen in Fabriken und deren Prüfung. Spaisrhaltungen mit weitgi h- nder 
Tourenregmlieiung, wie sie bei der Förderung aus Bergwerken verlangt 
wird, sind bei Gleichstrom durch Spannungsregulierung auf ver>chiedeae 
Weis« mSglich. Bei Wechselstromfemleitungen bietet bis jetst nur die 
Umwandlung in Gleichstrom nach Petent Ilgen eine praktische Lösung. 
Der Hodispannungsasynchronmotor, der die Gleichstrommaschine antreibt, ist 
mit einem Schwungrad gekuppelt, dessen lebendige Kraft, kombiniert mit 
einem erhöhten Schlupf des Asynchronmotors, eine gleichmäßige Beanspruchxmg 
der Zentrale trotz äußerst um-cgelmäßigen Kraftbedarfs seitens des Förder- 
motors ermöglicht 

Der Abschnitt VII über elekbische Bahnen beschreibt die gebrauchlichen 
Typen von Straßenbahnmotoren und ihren Einbau in das Wagengestell, 
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wendet sich dann ziir Einrichtung und Seheltong der Kontroller luid gibt 

ein typisches Schema fßr dio Strom fulining vom Leitungsflraht bis zur 
Schiene mit allen Nebenapparaten; die TourenregnI'>ran? durch Serien- 
parallelsch&ltaDg der Motoren und durch Widerstände wird dabei erläutert. 
Dann fidgen db konslndctiTeii Details des Oberieitungs- ui^ TendiiedMier 
onteriidiacfaer BtromnifUurangnTsteme mit gescblitsten Kanälen. Auch der 
reine Akkumolatorenbetrieb wird beurteilt Elektrischer Fembahnbetrieb 
bietet sich'^r'» "Flrspnrnisse nur bei Vorhandensein von Wasserkräften und 
Verwendung von Wechselstrom. Die Versuche einzelner Firmen mit ein- 
phasigen Wechselstromserienmotoran und speziell deutscber Finnen mit 
Drehatrommotoren weiden eingebend beaobzieben. Beeondere JconstroktiTe 
Maftnahman erfecdert der elektEisdhe Betrieb von Orobenbahnen in Beig> 
weiken. 

Den Schluß des Werkes bildet der Abschnitt VIII über Elektrochemie 
und -metailurgie, der die elektrolytischen Prozesse^ die Wirkung des Flamm- 
bogens im «leUanschen Ofen, die Gewinnung von Aluninimn und anderen 
Metallen auf elektrischem Wege zum Oegenstand hat Die Galvanoplasliki 
die elektrische Schweißung, die elektromagnetische Aufbereitung von Er2en 
finden hier ihren Ort. Die Beschreibung der elektroly tischen Herstellung 
verschiedener chemischer Stoffe, wie Chlor, Sauerstoff, Wasserstoff, Ozon, 
Kalainmbarbit, beendet diesen letaten Abscbnitt des vielseitigen nnd docb 
ein&db nnd aiudebend geschiiebenen Wwkea. 

Hllnchen. Haxb Lmanniiaini. 



Maurice d' Ocagne. Le oaIohI aimplilM par lee pvooM^a a4oaal> 
ques et graphiques. Hiatoire et deaorliitl(»i MmmiaiM dea inp 

stminents et machinee k oalouler, tables, «baques ©t nomo- 
grammcö. 2'' ödition, entiörement refondtie et considörabiement 
augmeutee. i'uris 190o, Gauthier -Villars. V'IIl -f- 228 S. gr. 8^ 

Der durch seine nomographischen Arbeiten rühmlichst bekannte Ver- 
Huer gibt in dem Toiliegendenf sehr lesenswerten Bndie eine gedrlngte 
Überaifibt über die mannigfaltigen Arten von Yonicbtongen, weldie erdaoht 
worden sind, um die Gedankenarbeit beim Rechnen in erleichtern, in TCr- 
nündern oder ganz überflüsRit:; machen. 

Kacb einem kurzen Blick auf die Leistungen der historisch bekannt 
gewoxdenen Beobentalente, die dnrch ihre meist unbewufit geübte Gabe, mit 
Zahlen zu operieren, ihre Zeitgenossen in Erstaunen versetzt haben, geht 
d'Ocagne zu den einfachsten Hecheninstrumenten ohne besoudern Mechanismus 
über. Hier sehildert er die schon im Altertum bekannten und noch heute 
in Bußland, China und Japan Üblichen Bechenbretter, die zum Addieren 
gebrauditen Becshenliaeale, die Napierschcn BeohoutOdEe tarn Multiplizieren 
mehtsteIHger Multiplikanden mit einstelligen Multiplikatoren, sowie die anf 
demselben Prinzip beruhenden Apparate von Genaille und von Troncet. 

Die beiden nächsten Abschnitte sind den eigentlichen Rechenmaschinen, 
gewidmet, die Hebel, Zahnräder oder sonstige Mechanismen benutzen. Hier 
idrd nmachst die älteste Rechenmaschine zum Addieren besprochen, die 
Paseal als 18jS1mger JQngling konstmiert hat; die Abindemngen nnd Yer^ 
besserongen an dieser Maschine sowie verwandte Apparate werden mehr oder 

AnhlT itt JlathMiMlk uaA Vbytik. UL B«Um. XL 18 
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wmüger eingehend, zum Teil nur der Yollstftndigkeit halber mit blofier Namens- 
nenniung nuffjefülirt. Einen verhältnismäfiig breiten Kaum nimmt die Be- 
hiindluni^r der Multiplikationsmasrhinen ein. die Verf. in solche scheidet, welche 
die Multiplikation durch wiederholte Addition leisten, wie es die Maschinen 
Laibnii, Themas, Manrel (der sog. Atitbrnanrel), Tscliebyiclief und 
Odhner tmif und in tol«)httf wM» die MidtiplikatMin oiunittelb&r «nsfllfareii, 
wie z. B. die von dem 18 jährigen Boil^ erfundene Maschine. 

Vf^n denjenigen Maschinen, welche zur Berechnung von Tabellen aus 
Differenzenreiben höherer Ordnung dienen, werden recht ein^'chend die 
Maschinell Ton Scheute, Vater und Sohn, und von Wiberg besprochen. 

Die irit<di8te Gruppe der behandelten Bedienmasebinen bilden ^e alge- 
braischen Maschinen, deren Anwendung ihre Erfinder auch auf kompliziertere 
algebraische Operationen auszudehnen gesucht haben. So hat Babbasre 
seiner Maschine din erstaunlich weitgehende Aufgabe zugewiesen, aus beliebig 
vielen gegebenen Zahlen nach beliebig vorguschriebeuen Geseticen neue Zahlen 
antomatiMb m bilden und sofort anfinidracken. Leider Ist dieee wie em 
Wunder anmutende Maachine nur theoretis< li s: lier gestellt, die praktische 
Ausführung konnte wegen des Todes ihres Erfinders nicht vollendet ^vt^rdcn. 
In ühniicher Wyise ist der Spanier Torres bei seinen Arbeiten lil rr »tgebra- 
ische Maschinen dazu gelangt, theoretisch allgemein und vuiiüt&udig die 
Aufgabe an lOien, wie man dureb Masdiinen beliebige algebraasehe nnd 
tranetendrate Beaiehnngen herstellen kann. Spezielle Maschinen zur Lösung 
von Gleichungen gibt es in ziemlicher Anzahl; sie werden ohne nftbere 
Beschreibung von d'Ocagne bloß namentlich aufgezählt. 

Im nächsten Kapitel gibt der Verfasser eine kurze Geschichte der 
Logarithmen, der logaritfimiBdien Blai» nnd der Anwendung dieser Teilung 
bei BtSben, Scheiben, Bsden und Walaen nun schnellen angeidlierten Multi- 
plizieren und DividiMnan. Den Schluß dieses Abschnittes bildet eine interes- 
fRnte Schilderung einer von Torres erfundenen auf der Lr^ijo rithmenrechnung 
beruhenden Maschine zum Lösen algebraischer Gleichungen. 

Naeh einem Hinweise darauf, daß auch alle Tabellen, wie s. B. die 
Einmaleinatafeln, die Proportionalteile der Logarithmentafeln sn de^ieoigen 
Vorrichtungen gehören, die das Rechnen erleichtem, wendet sich der YerfiMSer 
seinem eigenen Arbeitsgebiete, den graphischen Rechermrlhnden /u Er 
sucht hier zunächst einen scharfen Unterschied zwischen dem zeit liiicii lt n 
Verfahren und der Nomographic festzustellen, indem er in Übereinstiiumung 
mit Minen sahlreichai nomographisohen Arbeiten ee ale Aufgabe der Nomo- 
gzaplue ansieht, gesucht« Zahlen aus fertigen mit Zahlen Tenehenen Zeich- 
Tiinifni zn tiuden, die nötigenfalls Obereinandergelagert und gegeneinander 
verschoben werden müssen, während bei der zeichnenden Methode dip An- 
wendung von Zeichenmaterialien, von Zirkel und Meßinstrumenten das Chaiak- 
teri^^ ist Indessen sind merkwttrdiger Weiae gerade die 3 Beispiele, die 
er als ErlUuteiimg dw zeichnenden Methode des Rechnens gibt, in hervor- 
ragendem Maße geeignet, zu zeigen, daß ein wesentlicher Unterschied zwischen 
Nomographie und zei« hnendem Verfahren nicht ynrhanden ist, weil sich die 
dort vorzunehmenden Operationen mit Lineal und Zirkel einfach durch eine 
Schar paralleler Geraden und eine Sehar kout^trisdier Kreise auf besonderen 
durchsichtigen Blättern ersetzen lassen. d'Ocagne uuA seihet mgebes, daB 
die Trennung der beiden Methoden nicht immer mit Strange dnichaafttliren 
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ilfci daB ^Imehr die Grenze zwischen ihnen flflssig ist. Die von d'Ocagne 
vorgeschlagene Einteilung der graphischen Methoden scheint mir dahtr ni^ht 
nötig; ja ich halte es gar nicht einmal für wünschenswert, eine künstliche 
Scheidewand zu schaffen. Dtsuu diu guuzu i rage der graphischen Darstellung 
einer Abkängigkeii von ZaUen IftBt sidi unter einem einheitlichen Qedohte- 
pnnkbe ohne eine Beschränkung hinsiohtlieh der dabei befolgten Methode 
behandeln, wir ich in einem Vortrag vor der Berliner mathematischen 
Gesellschaft (Sitzungsberichte 1903, S. 26) nachgewiesen lu. haben glaube. 

Im weiteren Verlauf der Erörterung gibt Verf. einen kurzen Abriß der 
Geiehiehte der Nomographie und seigt in Wiedeiholnng der Aniftthmngen 
in feinen Hauptwerken, dem Trait4 de Nmnographie und dem EsMi Bjntii4> 
tiqne des principes fondamentaiix dß la Nomographie, wie sich allgemein 
der Zusammenhang /.wischen 3 Variablen durch .T bezifferte Kurvenscharen 
darstellen läßt, wie man nach dem von Laianne angegebenen Verfahren der 
Anamoipbofle oft knmnnlinige Scharen in geradlinige umwandeln kann; wie 
nach Lallemand Sdiarea paralleler Geraden einfacher ond flberaiöhtÜcher 
durch 3 bezifferte Kurven und ein System T<m 3 festen Geraden auf he> 
sonderm Blatt' niis durchsichtigem Stoffe ersetzt werden; wip gewisse Ver- 
einfachungen und \ erallgemeinerungen eintreten, wenn man die bezitferten 
Kurven sowohl wie die festen Geraden unter Winkeln von 60^ gegeneinander 
neigt, wie es bei den sogenannten „saebeecldgen Nomogrammen** der Fall ist 

Etwas Unger verweilt d'Ocagne bei den Ton xnerst eingefOhrtan 
RechcnblEttem mit fluchtrechten Punkten (nomogrammes ä points align^s), 
auf die man geführt wird, wenn man pin Rechenblatt mit 3 Scharen gerader 
Linien dadurch polarisiert, daß man ihm cintin beliebigen Kegelschnitt zu- 
ordnet und dann su jeder Geraden den Pol nnd zu jedem Punkte die Polare 
konstruiert. Sine dieser /.ahllosen möglichen Polarisationen findet d'Oeagne 
durch Umdeutung der Kartesischen Koordinaten in Panillelkoordinaten. 

Den Schiuli dieses Teiles bildet eine Erörterung darüber, wie man 
üechenbiätter mit mehr als 3 Vanablen darstellen kann, und ein Hinweis 
auf eine Veröffentlichung des Veifusen, in der er seigt, wie alle denk- 
baren Nomogramme nch naeh der Zahl der in ihnen entiialtenen, nicht 
bezifferten Elemente auf 20 ,,kanoniscne Typen** reduzieren lassen. 

Dem ganzen Wprkp sind als AnhBnge beigegeben 2 Noten über die 
Theorie der Kechenmascbinen von Tschebyschef und von Scheutz. 

Bei der FtUle des in dem Galcul simplifi^ bebandelten Stoffes konnten 
natniigemlS nicht alle Erscheinungen gleiebmftBig ausfllfarlich behandelt werden, 
sondern es ließ sich nur Einzelnes besonders herausheben, wogegen anderes, 
vielleicht nicht weniger Wi- btiges, bloß leicht gestreift werden konnte Es 
ist daher erfreulicli, daÜ diejenigen Leser, welche durch das Werk angeregt 
sind, sich über die eine oder die andere Frage näher zu informieren, einen 
rciehen Literatnmaehweis finden. 

Femer ist es dankenswert, daß dem Buche schttne flbeiaiditliche Zeich> 
nungen beigegeben sind. Denn bei der knappen Darstellung namentlich 
der Rechenmaschinen ist c<? besonders für den nicht technisch gebildeten 
Leser sehr schwer, sich ohne gute Figuren ein, wenn auch nur ungefähres, 
Bild der Maselunen und ihrer Wirkungsweise su maehen. 

Was den absichtlichen Verzicht auf das Arbeiten mit mathematiBchen 
Begriffen anlengti so ist es ja d'Ocagne meistens gelungeO} ohne Dbtbematik 

18* 
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wamikommm^ tud nur an wenigen Stellm mviB er bemerkeiif daB sieh diese 
oder jene Behauptung nur durch mathematische Rechnung bewmhriieiten 

lasse. r>h nhfv diese freiwillige Verzicbtleistung auf dio beq^om^re und 
dabpi L'ciiauHi. mathernatische Betrachtung ratsam ist, erscheint mir 
zweüblkatt Ks iäüt äicb jawuhl auuebmen, daU jeder Leser dieses dem 
Wesen nsdi mathematisdisn Baches die IfaHbenuitik doch soweit bshenaeht) 
daß er mit den elementaren Operatiionen} die notwen^ werden, anarnohend 
▼ertrant ist. 

Berlin. Pömj». 

B« Jlhnk^j VorleBongen über die Yektorenfeohnung. Leipzig, 
B. 0. TenVner, 1905. 

Die Yekfcorenrechnnng ist infolge ihrer wachsenden Bedeatnng für die 

mathematische Pbjsik in den letzten Jahren von verschiedenen Autoren 
(Jahcke, S. VI) in besondprpii Büchern bebandplt worden, die in erster 
Linie das Ziel verioigen, in die physikalischeu Anwendungen der Strecken- 
theorie einzuführen. Das vorliegende Werk von Jahnke fafit den Bt^gtiff 

Vfktoratrtt^ntmff in wikrem Sinne, indem es ihn sowohl mit dem 
baKTzentrischen KaUcfll von Möbius als mit den Methoden der Aasdehnungs- 
lehre von Graßmann in organische Verbindung setzt und auch die Geomdrie 
in weitem Umfange in den Anwendungsbereich der Streckenrechnung hinein- 
geht. Iltstwiifche Überblicke über die Beziehung der grundlegenden Arbeiten 
zneinandM- finden sieh am Ende eüuelner Kapitel des Buches angefügt. Znr 
willkommenen Erleichterung f&r den Leser wird der Gegenstand im 1. Ab- 
schnitt gesondert für die Ebtnr behandelt, während der 2. Ab.scbnitt dem 
Raum gewidmet ist. In beiden Abschnitten wird die vorgetratreTiP Theorie 
nach den verschiedensten Richtungen hin auf Geometrie, Mcchamk und 
I^ysik angewendet, teils in ausgeführten Beispielen, teils in Andeutongen 
and Aufgaben. Oberall wird dem Leaer eine reidie Ffllle von Anregung 
geboten. Im einzelnen gibt das ausführliche Inhaltsverzeichnis über die be- 
handelten Gegenstände einen eingehenden Überblick. Es mag daher hier 
nur auf einige der hauptsächlichsten Begriffe der Streckenlehre und ihre 
Stellung nur anatytischen Geometrie hingewiesen werden, um das Bueh, wio 
flbeiliaiipt, so besonders auch soldien Stndieraiden auft wfamate sa empfehlen, 
die sich zuerst mit der analytischen Geometrie vertraut gemadit haben.') 

1. Die Elemente der Theorie und ihre Bezeichünng. Die Elemente 
der Vektortbeorie sind m der Ebene und im Räume liinkte und Strecken 
(Vektoren Tunkte werden mit A, B, I\ . . . bezeichnet (8. Ij 2; 24 j 89). 
Sbeoken nnd entweder freie Stredim a, b, p, . . die eine bestunmte lAnge 
und Richtung haben, aber parallel mit sich beliebig versehoben werden 
kennen (S 11; 94) oder gebundene Strecken (Stäbe) A, t, |l, . . die nur 
innerhalb einer Viostimmten geraden Linie verschoben werden können 21; 
112). Im iiaume tritt hierzu noch die Ebenengröße (Blatt, Bivektor), 
eine FkraUelogramm- oder Ihreieeksfliche, die bei gleiehbkibendem Inhatt 
entweder parallel mit sidi im Baume (fireie EbenengrSfie, 8. 97) oder in 
einer besÜmmten Ebene (jfebimdetie EbenengrSfle) verseholMn weiden kann 

1) An Druckfehlem ist zu verbeasen : S. ö, Z. 9 v. u. „auf einen Masseopunkt" 
etott „auf den Schweipunkt einee MasBeapunktee^j B. 84, Z. 4 ▼. o. ^ ilalt S^, 
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(S. 113). In der Ebene ist der Dreiecksinhalt (S. 37), im Baume der 
TetraederinkaU (B. 114) eine positire od«* negatiTe Zaklengröße (SkalAT, 

S. 26).*) 

2. Streckenrsclmuilg. Auf diese Elemente werdeu die in geeigneter 
WeiM defiiiierteo Bech«iu^Mriii<»i0D der Addition und Subtrtktioa, der 

Multiplikation, endlich auch d«r Differentiation und Integration angewendet. 

T>abci rr\\f als < Inind<;at:^, mit den Kl<menf&n S'lb.^i zu reclineii. nhr.p sie frst 
durch Koordinaten darzustellen. Indessen werden auch die rechtwinkligen 
kartesischen Koordinatensysteme (ä. 37; 95; 123; 203) und die baryzentrischen 
Koordinaten von Möbine mehr&oh angewendet (S. 9; 93; 25; 119; 123). 

8. Addition von Ponkttn. Ptmkte werden nieht sefaleditliin addiert« 

sondern nur insofern ihnen ein bestimmter positiver oder negativer Masaen- 

inhalt zuerteilt worden ist. Als Summe zweier mit den Massen Xj und 
behafteter Punkte Ji^^, soll ihr mit der Masse j, -)- ar, belasteter Sch#er« 
punkt P gelten (S. l). Diese Addition wird in der geraden Linie durch 
die Gleiehvog: 

(1) (x, -f x,)i' = x,i7i -f 

ausgedrückt (S. 2). In demselben Sinne bedeutet die Gleichung: 

(2) («1 + «i + a^)P- «^Ä, + a^ii + »t^g 

in der Ebene, daß der Punkt P der Schwerpunkt der Punkte E^, Ef, 
ist 3, vor. 6) an; 8. 6; 9). Entsprechendes gilt im Baume von der 

Gleichung (S. 93;: 

4 KutMdBttliA nnd liftrysMitfiflolie Koordinaten. Die KoefBsienten 

H ^ (^) baryzentrischcn Koordinaten des Punktes P inbezug 

auf das Dreieck "R^ i'H 9). Diese sind, wie di*' kn'-tosiscben Ko- 

ordinaten X, y ein besonderer Fall der allgemeinen Dreieckskoordinaten. 
Die letzteren gehen in die kartesischen über, wenn eine Seite, und in die 
baiTMiitriaelieD, wenn die £MbetMifi<e des Koordinatendreieeks unendlich 
fem wird. Die Besielivngeii awiidien x^, x^, jr, einerseits und x, y anderer* 
«eifs laiitPTi, wenn n^. f/ , a^, 6,, die rechtwinkligen kartasischen 
Koordinaten der I j k-Mxi isj, hj^ des baryzentrischen Koordinatendreiecke 
sind (Staude, Aualyt. Geom. 1905 („A."j, § -Ö, (4): (l)): 

ix = a,jpi -f a,», + OaJC, jDxj = Ä^x -f B^y -f 

f-6i»,-i-fct^ + ^«» (5) i>T, - + JB,y -I- C, 
1 — + 4^ + 9^ XDx^ — A^x + JB,y + C„ 

wo A^, ... die ünterdetenninanten der Determinante: 

j «1 6j l 

(6) D- a, \ 1 

fl, ö, 1 

1) Vgl. die weitaigahenden Begxilbbildnngen bei Studj, Qeoeaelrie der 
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bedeuten. Nach (5) veilialten ndi Xg, x^, Xg wie die Breiecksflicbok 

(A. § 16, (6)): 

(7) 2| : j:^ : — ^^-^ ' PJ^£t • ^^.^ 

(8. 28). Entspreahend ist im Baume (B. 118): 

5. Beziehung der Pnnktaddition zur Methode der abgekürzten 
Bezeichnung. Da in der Gleichung (2) P, E^, E^, E^ Punkte und z^, % 
Zelikii liedeiiteii, bandelt es sich nidit nm Gkdolihieit im gewOhnlidieii Släae 

iß. 3, Anm.). HObins selbst (Werke 1, B. 51) nsnnt die reebte Seite von 
2) den .^MSiirMelt des Punktes P« Yerabebt nun jedoeb unter; 

(8]|^ P — + + IS^ — Ol« + »1« + 1 ('-!»•.«} 

die linken Seiten der Hess eschen Nonnalfonn der Gleichungen der Punkte P, 
in laufenden gemeinen Linienkoordinaten ti, v (A. § 19, (16)), m folgt 
aus (4) durch Multiplikation mit 1 uiul Addition, unter gleiefaieitiger 
HinsufQgung dee Fdtton 1 — + 2^ + ^ auf der linken Seite: 

(2) («i + «t + %)P- +«^1^ + 

Diese mit (S) gleieblantMide Gleiidiung ist jetrt eine in jM^tr idea t is^e 

Gleicbung (A. § 84, (14)). Da libeidies nach (8) P,: der Ab- 

stand des Punktes z, y von der Geraden u, r ist (A. § 19, (17)), so sagt 

die Gleichuni: (0) ans (Möl>ius 1, S. 31; 37): T)as lin<»are ^Tomfnr Hes 
Schwerpunktes ist inbeeup auf jede bdubigc Gnade u, v gleich der 
äumnie der linearen Momente der Punkte Ep In demselben Sinne kann 
die Gleichung (3) als eine in gemeinen Ebenenkoofrdinaten «» identiBche 
Gleichung gelten. 

In rlip'^f r A'iffas?mnp stimmt das Verfaliren der Adiition von Punkten 
formell ül 11 m mit der Methode der abgekürzten Bezeichnung. So bedeutet 
(A. § 20, (6;;, mit: 

(10) ( X, + Pi =- oTj + f 3 , 

Pj — 0 flie Norrr.alfnrm der Gleichung de.s Punktes Pj, der die Strscke ^Is^ 
im Verhältnis — -Cg : Xj teilt (S. 1; 2); ferner mit: 

(11) + ««)P- «k^i + + %)Pt, 

P = 0 die Normalform der Gleichung des Punktes P, der die Strecke E^P^ 

im Verhältnis — (.r, -f Xj) : i', teilt (S. 9; 17), so daß der Punkt P auf 
drei Weisen konstruiert worden kann (S. 17: Fig. lü). Ebenso sind fS. 4), 
wenn .4. ü, JS = 0, C = 0, Z> = ü die Gleichungen von vier Punkten in 
^ Nonualfiom sind, (A. § 20, (7)): 

(la) *±£_o. ^_0i £±i-o. ^-Oi =i±^-.Oi ^-0 

die Mittelpunkte der sechs Seiten des Vierecks ÄBCD in der Normalform 
und: 

(13) ^±£i5_o 
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ebenso die Gleichung des Punktes, der die Verhin lini^'slime je zweier gegen- 
überliegiiuder Seiten halbiert. Wegen der Invarianz des Ausdruckes (8) 
(A. § 28, (5)) sind diese PttnktTerbiDdiiiigeii yon der WaU dea Koordinateii* 
■ystems imabhftngig, weshalb die Vektorfheorie die SymiMle P, 
von vom hrrdn als die Pitnltc srlb-^f auffiifit (8. 2). DMSOlbe gilt TOO 
den Entwicklungen im Kanmf» vSPÜ'.V 

6. Differenz zweier Funkte und freie Strecke. Die Differenz tweier 

Punkte A und A' leitet mm Begriff der freien Strecke: 

{14) a -^^^ AA' A — A 

über (S. 11). Bei M üb ins (Werke 1, S. 62) bedeutet der Ausdruck -4' — ^ 
dea unendlich fernen Punkt der Verbindungslinie AA' (S. 18). 
Aach wenn, wie in (8): 

(16) A'^au + bp-^ly = fl'tt 4- b'» + 1 

gesetzt wird, kann: 

(16) -4' - ^ = (a' - a)u + (6' - - 0 

als Normalform >hr Gleicfnm^ des unendlicli fernen Punktes der Geraden AÄ' 

(A. § 22, (10 Vi oder der frr\ni Strecke A A' in laufendcu Linirnkonr'finafpn u, v 
gelten. Denn die Koeffizienten a' — a, h' ~- h sind die Koordinaten der 
freien Strecke (A. § 12, (4)), wie in ^ = 0 die Koeffixienten o, b die 
Koordinaten dea Punktes. Die Gleichung: 

(17) B-A^C~D 

bedeutet (S. 11) die Gleichheit der Koordinaten der Strecken AB und DC 
und die Folgerungen: 

(18) B—C^A-n, ^-l-D-^ + C 

enthalten Eigenschaften des Parallelogramms (S, 12). Wieder liest die 
Vektortheorie die Sjmbole A^ D m und (18) gleicii als die 

Punkte M8L 

Daa Entsprechamde güt im Baume (8. 94), wo A' — A ebenfiüla die 
freie Strecke ^wiA' bedeutet, deren Kooirdinaten (A. § 84, (4)) die Koeffineiiten 
der Gleichung: 

(19) ^- (a - a)u + ib' - b)» + (c' -e)w^O 

in lanfendeB Ebraenkoordioataii «,9,uf find. 

7. Addition freier StfMken. Die Addition freier Straoken entqpridit 
der Regel vom Parallelogramm. Die Gleichiuig (8. 19): 

(80) Ol + Oi + «t - 0 

bedeutet, dafi die drn fimen Strecken ai, o«, tH adk au einem geacUoeMiieit 
Dreieck anaanunenaetaen laaaen. FOr die Bedeutung (16), abgekflnt: 

(21) Ot^ AiU + B^v, Ot + J^f «1 — + 

besagt alsdann die eine in u, v identische Gleichung (20) das Verschwinden 
der beiden Summen der gleichnamigen Koordinaten (A. § 13, (15)): ' 

(22) ^ + ^ + ^ - 0, ^1 + + -ßf 0. 
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Zwischen irgend drei freien Strecken hpsteht eine Identität (8. 19): 

(23) «lai -i- «jOt + «jOt = 0. 

Die Ko«ffixi«iitan beatiaimeB sich (S. 47) mit Rücksicht auf (31): 

(24) «I : «, $ «r, - [a,aj : [0,0,] : [«jO,] , 

wo [ofOg] >- ji, J9| — [^OiL doppelten Fliehen der drei 

Dreiecke zwischen den nach eineni geMHin— nwti Anfangspunkt y«riegt«i 
Strecken sind (A. § 15, (5)). 

Ein besonderer Fall von (23) ist die Darstellung der freien Strecke 
dnrdi die Einheitsstrecken ei, deren Bichtungen mit den Achsen dw 
karteailolien KoordinatensTstems Überainstimmett (8. 19): 

(26) a — a^ei + 

Aach ein beliebiger Pnnkt Ä*^ x, y kann dni«Ai ein«ii fatlan Pnnkt 
£ OB «j^, und eine Streoka a dargestellt werden (8. 20): 

(26) ^ — «i«! + <h««t 

entsprechend der Identitilt (vgl. (B) und (16)): 

(27) XU + y t 4 1 (a-ow + -f 1) + {(^ — i< + (y — tf^v). 

Im Räume besteht swischen irgend Pier freien Strecken eine Identit&t 

(S. 95; 102): 

(28) a,ai + a^Cti + a^Ut + «404 0. 
Auch hier kann, wie in (19): 

(29) Of — -f + C\w 

gedacht werden. Die Koeffizienten «j, «j, o,, verhalten sich wie die 
Baamiuhalte der vier Tetraeder, die je drei der nach einem gemeinsamen 
Anfangspunkt verlegten Strecken (die ftnBeren Produkte, 8. 108) beettaunen 
(A. § 39. (0)). 

8. Die gebimdeiie Strecke. Unter dem äußeren Produkt {{»[PiP,] 
Mioeier Punkte P, un^ P wird die an die Gerade PiPj gebunflene Strecke 
(Stab) 7', Py verstanden (h. 21 ). Sie ist durch drei gemeine Koordinaten u, «, s 
bestimmt, die Koeffizienten der Gleicbung: 

a: y 1 

(30) <l — itac 4- »y 4- s = 



«1 



9i 



1 
1 



-0 



der Geraden, an die die Strecke gebunden ist. Denn p ^ x, — at,, — M = y, — y^ 
sind die Koordinaten der freien Strecke, wä^hrend ™ äCjy, — yjjc, der 
doppelte FIficheninhalt OPjP, ist (A. § 17, (2)), der für die gebundene 
Mnelce bei ihrer Tendiiebung lange dw Oerwton lumtftnderiBdi Ueibt 
Zwiaehen gemeinen n, v, $ nnd baiyuntriäohen (8. 25) Koordinaten 
. u,, 1^ der gebmidenen Strceke bettehoi die Beriehangen (A. § 28, (6); 



(10)): 
(31) 



«1 Oll* + + « 

«1 . fTi« + h^ff + 9 (32) 
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die mit {4} and (5) der Bedingung: 

(83) MX + + 5 — u^x^ + M,jr, + m,Xj 

enteprechpu Hier sind Bj, Cj; yi,, J?|, (7,; J^, B^, C, die Koordinaten . 
der eebundenen Strecken fss = f^^>-Ej, Cfi «» [Jß^^^j, Clt [-^i-S^l dee 
Koordinatendreiecks (vgi. (5); (^30)). 

Ww in (2) jeder Pankt Pduxeh di« drei Eclcmt JB^, E^, so wird (S. 25) in: 

(84) \PM = [i^|i:,]u, + [i^i^iJ«, + r^?,£,l«, 

jede gebundene Strecke durch die drei Strecken tsst <8i» *is dargestellt. 
Auch die.se Darstellung kann, wie (9), als eigentliche Gleichung aufgefaßt 
wardniL Denn «etit man neben (30): 

(85) fi — <f Bfiß + C|, ('-1. t. •) 
so folgt »US (32) duzdi Multiplikation mit x, y, 1 und AdditiOD: 

(36) Dp - CiMi + eiu, + ettts- 

Die barj zentrischen Koordinaten Uj, Wj, der gebundenen Strecke p sind 
dAhMr die Zahlen (Tenaoren), mit denen die drai Streciten fi, C|, Ct multi- 
pliziert werden müssen, damit itibezug auf einen JuU^^fm Punkt x, y die 

Summe ihrer Prehungsmomente gleich dem Drehungsmoment der Strecke |l 
ist; denn p in (80) bedeutet das Drehungsmoment der Strecke u, v, 8 
inbezug auf x, tf. 

IMe Addition der gebundenen Strecken gesdueht dnreh Addition der 
gleichnamigen Komponenten in den Seitra des KoordinatendreieekB 

(S.24; 146). 

Im Itaume hat die gebundene Strecke [iiPf] sechs gemeine Koordinaten 

(PlUcker, Neue Geom. S 29): 

^u-^-^i» U^^-Vt-yt^ ^M"«i-'j' 

von denen — — — /-,( die Koordinaten der freien Strecke P, P <m<\. 
und sechs baryzentrische Koordinaten: p^n — JJ«*»« — Xm'x*^* (S. lli*^. Der 
Gleichung (36) entspricht die Gleichung (S. 119): 

(38) p = ttzPn + t:ji/)3i + Cie/ 1 - tupn + tu}h^ + tuPu, 

die eine beliebige gebundene Strecke p durch die sechs gebundenen Strecken tmtM, 
die Kulten des barysentriseben Eoordinatentetraedeis darstellt. Anch (38) 
kann als eine identische Gleichimg in laufenden Linienkoordinaten 1^, gelten 
(A. § 60, (8)) und folgte wie (36) aus ( 32), aus den I^raasformstioiisformsln 

für Linienkoor'linntpn i'A. § 63, (27)). 

9. Die gebundene £benengröße. Das äußere Produkt \ I\PfPi] dreier 
Putüde P^, P,, P, wird als gebuudene Kbenengroße erklärt (S. 113). Sind 
x^, y,, die gemeinen Koordinaten der Punkte P|, so ist die gebundene 
SbenengröBe dnroli ibre vier gemeinen Kowdinaten u, «, ts, 9, die Koeffisienten 

X y B 1 

«1 «1 1 



der Qleachong; 

I 

(89) J7««« + «y 4- w«-f s — 



y, 1 
H H H ^ 



-0 
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bestimmt. Die drei ersten u, r. w sind die Koordinaten 1 r freien Dreiecka- 
flftche (A. § 36, (6)), die vierte « — 6 • OPiP^P^ eharaktorisieit die ge- 
btmdene Dreiecksfläche (A. § 41, (2)). Aus den Gleichungen zwischen 
gemeinen und huTzentrisdien Koordinaten iij, v^, u^, der gelrandeneD 
EbenengrOfie (Tgl. (32)) folgt entsprechend (86) identinb in de, 5 (8. 128): 

(40) D.Jr-E|.«i + E,is + ^«» + E«'«4» 

wo: 

(4t) E,-ii,* + B,y + Cf,# + D, 

und Äf, Cf, D| die gemeinen Koordinaten der gebundenen Seitenebenen 

dea Koordinatentetraeders sind. 

10. Prodiiktbildungen nnd Determinanten. Das äußere Bodukt von 

sicei I^wkten J\, P, in der Ebew oder iro Räume war eine gebundene 
Strecke (30) und (37) (S. 21; S. 112j. Das Produkt eines Punkten P^ 
und emer freien l^eeke P^P^ (S. 22), deren An&ngspunkt immer nadi P| 
Yerl^ werden kann, iat ebeoHillf eine gebundene Straoke: 

(«) [Pi P. - PJ - iPi^A 

entqprediend dem DeterminaatenBats (vgl. (80)): 
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Das Produkt von ^M?e» freien Streekm PiP, und PjPg oder von drei 
Punkten P^, P,, P« in der Ebene (ß. 37; 26) iit eine Zablengröfie, der 
doppelte Fttdieninhalt d^ Dreiecks P^^P^P^ die Determinante der Koordinaten 
der beiden Btreoken oder der drei Poidcte: 

Das Flfodokt tod twei fireim SIredcen P|P| und P,P, im Smme eini» 
freie EbenengrSfie (S. 97)» deren Koordijnaten u, v. w (A. § 36, (6)) die 
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Vi 



(45) 



Unterdetenninanten der Ifatrix der Koordinaten der beiden Streeken 

«»-«1 9t-fi H-H 

Das Produkt ans drei PmUcten P^, P^, Pg oder ans einem Pnnkte P| und 
einer gebundenen Strecke [Pfi^] im Eoume (8. 118) ist die gebondeiie 

Ebenengröße (39X 

Das Produkt aus drei freien Strecken P,P„ P,Pj, P^P^ (8. 103) oder 
aus vier Pmüdm im Baume (8. 114) ist eine Zahlgröfie, der sechsfache 
It des Tetraeders PjP,P,P^'. 
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Regressive Produkte sind: das Produkt von zwei gebundenen Strecken, ihr 

Schnittpunkt (S. 7(V), von zwei Ebenengrößen, ihre Schnittlinip, von drei 
£benengröBen , ihr Schnittpunkt (S. 159) Sind die £leiDente der zweiten 
der beiden ]>et«nninanten: 
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die ünterdetennmantaii der ersten, so entspricht dio regressive ProdiiHbfldluig 
der Backkebr tob tu J mittels der Fonaelo (S. 76): 

IL Das Nollsystem. Die auBerordentliche Leichtigkeit, mit der die 
Stredromreoliniinff arbeitet, mag mir an einem auftUig herausgegriffenen 
Bai^fnel (8. 176) gezeigt werden. 

Die Gleichwertigkeit zwpicr an ein^-m starren Körper angreifenden 
Kraftkreuze AB, CD und A' B\ CD' wird durch die Gleichung: 

(49) [AB] + [CD] - [A'B'] + [0'i>'J 

swischen den gebundenen Strecken (37) aosgedxfickt Nimmt man A' =^ A 
und multipliziert äuBerlich mit dem Punkte A, so wird (vgl. (-^9)): 
[AAB] ^ Oy [AA'B'] — 0, und folgt die Gleichheit der gebundenen 
Ebenengröfien: 

(50) [ACD]''[AC'D']. 

Die Kraftstrecken [CT)] und ]C' D'] üpgen daher in einer Hnroh A gehenden 
Ebene, und die Dreiecke ACD und AC' D' sind inhaitsgleich. 

In ähnlicher Weise wird der duale Satz und die übrigen Eigenschaften 
d«s Knllflyttens abgeleitet (8. 17711). 

Boitoek. 0. Staqdk. 



(48} 
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1« Aufgaben nnd Lehrsätze. Lösangen. 
Aofkrikeft ma4 LchnltM. 
Die linem Diffennliilgleicliiing 8. Otdniuig 

x^x-l;!^ +a=(-a:-j)sr +(^j^^a:-3)y -jj5g|y-0 

ist zu integrieren^ wenn man weiß, daB ftwieolieii den drei Fundameiital- 
integralen yit^st jf^ die Oleichnng 

besteht. 

Aufiig (Böhmen). A. Kaoo. 

176» Wenn eine ebene «Igebimiaclie reelle Kurve M-ier Ordnimg 
einen reellen Doppelpunkt mit reellen oder koqngiert imagiaKrem Tftn- 
genten bat und außerdem nodi einen reellen (h — 3) &ehen Punkt B mit 

{n — 2^ rr>pll»'n ^trennten Tang;ent.en, kann man darani «llpin noch 
nichts BestiMuntes über die Zahl der eventuellen übrigen Doppelpunkte der 
Kurve sagen. Wenn aber aus A keine reellen außerhalb A berOhrenden 
Tangenten geben und ane B zwei reelle außerbalb B berOfarende ^ 
und mehrere als swei soldie sind jedenfalls immSglich — d&nn wird die 
Kurvß notwendigerweise noch SO viele andere Doppelpunkte haben mflssen, 
daß sie rational wird. 

Welche Änderungen im Satze treten ein, wenn 2«» der Tangenten in 
B konjugiert imagiair sind? 

Es wird bemerkt, daß im obigen jede durbh dse Spitee gebende Qenide 
als Tangente sa betanachten iet 

Kopenhagen II C. Josl. 

177. Sind y, s rechtwinklige Koordinaten eines Baumpnnktes, so 

stellen die Gleichungen „ a^Z» + a, A + o, 

* — «b^* + «k^ + <^ 
bei nicht verschwindender Determinante (abc) stets eine Parabel dar und 

umpt'kehrt. Es sind die Eleni*'ntf dieser ParaTiel fLage ihrer F>>*>np. T^age 
von Achse, Brennpunkt und Direktrix, Wert des Parameters) zu berechnen. 
Königsberg i P. W. Fr. Mbtbb. 
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Zu 160 (Bd. X, 8. 829) (0. Ueifiner). — Die WalinGlieoii]ldik«it, mit 
p WlMln im enten Wurfe \ Einser za werfen, ist: 

Mit den übrigen p — i[ Würfeln sollen im zweiten Wurfe ig Einser ge- 
worlen werden, die Wahrscheinlichkeit hiefür ist ebenso: 

o. s. £ Ln M-ten Wnxfe endlich soUmi mit p — ix — % — — 4— i WUr* 
fein i. Euiser geworfen werden, die WelunolieinUelikeit dnfttr ist: 

('-'■-'i--*-)a)'"(r""'" 

Bildet man das Produkt aller dieser GröBen, so bat man die Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß die Einser genau in dieser Weise eintreffen. Die Wahr- 
scheinlichkeit lautet 

w^(^tl^~*')'il^~*^~^'' »._ij^iy«+'i+- •+'-^&^-^--''>-ü»-»>*» 

Nach dem ii-teii Wurfe sollen nodi q Würfel übrig sein, welche nicht eine 
1 zeigen. Denn ist 

(!•) h + H + •••• + »II- J»-«- 

Wenn man in W den GrOBen ht tj» * * « *m ^^^^ möglichen^ die Gleichung (l*) 

erfrillenden, gunzen, nicht negativen WoH»> }»t'i!egt und über di»^<5e Wprt« 
summiert, so erhält man nach einiger lieduktiun die \\ ahrscheiniicbkeit: 



IT. ^ 



dafi nwdi n Wflifen nodi q Wflrfel flbrig sind, die nicht 1 seignL Nedi 
dem pdjnouisclien Lehmtxe kann man dafitr sohreiben: 

« " ftj'-tJL^tj, (e) [e + (e) * * + («) j 

w "...=(0(r[-G)T"- 

Dies ist also die Wahrscheinlichkeit dafiOr, dafi nach n Würfen noch q Würfel 
übrig sind, die nicht 1 zeigen. 

Beaetdhnet man die Wahrscheinlichkeit, daB nach genan n Würfen 
(imd nicht früher) noch q Würfbl übrig sind, die keine 1 aeigen, mit TT, ^, 
so isigt flone ein&che Überlegung, daB 

und daraus folgt 
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Set/t man «7 = 0, so erhslt man ru-- (I^ für die WafancheinJÜehkeit iP^y 
daß das Spiel nach (höchstens) n VVürien /u Knde ist: 

und aus (2) für die Wahnehemlidikttt daB dai Spiel geittn nach 
«I Würfen (und nkht uhon frOlier) tu E&de ist: 

Anßig (Böhmen). stnd. ma<k J. Kbdo. 



1 Anfragen nnd Antworten. 

30. ÖchoQ lauge habe ich eine Formel zur Bvrechnuug des Winkels ß 
gesucht, den die Ifitteltransveieale CF eines Dreieoks ABC nnd die Winkel- 
halbiereDde CE einschließet! . Neulich habe ich eine hftbsdie Besielinng 
gefanden, die das Gewünschte leistet Sie lautet: 

worin a, y die Dreieckswinkel sind. Diese Formel läßt sich aut ver- 
schiedene Arten, auch rein geometrisch, herleitan. Ist sie schon bekannt? 
Breslau, im Sq»tember 1906. 0. GirraoHB. 

Sl. Nach einer Bemerkung von R.'Baltzer (Analyt Geom. S. 98) 

rührt der Ausdruck „Exzentrizität eines Kegdschnittes" von Kepler her. 

Bei welcher Oelcgeuhoit hat Kepler Jen genannnten Begriff eingeffthrt, 
und an weh-iien Stellen seiner Werke findet man N&heres darUberV 

Oharlottenburg. P. Zübi^bjc 



3. Kl«inero Notiien. 
Beispiel Isofliennlscli^ Lamntskalenseharen« 

Die Figiir stellt eine quadratische Einteilung der Ebene durdi gewöhn- 
liche Lemniskaten dar. Bekanutlich hat sie drei Entstsbun^weisen, ailS 
denen sich die Haupt^.'igenschaften prprh 'n. 

1. Man denke sich die Ebene quadratisch eingeteilt durch zwei Ortho- 
gonalscharen von Berflhrungskreisen, die sBmtüch durch den Nullpunkt 
gehen. Die X- und T-Achse seien die Zentrale und Potendinie der eineB 
Schar, die z. B. durch die Punkte ± ± j, ± ± |, ± 7, • • • der ersteren 
(und zugleich durch den Nullpunkt) gehen. Wendet man darauf die 
Abbildung g yz an, so gehen die entsprechenden Lemniskaten durch 
die Punkte 1 l l 1 1 

^yo ^yi ^yi ^y^ 

der reellen, htaw. durch die Punkte 

* • • t « 

■^yö -^yr ^yi ^ya ^y^ 
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der imaginären Achse. Die erste Scbar entspricht den Kreisen, die ihr6 
Mittelpunkte auf der positiven Hülfte der iC-Aohse habeiif die andare denen, 
die sie auf der negativen Hülfte haben. 

Verbindet man einen beliehigen i^unkt F eines beliebigen Kreises mit 
Mf halbiert mm 4en Ndgnngswmkel Ton JfPf und madht man die Hal- 
bierende MQ m mittleren Proportionale zwischen MP und dem DtirehmeMer 
des Kreises, so erh!llt man in Q den entsprecbeuden Punkt der entsprechenden 
Lemniskate. So ist z. B. in der Figur der Punkt des über MA^ emchteten 
Halbkreises in den Pnnkt Cj der entsprechenden Leraniskate übergegangen, weil 

die Winkelhalbierende =}/jtfi?, • if^i ^VVj • 1 =f j gemacht ist. 




VerlSingert man M (-\ über M hinaus um die eigene Länge, so findet man den Anti- 
poden punkt Cj, der ebenfkUs dem Punkte entspriehl Statt des Winkele 
JB^MAi =^ H kann man nämlich auch den Winkel B + 360** halbieren. 
Die erste Halbierung gibt ^0, die andere f'il-t ^ ^ ?. « + 180". Die 

Konstruktion ist also zweideutig. Daher entspricht dem Kreise eine aus 
zwei kongruenten Hälften entstehende Lamniskate. Dies reicht zur Konstraktion 
der ganzen Figur ^) ans. Zur Konstraktion sollen einige Winke gegeben werden. 

1^ Durch ein Versehen ist diese Fiffux bereits ä. 842 der im 10. Bandi' ab- 
fledmocten Kotia des Verfeesen: „über eme beeondere ieolbenniecbe Spiegelung" 
beigeAlgt worden. 
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Der Linienzug Ä^ L^N^Of^ • • • gibt, mit M Terbunden, lauter 

ähnliche Dreiecke. Die genannten Punkte, «lie paameise der ersten, zweiten, 
vierten, achten, • • • Lemniskate jeder Schar angehörea, liegen iiI'jo auf 

einer logarithmischen Spirale von der Uleichung 'lg r — ^ lg 2 oder 

r =*= e * . Der parallele von =K i ausgebende und gegen M per- 
spdctivieh« LiaMiizug ^le * * ' gi^^ Piinkl^aare der 2*^, 

A?^^ 8***, 1 6'"», * . . LeamiBkate jeder Bduur, die der logerithmischen Spizale 
~-'-iff 

r ' e * angehören. Ebenso gibt der von A^ <— ausgehende 
panUele und porspoktiTiMfae Linienmg LemnukAtenpookte, die auf der 

/7 

logarithmischen Spiralp r =y J- • e lipceri uud der H**", »1**"'. 12'"", 

24**", . . . Leumiskate jeder Schar paai-weise augehören u. s. w. Diese Bemerkiuig 
erleichtert die Konstruktion desLemniskatenuetzes. Man erkennt, daß jede Lemnis- 
katenadiar aus Khnliehen lud penfpektiTiseli liegendeD Kurveo besteht. Jede 
Oerade durch M schneidet jede der benachbarten Lemniskatenscharen isogonal. 

Weil die beiden Kroisscharen eine quadratische Einteilung goben, gilt 
dassolbe von den vier Lemniskatenscharen, Weil die „isogonalen Trajektorien" 
der beiden Kreisscharen wiederum Scharen von Berübrungskreisen sind, müssen 
die der Tier LeamiekateBfleliarea wieder Lemniskaten durch den Nallpvnkt 
geben. Dies gilt s. B. Toa den Diagonalknrren uneeier Figur, die eine 

ähnliche, durch den Faktor ^2 vergrdBerte, tun gedrehte Figur geben. 
Die Schnittpunkte der Diagonalkurven geben die Punkte der Lemniskaten, die 
man erhält, wenn man jedes der gezeichneten „Qtiaflrate'' isothermisch in viVr 
(Quadrate zerlegen, d. h. neue Kurven deroelben Sc haren einschalten will. — Daü 
die Punkte Cj, % C^, - 'Wai der Oeraden 32 J ° liegen, ist BelbetrerstindliclL 

ATieh folgende Bemerkung erleichtert die Konstruktion. Ist D, der 
Schnittpunkt der Lemniskaten und Afj so gibt die Gerade D^M qua- 
dratische Eckpunkte 2)„ /^j, D^, • • •, die Schnittpunkte der Lemniskaten durch 
B^ und A^y und A^^ Dg und ^4^, und A^^ • • • sind. Die Gerade D^M 
ist also eine Diagonale vuu liechtecken, die man Doppelquadrate nennen 
kann. Ist Bi Schnittpunkt der Lemniskaten nnd , so gibt die Oeiade 
M^M ebenso Schnittpunkte JS^, JE^, , die den Lemniskaten und .4^, 
B^ and ^4,,, und .4,„ usw. angehören. Die Gerado TT, Jlf ist also Diagonale 
von Kecht(^cken, von d^ncu jedes aus drei Quadraten zusammengesetzt ist. 
In entsprechender Weise smd auch Geraden vorhanden, die Diagonalen von 
Rechtecken aas Tittfkohen, fOnffaehen, . . . «Ikelien <)uadraien sind. 

Bekannt ist noch folgende Eigeiuehaft. Der um Jf gelegte Kreis Tom 

Radius schneidet die Lemniskate dort, wo sie hofizontale Tangenten 
hat. Die entsprechende Girado M hat, wie sich zeigen wird, die Neigung 
80". Das Ents{»recliende für die gleich groüeu Lemniskaten \%i leicht aus- 
zusprechen. Der betreuende Kreis gebt durch die sog. Brennpunkte dieser 
Lonniskate, in besug anf die sie der Oleidiung p^q^ = A- genügt Für diese 

Lemniskate ist P9-(l — = f Für die sweiten Lemniskaten 
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S. Die ges&niie Figur entsteht auch durch Inversion am der Figur, 
die «ne qua^tisdie Einteilung der Ebene dnreh vier Soharen gleichseitiger 

Hyperbeln danstellt, die ihre Hauptachsen auf deu Geraden 0 0, O = ^, 

oud 0 — -^ durch den Nullpunkt haben. Die Scheitelpunkte haben 

die EntfornungeD j/Ö, y^. y^, Ys, l/i, . . . von M. Der Krümmungs- 
radius der gleicliseitif^'cn Hyperbt-l hat für den Scboltöl diu Lllnge der halben 
Hauptachse Die entsprechenden Krümmungsradien sind also der Reihe 

nach y'l, Y"} , |/3. • . . Her Krümmungskreis mit Radiws Yl 

schneidet die Achse an deu Stellen 1 und '6. £r gehl durch Inversion in 
den Krfinnnungskreis der Lemniskate jl, fDr diesen Ponkt fiber. Dieser 
aehnAidsi also die X-AehM an den Stellen 1 und |, sein Mittelpunkt liegt 
demnach an der Stelle ti, — |. Der Kreis ist in der Figur angedeutet. 
Wie der der Hyperbel hiit er mit der Kurve vier aufeinander folgende 
Punkte gemein. Öeine Kenntnis erleichtert die Zeidmung erheblich. Ftti* 
die Scbeitol dar klaman Lemniskaften folgen die Lt^Mi der entqiTeclienden 

KrOmmiingsniitteipunkte so, da0 die Reihe |, lYh iVh Wh • • «ntttebi 
Jeder der Krflnunongmdiai ist also gleich dem dritten Teile der Halbacbee 

jeder LeamiBkate, also |, Wi, i^ä, Wi, .... 

[Bei der Abbildung — entq^rechen einander Kreise, aber nicht die 
liiitdpunkte der Kreise. Dem Kreise p^e tan den Ponkt a -f* hi entsprieht 

ein Kreiä Y^' + = ^i wobei der Radiusvektor i'^j vom Nullpunkt«, der 

Badinsvektor P vom Punkte . ausgeht Dem Kreise q^e^ vm den 
Punkt — (a b i) entspridit ein Kreis ^ Ya* + 6* =• c, wobei wieder 
vom Nullpunkte, Q vom Punkte — ausgeht. Demnach entq»rioht 

der Lnuniskato ji, oder P'9^ij wobn p von Yi* 4! '^^^ — Vt i^^goht, 
eine Kurve Vi\yT(fi • -^"Yl - i7+Ö*-^. Da und identiscb 

sind und mit E bezeichnet werden können, ist also 2 ~ 2 ^'^^^ PQ ~ ^' 
eine Vektorengleicbung der durch 1 gebenden gleichseitigen Hyperbel, wobei 
die Badü vectoras JS, O und P von Null ^ - 1/2 und t^-^-Vs, 

also vom Mittelpunkt und den Brennpunkten der gleii hseitigen Hyperbel 
ausgehen. So findet man aus der Vektorengleicbung der Lemniskate die ent- 

sprerht nde der gleichseitigen Hyperbel. Aus Q ~ P= (}^ +- 1 V (|'^— l) = 2 
untl 1* Q s Ii* folgen für die erste Hyperbel einfache Beziehungen zwischen 
^ und Ji bezw. P und 

Die Bemerkungen fiber die geradlinigen Punktreiben C^, C„ C„ . . . 
Dj, 7>3, 7)j, . . . und £3, £5, . . . gelten auch fär das System der gleieh- 
seitigen Hyperbeln. Der logarithmiscben Spirale durch die Punkte A^^ <7|, 

B,, ü^, £4, iV^, . . deren Gleichung s' war, entspricht in der 

MMr 4«» MMiMRwtfli mmi Plirallu ID. VMut. XL 19 
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1 i«!^, zl^i^t 
Ebene der Hyperbeln die Korre ^ ^ « « * INe Glei- 

ehung ist idenÜMib mit üur ursprünglichen, d. h. diese Spirale iat eine 
Invariante. Obeiiiaapt bleiben Spinden Ton der Form r «^^ (die dureb 
den Punkt 1 gehen) auch bei beliebigem Sebnittwinkel durch das su JM 

gehörige StrahlenbHeehel nnToriadertt wie die Gleiehnng ^mmg-^^ oder 

jß— c*® zeigt. Dagegen geht r — Ac*"* über in jR = ^ c*^ bleibt abo 

nieht nnge&ndert und gi^t nnr eine geometriscL lUnili'-he Spirale. j 
3. Die orthogonale Doppelschar paralleler Geniden 

-X = 0, ± 1, ± 2, ± 3, . . . r = 0, ± 1, ± 2, ± 3, . . . 
geht dorch die Abbildung ^ ^ ^ nnflamr Fignr harror. Dabei folgt 

ans X + , J 7i 

^ ^ («•H-yV (-•+yV 

den genannten Graden entsprechen also unsere Lemniskatec 

n) (^^^y^.= 0.±l,i:2,±3,... 

Die Schar II gibt die Lemni&katen mit hon;60Dialer Achse (+ entsprechend) 
und vertikaler Adise (— entsprediend), die Sohar IQ gibt die eehr&gen 
Lemniskaten mit den Achsen ± 45^. Die Sehreibweiae ist die isothermischef 
deuii die linken Seiten dieser Gleichungen genügen identisch der Laplaceschen 
Düferentialgleichung = 0, wenn man die linke Seite gleich u setzt, 

Wae alao auf + — 0 führt. 

Die Diagonalkurven der quadratischen Einteilung haben, wie ans 
T^X" 0, ± Ol ± 2a, ^ 3a, . . . folgt» die ebenfalls isothemdsohen Gleichungen 

IV) + - 0, ± fl. ± 20, ± 8a, . . . 

Das System ist dem der Figur ähnlich. 

Allgemeiner entsprechen den Geraden Tt=> ÄX+fs oder T—ÄX^h 

und iliren Orthogonalen Y + ^ X = fcj die orthogonalen Lemuiskatensdi&ren 
V\ — 2 a;y a ^* - V* _ l „„jj - « ■ ^ - V * t 

Nehmen die isothermischen Parameter k und Werte an, die einer arith- 
mischen Beihenfolge angeboren, so entsteht eine EünteUnng in Udne yjOxn- 
liehe Rechtecke'^, bei goeiguoUn Reihen in Ueine Quadrate, was wieder 
eine der unsrig«>n ähnlidiH Figur gibt. 

Daß jeder Kurve /(A', F) = 0 der Z-Ebcne eine Kurve 

der Lemniskatenebene entspricht, ist selbstverständlich. 
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Dem Krfnia R ^ e um den Knl^iuikt der j?- Ebene entqprifliit 
der Kreis der Leraniekatenebene, der Oeradra diireli den 

Nullpunkt der Z-Ebene entsprechen die Geraden — 2^ — y und — 2y 

-f itjO*^ = y. Denn es ist B (cos ö + « sin ö) = -g-, ^ ^ 

"p[co8(-2d)+»Bin(— 20)J, also 6=^—2* aber zugleich Ö + 

Der Kurve f{I{, 6) ~ 0 der Z-Ebene entepreobffii «lao die Kurven 

▼n) /^[^,, _8*]-o und ^2dH-S«0»]=.0 

oder -2(^-180«)] -0, 

▼on denen die sweite gegen die erste um 180^ gedreht iit 
Der log. %nrale B — e^^ z. B. entspridit die log. Spirale 

oder r a der «vSbene, die mit der entgenaimten identifleb ist, ao daB 

man in ihr dieselbe Invariante hat wie oben. Außerdem entspricht 
der ersteren auch die um 180' gedrehte «weite Spirale. So geht z. B. die 
durch die Punkte .1,, Cj, B^, Aj, L^, N^, . . . gehende Spirale der Lemniskaten- 
ebene in die log. Spirale der Z-Kbene über, welche die Koordinatenachsen 
abweehaelnd in den Punkten + 1« — — + 8 nsw. schneidet, die mit 
der Torigen identieefa ist Man bemerke, daß die untere Hftlfte der Parallel- 
ebene und der erste Quadrant der Lemniskatenebene einander entsprechen. 

5. Denkt man sich die leraniRkatische Einteilung durch die besprochenen 
Einschaltungen bis ius Kleinste fortgesetzt, so geht jeder um M gelegte 
Ki^is durch lauter Quadrate von gleicher Größe, während jede Gerade die 
eine Lemniakatwaehar in Punktmi paralleler Tangenten edmeidet Daflkr 
sind bekanntlich maßgebend der absolute Betrag und die Abweiohnng dee 
DÜferentialquotienten der abbildenden Funktüm. 

Der Differentialqnotient Ton Z ^ ist 



Z' — — - oder o(co8 m -|- i sin «) " s-, «a. i ~' ~'~s a : v 

2 

Der absolute Betrag des Ditferentialquotienteu ist also ^ — , die Ab- 
weichung (f — 180** — 3^. Der eine Ausdruck ist konstaui für jedeu Kreis 
um den Nullpunkt der «-Ebene. Er zeigt an, daß den Quadraten, die er 

passiert, in der Z-Ebene solche entsprechen, welche ^ fache Seiten haben. 

Nun sind aber die Iptztcren gleich groß, also fnlft: Die Quadratseiten 
nnaeres Lemniskatengebildes sind pruportioual der dritten Potenz 
des Abstandes von Jf, sobald die Einteilung bis ins Kleinste 
durch gefflhrt ist; die betreffende YerUÜtnisaaU gegen die der Parallelebenen 

ist „ ■ So ist s. B. das YergrÖßerungsTerhUtnis bei Ä, ^ch l zu setsen. 

Die Lemniskatentangente für jede Stelle P muß, wenn MP die 
Neigung ^ hat, nm ISir^Sd gedreht werden, um in die Lage 
der der Lemniskate entsprechenden Geraden zn gelangen. Für 
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Ci r. B. ist die Neigung von MC^ — * , also muß man um 180* * 

drehen, damit die dortige Tangente der Lemniskatf in die senkrechte 
Lage gelange, die die entsprechende Gerade der Z- Ebene hat. Daraus 

folgt, daß die Tangente selbst die Neigung 90*^ + hat, also parallel zur 

Gendtti — ~ durch Jf ist Im untereD Teile der Bigur ist statt der 

Tangente die Parallele C\ C" gesogen, weldhe nun die Berfihrende der beiden 

Ovale ist, die dort die andere Schar solineiden. So liat man neue Funkte 

und Tangenten der L^mni'jknf+Tischaren gefunden. 

Umgekehrt kann man z. H. fragen, wo die Lemniskate horizontale 
Tangenten hat. Für solche setze mau 180''^ 30= "270^ woraus ^ = — 30". 

Die Geraden ^ 30** und der Breunpuuktkreiü um M (mit Radius MA^^ \ 
geben die belareffenden vier Punkte an. Auf IfP^ und Ml\ liegen dann 
die entsprecliouden Punkte für die ganze Schar. 

6. Kine der physikalischen Deutungen ist die folgende: Man denke sieh 
den ersten Quadranten der Ebene als homugeue düime leitende Platte. Längs 
ihrer Uunder leite man Elektrizität ein und leite diese im Punkte Jf ab. 
Die Lemniekaten der beiden die Binder orthogonal sehneidenden Scharen 
sind fBr den station&ren Zustand Stromlinien, ^e Orthogonalschar gibt die 
Niveaulinien, d. h. die Kurven konstanten Potentials. Da in allen Kanälen 
gleichviel Elektrizität strömt, ist die Stroiiidiohte proyiortional den Dimensionen 
der kleinen Quadrate, also umgekehrt proportional der dritten Potena des Ab- 
ftandee von Jf. Die Erriae um Jf nnd Enrveu konelauter StnnDdichte, 
also Intensitilidnirven, die Geraden dnzch M sind Knrvea konstanter Strmn- 
richtung. Die Sache ändert sieh nicht, wenn man die Platte durch die 
Halblemniskate begrenzt 

Das „Vertauschungsproblem" kommt auf ioigendeü hinaus: Man leite 
in der Naohbarsdiaft von M Eiektrixitftt ein nnd dicht dabei aus. Die 
Stromkurven werden die Lemniskaten der orthogonalen Schar, die Niveaulinien 
sind die vorigen Stromlinien. Die Kreise und Geraden behalten ihre Bedeutung. 

7. Abnliclie Behaiidhmg lassen alle Abbildungen der orthogonalen 
Parailelenscharen durch Funktionen von der Form Z^^^" zu, wobei « 
zunächst eine ganze Zahl sei Bei sämtlichen treten die Geraden durch Null 
als Kurven paralleler TangentenxichtmigeD und die sugehörigen Kreise als 
Kurven konstanten Vergröfienmgsverldlltnisses auf, audi spielen die 
logarithmischen Spiralen durch den Punkt -f 1 ibre Bolle als Invarianten. 
An Stelle der vorliegenden Lemniskaten 2"'" Ordnung treten bei negativem 
Exponenten solche n^^ Ordnung, bei positivem dagegen kardioidischc Kurven- 
lyateme, im FUle n « 3 wirkliche Kardioiden. 

b meiner Arbeit ttber die Abbildung Z— und die Lemniskaten 
ft*" Ordnung, (Spelles Journal Bd. 83, hatte ich ebenso, wie in meinen iso> 

gonalen Verwandtschaften, den Fall der beiden Parallelscharen nicht be- 
rücksichtigt, der durch die Ähnlichkeit der entstehenden Kurven besonders 
instruktiv ist Auch bei der Abbildung der Strahlen durch M und die 
konzentrisehwi l&eise, auch für die zugehörigen Scharen log. Spiralen be- 
halten die konaentrisdien Kreise und Strahlen den Oharakter als Kurven 
glflidier Stromsttrfce nnd Strononehtung. 
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8. Bine physikalische Angelegenheit ist der eigentlicliB Grund zu diesAT 
Arbeit gewesen. Herr Prot Adr. GnAharS hat um das Jahr 1881 in den 

Comptes Rendus der Acadeniie des Sciences eine Beihe von Arbeiten über die 
nafh ihm iH-naunteu Farbenringe veröffentlicht. SeiiiP Deutung als Tjini*>n 
konstanten Totentials fand bei Hflmholtz volle Zustimmung. Von anderer 
akademischer Seite wurde sie angetoohteu. Die Kurven wurden als Int^u- 
sititekonren beaeioihnet. Bei den hier genannten Abbildungen aeigt sieh nun, 
daß die Intensit&tskurven koDientriache Krelso sind. Die gegnerischen Be- 
brniptungen sind dadurch gescblaj^en, denn (luetihards RinL-r- -"^iiren nichts 
von Kreisen. Helmholtz. mit dem ich auf der Königlichen Schulkonft'r»Mi/, 
von 1890 zusammenkam, sprach mit mir eingehend über das Unbegründete 
jener Gegnerschaft Er teilte mir mit, daB er drei seiner Assistenten nach- 
einander mit endgültiger Prüfung der Sachlage betraut habe. Jedesmal 
aber hiitten Änderungen in der Lebenslage der Herren die Vollendung der 
Arbeit gehindert. Er selbst wollte sie nun in die Hand nehmen, da er 
ja am 2. März 1882 in der Berliner Akademie über die Angelegenheit 
nutmuneiad gesprochmi habe« Sein Tod hat dies veduBdert So ist denn 
der ihm von gewisser Seit« gmachte Vcnrwnrf, er habe Intensitttts' und 
Potentialkurven miteinander Terwechselt, unerledigt geblieben. Über den 
Vorwurf selbst hatte er nur ein bezeichnendes Achselzucken und die Be- 
merkung, daß der Beweis daftlr nicht gegeben sei 

Schon in der Zeitschrift für Math. u. Ph. Bd. 42 (1897) habe ich durah 
eine Abhandlung „Über einen Sats der Fnnktionentheoiie und seine An- 
wendnng auf isothermische Kunrensysteme und einige Probleme der math. 
Phv'^iV*' die Anreornng 7m einer Austragung der Meinungsverschiedenheit 
gegeben und för tran/e Reihen solcher Probleme die Niveaulinien und die 
Intensit&tskurven augegeben. Auch dem jutzigeu Leiter der Aüuuieu für 
Math, und Physik reifte ich dne solche ein. Dieser wollte jedoch den 
Streit nicht noch einmal anfachen. An dem Problem selVtsf lialicn E. ^facb, 
W. Voigt. H. Meyer, V. Volterra, R<)iti, ^larijules mit vcr.^chicdcnem Krfol<.;e 
gearbeitet, H. We}>er in einem die Gegensätze versöhnenden Sinne. Erledigt 
ist aber die Sache nicht. 

Einige Arbeiten sdilieJSen sich an Biemaans Behandlung der NobiHscben 
Farbenringe an, in der jedoch auf die Polarisationswirkimg der Niedenichläge 
nicht eingecrangen wird. Die Versuche Ga^bhards haben ein anderes 
Arrangement. Man sieht die Ringe entstehen imd auseinanderlaufen, wie 
die Wellen nach dem Einwerfen eines Steine.s in ruhiges Wasser. Plötzlich 
stockt die Ausdehnung und die Weiterbildung hört auf. Die Niederschlftge 
haben einen Gegenstrom herrorg«mfen, der die elekbisahe StrSmung in der 
untersten Flü.ssigkeitsschicht vollstSndig aufhebt. In die Platte dringt 
dann, wie Helmholtz auseinandersetzte, überliaui)t nichts mehr 
ein. Das physikalische Intcnsitätsgeset/. für das Eindringen büßt seine Wirkung 
aus diesem Grunde ein. Das Problem ist also vom Riemannschen ganz und 
gar Tersehieden. Heines Wissens sitxm bei diesem die Spitsen der Elektroden 
anf der H etallplatte, und der Kontakt bleibt erhalten. Bei Guebhard scbwebeii 
sie über dem Metall, und gerade unter ihnen bilden sich mas.sige Nieder- 
schlage, die schließlich jede.s Eindringen in die Platte verhindern. Die 
Polaiiäationüwirkuug ist also bei Guebhard daä Entscheidende, bei Eiemauu 
wird sie ganz Temacblftssigt. 
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Jedenfalls sind die Gu^bhardschen Ringe den Potential kurven auffallend 
Uhnlich, während sie von den IntensitäLskurven durchaus abweichen. Dii" 
Ähnlichkeit in gewissen Feinheiten ist eine oft so auffallende, daß man 
wohl irgend einen grundsätzlichen Zusammenhang annehmen muß. Gerade 
bd dem Idar dargesieUtan ^blrai ist em einfaches üotondieidmi beider 
Kurrenarteii mSgÜch. 

Finden Abweichungen statt, so ist dies besonders in den Füllen, bei 
denen die Theorip unendlich große Plntten beansprucht, nichts Überraschen fies, 
auch dann, wenn die Form der Platte, die homogen und überall von der^ 
eelben geringen Dicke sein soll, mit der Form de« Gkatrogs nieht fiberein- 
stimmt. Und Abwflidmngen werden ja «idi bei der Kirdhhoffsehen Be- 
stimmungsmethode der KiTeanlinien beobachtet Man yf^ die Arbeit des 
Hexen Geffroy im Programm 1884 des st. Realgjmnasiimis zu Königsberg. 

Herr Harald Schütz von der Kgl. Maschinenbauscbule in Ilagen 
machte auf meine Anregung Versuche und benutzte dabei den Platintiegel 
als Gef&0 und Platte sugleidh nnd errei^te gerade bei niedrigw Flttssiglceits- 
s&ule, die das Problem möglichst zu einem zweidimensionalen macht, sehr 
putü Resultate. Ich m lelite mir den Vorschlag erlauhen, .sie a-it h in einem 
halbkugel förmigen Platintiegel zu machen xintl in diu Flüssigkeit einen nicht 
leitenden konzentrischen Körjier soweit einzutauchen, daß man eine konzen» 
trisehe Kngelsebicht als Flllssigkeit hat Dann witrde majy- die stationive 
Strömung in der Kugelfläche, sp&ter etwa auch in einem Troge, der einem 
halben Torus (Wulste) entspriebt, nach Qu^bhards Methode £tlr den Toms 
prüfen können. 

Im übrigen scheint es an der Zeit zu sein, den betred'enden elekl^o- 
lytiscben Vorgang endHoh soweit sa prttfen, d»0 man eine Theorio der 
Elektrolyse, die bis jetzt doob auf sohwachen Fflßeii steht, erh&lt nnd dabei 
auch die Frage der Gu^bhardschen Ringe b^er zu entscheiden versuohti 
als mit dem unbewiesenen Pchlapwortf' .Jntensitütskurven". Der Mathe- 
matiker steht der Angelegenheit uoparteuscb gegenüber und wird, auch 
wohlbegrfindete negative Urteile zu schätzen wissen. Da es deh aber ga* 
rade um Helmbolta handelt, fllblte ich mich rar vorliegenden Aaregnag 
veqiHichtot. Sonst würde ieb wahrscbeislieli den obigen elementaren Sendet^ 
fall nicht vorgel^ haben. 

Hagen i. W. G. HolzmOllbr. 

4. Sprechsaal für die Eiioykiopädie der mathematischen Wissenscliaften. 

[Einseuduiigeu für den bprcchsaal erbittet Frans Meyer, Königsberg i. PTi, 
Manmueahof, H«rsog Albreeht-AUee ST.] 
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Bände 3, 4, 5, 6, 7, 31, 32, 33, 50, 51, 52, 53, bin ich 
wieder in der Lage komplette Serien liefern zu könaea. 
Der Eioniprele flir dleae Bämle betrifft ja 2e Mark. 
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Lehrbuch der Elastizität. 

Von A. E. H. Lovoi 

M. D. Sa, F. B. S., ProfeMor «u der ÜniToniUt Oxford, 

Aatoiiaierte deutsche Ausgabe. Unter Mitwirkimg des Verfassers besorgt von 

Dr. Aloys Timpe, 

' > Asaijteat An der Toohnltohen Hofliitchale la D&ntig. 

Mit 75 Abbildungen im Text. [XVI u. 664 S.] gr. 8. 1907. In Leinwand geb. n. 16.— 

Der Love'sche „Treafcise on thc Mathematical Theory of Elasticity'' hat sich der 
präzisen und klaren Darstcdlungswoise and des crscb^pfonden Inhalts wegen auch in 
deutschen Matbciuutikcr-, Physiker- und Inj^eniourki-ciBen wohl eingebürgert. Eixie 
deutsche Übersetzung der eben jetzt erscheinenden zweiten Auflage des englischen 
Werkes dürfte daher von vornherein auf die Sympathien vieler rechnen, am «o mehr 
als wir, von den inzwischen veralteten klassischen Darstellungen der Elastizitätstheorie 
abgesehen, bisher kein umfassendes Lehrbuch der Elastizität in Deutschland besitzeji. 
Der Charakter des Buches ist derselbe geblieben, wie ihn der Verfasser in dorn Vor^ 
wort zur 1. Auflage gekennzeichnet hat: ein vollständiger Abrifi des gegenwftrtigeB 
Standes der Elastizitätstheorie, der in gleicher Weise auf die Behandlung der anf- 
treteiiden mathematischen Probleme wie auf die unmittelbar für die praktischen An- 
wendungen fruchtbaren Untersuchungen eingeht. Dabei sind weitschweifige analjtiafsbe 
Entwicklungen und Auefühnrngcn von ausschließlich abstrakt-matbematischem Inter- 
esse, in denen sich die Elastiker der italienischen Schule zuweilen verlieren, ebensosehr 
vermieden wie technii>che Einzelheiten. Was die Anlage des Buches anbetrijSt, $o 
sind durch den im letzten Dezennium gewaltig angeschwollenen Stoff einschneidende 
Änderungen gegenüber der ersten Auflage nOtig geworden. Überall sind, soweit 
irgend möglich, noch, die nenesten einschlägigen Arbeiten mit berücksichtigt, wie 
auch aus der Fülle von Literatumachweisen hervorgeht.. — Die dentsehe Axiagabe 
erstrebt in der Ausdrucksweise und speziell in der Terminologie eine mflgüichit 
treue Wiedergabc der Eigenart des Originals. 

Hierzu Beilagen von B. ii. Teubner in Leipzig, die wir der Beachtung onierFr 

Leser bestens empfehlen. 
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ABPHIV BEB MATHEMATIK UND PHYSIK. 

HrRAUSGEGEBEN VON E. LAMPE, W. FBANZ MEYER tTND E JAl£NKK 
J>BUCK UND VSRLAO TON B. Q. TETJSKJ&B £K LEIPZIQ. POST8ZKA80B 3. 

MT Alle fSr die Bcd&ktion bestimn^ten Sendungen (Briefe, 
S6Mi011MMmplare a. s, w.) sind au den genf ^üf^nftihrcndcn RedaJcteur: 

Prof. Dr. Jalinke, Berlin W 15| Ludwi^skiroliatTAAo 6^ 

Kx riehtMU Es nehmen «bar auoli Geheimer Bejelerniicmt Prol Hr. IL Lsrnpe In 
Berlla WÜ. SViBeneaatniBe und Prof. Or.W. Vrens Meyer In iLdaigebeqi L Pr.,' 
MaeanUhof, Hexsoff Albreeibt JlIlee-27, flendiingen für die Bedaktton «b. 

Die Herren VerfuMT erbelten tmentgeltlieb tob gröderoa Attft&tzen 80 mit 
ITmaohlas versehene Sonderebdrüeke. von kI«lner«B Beitsicaa« MitteUunsen, Betem- 
ekMMM «. e. v. 10 Abcdce der betr. 0eiMBi eine «rSAen AnnUdacecea, ala <ue tmanM» 
■n den HereMUnngekoeten. 

PV Jeder Band dea ArchiTs umfaßt 94 BmekbocaB in 4 Heften und kostet 
14 Marx; jährlich eoUen nicht mehr eis 6 Einiel« Hefte emgetebm werden. AUe Bucb^ 
baadlungen und Foetenetelten n ehmea BeetellttOKen an, 

Die RrdaktiOB ersucht dii" Herren Antürcn, in ihrem eigenen lutcrc'^se den 
Unfiuifi der fftr 4m Archiv bestimmteii Manaskripte Bach Möcliehkeit einsehräikea 
n wvlTei), da wir iolclie j^erin^eii Umfaif es AtndektUltt} ii ilehster Z«lt abredndkt 
ED weiden. Di»^ Rrdaktion teilt ferner mit, daS sie sieh durc!i deu Umfang des 
voriieseadeB ManuskripteiiioaterialB tfu die nächste Zeit verluiidert siefati laaaganü' 
dlawrntimk Im «xleiu« Iis AreiüT aifkuelMti. 
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Geradlinige Polygone extremen Inhalts. 

Von E. Study in Bonn. 

Die Fragft nach allen geschloBsenen Polygonen von gegebener 
Seitenzahl, s^efiebenem Umfang und extremem Flächenmliiilt ;^cheint 
ungeachtet ihres elementaren Charaktere noch nicht erschöjjfend 
untersucht worden zu sein. Nach der modernen Ansehauungsweiee 
nämlich hat ein geschlossenes Polygon von endlicher »Seitenzahl, auch 
wenn seine Seiten einander durchsetzen oder überdecken, immer 
€111 P H bestimmten Flächeninhalt, und dieser ist eine sowohl positiver 
als negativer Werte fiihige Größe, deren Vorzeichen abhängt von 
einem dem Polygon zugeschriebenen ümlaufssinn, uäiiilich von der 
Art, wie die Ecken zyklisch aufeinander folgen. Man lindet nun 
alsbald, daß jedes extreme Polygon regulär sein muß, daß nämlich 
seine Ecken auf einem Kreise liegen and in gleichen Abstanden auf 
«inindcr folgen. Die Frage aber, ob ein soldies regulärea Polygon 
faMcUidi eine extreme Mache hat, acheint bis jetrt nur behandelt 
wordaB au sein fOr den IVJl der ein&ohen Polygone der Uteren. 
Elementargeometrie, die die Ebene in swet Teile xeilegen. Zwar 
hat Weieratraß in einer Yorkaong Aber Yazialionareefaniuig Tom 
Jahre 1879, die dem Verfaaser durch eine Anaarbeitung bekannt ge> 
worden ist, aeiner Untwanchung den erwihnten modernen Begriff dea 
FlBeheninhaltea aognmde gel^ Er acheint jedoch nur nach Extremii 
«ztremorum gefragt au haben, ao daß von ihm die ftberachlagenen 
Polygone nachtriglidi wieder auBgeachloasen werden. Unmittelbar er> 
aichiUch acheint f&r dieae nur so Tiel zu sein, daß ein reguläres Polygon 
mit s. B. pOflitiTem Flacheninhalt nicht einem Minimum dieses Inhaltes 
entsprechen kann, und daß ein Stempolygon (wie das Pentagramma 
mysticum) mit stumpfen Winkeln zwischen aufeinander folgenden 
(orientierten) Seiten auch nicht au einem Maximum des Flächeninhaltes 
gehören kann. 

Wir reproduzieren lunacbst den Gedankengang Ton Weierstraß, 
soweit er die durch einmaliges DiÖerentiieren zu erlangenden Be- 
dingungen des Extremnms })etriüt. Allerdings handelt es sich dabei 

AnhiT du ItothamMlk and Phjrtik. UL SMht. XL 20 
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am eine Methode, die einer Ausdehnung auf Prohleme ähnlicher 
Art nicht fähig m sein scheint. Diese MeÜiode ist aher ein wahres 
Kabinetstttekclien uialytisehw Eleganz und verdient daher allgemeiner 
bekannt zu wsrden. Die weitere fintwieklong bildet dann eine An- 
wendung gewisser zyklischer Determinanten; sie dürfte, als ein Beispiel 
zur allgemeinen Theorie der Mazima und Minima, auch dann einiges 
Interesse behalten, wenn es p:elin^eii sollte, mit einer wesentlich ein- 
ÜAcheren Betrachtang znm Ziele zu kommen. 

1. Sind (iCj, i/j), . . . (x^, y^) die rechtwinkligen kartesiechen 
Kooruiüüten der Ecken irgend eines geschlossenen Polygons, eo ist 
dessen do])pelter Flächeninhalt, auch dem Vorzeichen nach, gegeben 
durch den Ausdruck 

(1) = Xiy, - Xfjfi + x^yg - «.y. + • • + x^^ - x^jf^. 
Setscoi wir dann 

(2) «i-y(«i-ari_,)« + (jf,-$ri-i7. 

wobei nifiilulo n kongruente Indizes als äquivalent zu erachten sind 
und für die \\ urzelgrüße das positive Vorzeichen zu wählen ist, ver- 
stehen wir ferner unter s irgend eine positive Konstante, so wird 
die Forderung eines unveränderlichen Um&ngs des Polygons (1, 2, . . . n) 
ausgedrückt durch die Gleichung 

(3) • ^ + ^4....4-s^_s = 0. 
Ist dann 

(4) C-2F+«{«i + . + 

SO iiefem die Gleichungen ^ =- 0, =» 0, oder 



nach Elimmation von f, und unter Zuziehung der Bedingung (3), not- 
wendige Bedingungen für einen extremen Wert der Große F. 

Der erwähnte Gedanke von Weierstraß besteht nun dann, die 
Gieiciiuugi u (5) d.tiluK b übersichtlicher zu gestalten, daß mau sie zu 
zweien zusammenfulji und als Gleichungen zwischen komplexw Größen 
darstellt Setzt man nämlich 

j - (^-i - ^i-i) + iyi - yi-i)h 



(6) 
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ao wild 

die Gleichungen (5) aber lassen sich schreiben: 
ICmi liat also 

' * 

(8) ^x.,-<^x- 

Die Seiten des zn sachenden Polygons haben demnach alle dieselbe 
übigo Die Gleicbiuig (7) nimmt jetzt die Form an 

19) . - 

Die Paare aufeinander folgender Seiten des Polygons schließen 
daher alle denselben Winkel ein. Das Folygtm ist folyUcJt regulär. 

8. Wir betraehten sonidut wieder ein beliebiges geschlossenes 
Polygon, mit den pontiTen 8eitsnliii|p« ^» . . . s^. Auf den geradlin^an 
Triigsr der Aten Seite dieses Polygons fallen wir vom An&ogspunkte 

der Koordinaten ans mne Senkrechte, und dieser schreiben wir eine 
aolche positive Bichtimg sn, daß doreh deren im positiven Sinne ans- 
geführte Drehung um einen rechten Winkel. die dem Umlaufssinne 
des Polygons entsprechende positive Richtung der Polygonseite erhalten 
wird. Der Triger dieser PolygonsMte erhalt dann eine Gleichung der Form 

(10) ooe ©2 • + ®a • y — Pa " ^» 

worin &i den mod. 2z bestimmten Winkel zwischen der positiven 
Richtung der x-Achse und der, wie angegeben, orientierten Normale 
bedeutet, aber den Abstand der orientierten PolygODseite vom 
Anfiingspnnkte der Koordinaten beaeicbnet, gemessen im positiven 
Sinne der Nonnale. Der gemeinsame Endpunkt der Aten und der 
(JL 4- l)ten Polygonseite erlüUt nun die Koordinaten x^, y^, wofern 

80* 
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gesetst wird. Ffir die lÄDge der Seite «4 aber eigibt eioh der poeitii« 
Werl 

Si - (ffi -Ifi^i) ■ cos ~ {Xj, - Xi_^) ' sin 

oder 

Wie fibrigena auch unmittelbar evident, wird demnaoh der Um&ng dea 
Polygons, wenn kein geatieekter Winkd 0]^^^ ~ 9, ▼orkomm^ gegeben 
durch den llusdruok 

^HUinnd fUar den doppeLten Ftteheniiibalt 8F— ^ sich die eben- 
falls leicht geometrisch abzuleitende Formel 

(W) 2F= ;2^{ü>,„ +pj'tg*i±^?»- - pj« 0% ?i±V^'| 

findet. Ist das Polygon insbesondere regulär, und verlegt man den 
Anfangspunkt der Koordinaten in semen Mittelpunkt» so kann man in 

der Regel tg ^ t, Pi^P Mtnn, wodundi die einfiusiieii 

Gleichungen 

(löj s-^2npij F-^npH 

entstehen. Ausgenommen ist nur, bei geraden Warten der Zahl n, 
der triviale Fall ^x^i— 0i = a, mod. 27t, Daa Polygon reduziert sich 
dann auf ein M-mal überdecktes Stück einer geraden Linie. Sein 
FlachetHiihalt ist gleich Null und kann also nicht Eztremnm sein. 
Wir dürfen diesen singularen Fall fernerhin ausschließen. 

Wir gehen jeixt zn einem dem ni^pil&ren Poljf^n i^benaohbarten'' 
Polygon Aber, indem wir 

setsen. D« bei dar Variation des Polygons die Summe der Winks] 
arctg {t + i;^) konstant bleiben muB, so hat man, bei binreiohend 
kleinen Werten Ton ij^, » . ,fj„ 

(16) (X + -t^nli- 0, 

und da auch der Umfrng des Polygons konstant bleiben soll, so ist 
auBerdem, snfolge (13), 

(17) 2|, -f 2^ -^^nxiK + h^x) - O- 
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. Unter Bennisung dieaer FomMlii erhilt niui f&r den vierfiMsbe)^ 
Zuwachs At^F der Polygonfliehe den Auadmck 

- -2^' + ^ '^^^^ - 1 - V + • • 

wobei die nicht hingescbriebeneii Glieder in den als hinreicheud kleia 
voraaszusei^ndeo Größen von höherer als der zweiten Ordnung 

sind. Bezeichnen wir also schließlich mit 2 6» den im positiven Sinne 
gemesseiiCü Winkel zwischen zwei aufeinander folgenden Seiten de| 
orientierten regulären Polygons, so erhalten wir die Uleichung 

-pi . rin* 21» -^ijS - 2 eoB 28 -^"Aj + + • f 

deren Inhalt wir nun näher zu untersuchen haben werden. Es kommt 
dabei oöenbar zunächst an auf das Vorzeichen der rechts in (18) 
stehenden quadratischen Form, deren Argumente durch die Gleichungen 
(16) und (17) yerbunden sind, für hinreichend kleine Werte dieser 
Argumente. Wählen wir diese nun bo klein, daß wir ihre Quadrate 
und Produkte vernachlässigen und die Reihe (IG) schon nach dem 
ersten Gliede abbrechen dürfen, so liefern uns die Gleichungen (16) 
und (17) die einfacheren Beziehüngen 

Es genügt, das Vorzeichen der quadratischen Form in (18) unter 
dieser Voraussetzung zu bestimmen. Diese quadratische Form aber 
aetEt sich zusammen aus einer deiiniten und zwar ii^;atiTeii Form, die 
nur toq den QiAfien i;^ abhängt, und einer zweiten gnadiatiselien Fonn, 
die nur von den Größen \ abh&Dgi') 

Sollie sich also finden, daß aneh diese zweite Form definit ist^ 
•o wttrde das betraohtete reguläre Polygon eveniiiell einem Extremnm 
dea Fläebeninhalts entspreeben, nämlich dann und nur dann, wenn 
nach die aweite Form nur negatirer Werte fähig wäre. Findet sieh 
zweitens, daß die zweite quadratische Form indefinit (semiddfinit) ist, 
aber positive Werte nicht annehmen kann, so liefern die quadratischen 

1) Übrigfloi ist M nfitdidi tu bemerksD, daft die Gleichung ^h^>^0 und 
mit ibr die Gleiehang ' 

. sin 2 © « — CO» 2 e ^/jj + 1 

nicht Tuir in der Grenze, Rondem allgemein gilt, wenxt man VOn VOm herein 
•äuitliche Zuwachse i) gleich NuU setet. 
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Glieder alleüi noch keine Entecbeidiuig. Findet sich endlich, daß die 
zweite Form eovolil ponÜTer o1* negatirar Werte ßüag ist, ao kum 
kein £xtremum vorliegen. 

Es wird nun die aas den Großen i^^ znaammengesetzte quadratische 
Form definit sein oder semidefinit, oder endlich indefinit, aber nicht 
semidefinit, je nachdem die Gleiehiuig (n — l)ten Grades 



-1 
0 

0 

-1 
1 



-1 , 

2cos20-p, 
-1 . 



0 
1 



0 , 

-1 , 

2cos2Ö — ^, 



0 
1 



0, -1, 1 

0, 1 
0, 1 



0. 



. -1, 1 

. . . . 1, 0 



iknü. Wurzeln Qi, - • • Q^^t Bämmtlich reell sind, ausschließlich positive 
Ton Null verschiedene Wurzeln, oder auch Tenchwindende odejr 
endlich negative Wurzeln zulaßt. 

Um den Wert ^{q) der angeführten (n + 1)- reihigen Determinante 
zu ermitteln, schreiben wir r an Stelle von 2 cos 20 — q und addieren 
dann die n ersten Keiheu zur letzten. So ergibt sich 



(r-2)a>(p)^ n 



r 

-1 

0 

- 1 



-1 0 
r -1 

- 1 r 



-1 
0 
0 



-1 



Die nur ««reihiga Beierminante reohte in dieser Gleichung ist 
eine BOgenannie Zirkalante. Ihr Wert kann, wie bekannt, leioht 
dadurch berechnet werden, daß man sie mit einer sweitan Deter> 
minante, nämlidi mit dem Diffierenamprodukt der «ten Einheits- 
wnraeln mnltiplisieri Sefact man, unter s irgend eine nte 
wurael Terstehend, 



^(i) — r — « — «* 



so ergibt sich als Wert der Zirkulante das über sämtiliche »te 
Einheitswurzclo erstreckte Produkt 

als Wert der vorgelegten Determinante erhält man also »chlieiihch, 



Digitized by Google 



Gendlittige Polygon« extremen Inhalta. 



wenn e^, ... €^_i die von der Einheit TerachiedeiMn nten Einheitewaneln 
benichiMEn, den Atudmck 

1 

Die Wuneln der Gleichung — 0 eind ako, bei gagefaenan 
Werte 

n 

die Gidfien 

(21) — 2{coÄ^ — cos — }• .»-i^ 

Hat also die (nach VorauBsetztmg übrigens Ton ~ verschiedene) 

Zahl k keinen der Werte 1, « — 1, so finden sich unter den ^Vurzeln 
immer negativer Keines der ühnsrhlngencrij insbesondere auch hrines der 
meh)faeh nmlanfrvni reffitinrtn l'olygone gehört m einem Exirnnum rf/v? 
I'läehtmnhuik'S. Ist aber A* = 1 oder A: = w — 1 , so lie^ der zweite 
der oben unterschiedenen drei lälie vor. Dann hui uiau es mit einem 
einfachen Polygon zu tun, das die Ebene in zwei Teile zerlegt. Die 
zugehörige quüJratischo Form ist ofi'enbar negativ-soimdetiuit. Wollten 
wir jetzt auf dem betretenen Wege weitergehen, so würden auch die 
Glieder höherer Ordnung in dem Ausdruck von ztF zu berücksichtigen 
sein, und eine solche Untersuchung wfirde schwerlich sehr einfach 
ausfallen, angedcbts de« Umstandea, dafi ansdionend viel einfiMhere 
Problttue ähnlicher Art sdum ernsthafte Bdiwierigk^ten bieten. 

Hier seisi nnui wie man sagen dar^ glflcUiGherweise, «ne andere 
Argumentation ein, derzufolge fttr den Fall einfaeher Polygone die 
EntUtu regulärer Extreme im TOrans erschlosasii werden kann, ao 
daß ebie weitere üntersaehnng entbehiüch wird. Weiers traB bat 
«ach dieses, in der erwilmten Vorlesung, atudllhrlich dargelegt Da 
aber die hierbei angewendet» Schlnflfolge gegenwärtig Qemeingat aller 
Mathematiker geworden ist, so ^uben wir nicht weita auf den 
Gegenstand «ii^hoi an sollen. 

Die attsprecbende Frage der Vsriationsredmnng wOrde die sein, 
ob ein mehrfach umlanfener Kreis eine extreme Fläche hat. Sie ist 
im Augenblicke im negativen Sinne an beantworten. 
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Pavl Stäckiu.: 



Angenäherte Berechnung eines Bogens, 
Ton dem man den Sinus and den Goeinns kennt 

Von Paul Stäckel in HannoTer. 

1« Fdr die Beredmuig eines Bogem x Uemer «Is Ton dem 
man den Siiuu und Connns kennt, hat Nicolane GuBanna eine 
NaheningdlDimel augegeben, die in moderner Bewicbnung besagt^ daft 
der Bogen x nflhenmgBweiae gleidi 

I + «Ol« 

ist. Hiervou ausgehend hat E. Lampe, 3{athrsis (2) 7 (1897), S. 130 
eine Reihe weiterer Näherimgsfonneln entwickelt, indem er die Auf- 
gabe stellte, in den ÄnsdrÖcken 

LJ^) — « — (oi sin» 4- «i 8in iJa; -f «1 ein 3a; -j- • • - + sin nx) 

und 

L ix] X ^ + MO 8a + i| s in 3x + • • • -f* 

die Eoeffiaienteii On . . o^; 5^, . . ., 5, und «i, . . so an 
bestimmen, daß die Entwieklimg nach Potensen von x mit einer 
md^chst hohen Potens begbnt') Wihiend Lampe die Ermittehug 
Ton hj^s^ ftr beliebiges n und von iBr kleinere Werte von » 

nnd t mittels der Methode der nnbestimmten Koeffiaienten dnrdigelllhit 
hatte, habe ich in einer kflrzlich erschienenen Note^ JfoAems (3) 6 (1906), 
S. 69f gexeigt, daß man L^(x) auf einem anderen Wege fast ohne 
Rechnung finden kann, und daß sich dabei eine markwürdige Eigen- 
schaft der Fonktionen L^(x) nnd L^^ix) ergibt. Da es mir inzwisehen 

1) hiiier treundlichen Mitteilung Lumpes entnehme ich, daü uach A. Aobry« 
J. de math. spec. (4) 2 (1893), S. 184, 198, (4) 3 (1894), S. 202 der N&henmgt- 
auMÜmck L^ ^ schon bei I; Newton vofkomiDt, «ad daB, ebeuflftUa nach A. Anbry, 
El Progreso mat. (9) 2 (1900), S. 289 Chr. Kramp die NftherungsauadiOdt» 
-^s,s -^4,3 i^ufgestent und die ohere Grenze der Abweichung für 
Winkel bis 7.n f'-o" bestimmt hat Aubry verwoisf dahei auf den fftnften Hand 
der Annales de (Jcrgonne vom Jahre 1814. Dieser Band enthUt in der Tat aatro- 
nomisohe Abhandlangen ¥on Kramp, jedodh hat Lampe iu ihnen jene FonnebL 
nioht entdecken kAnn«i. In diesem Zwammenhange mOgen eadlieh andi die- 
olfganten Rechnmigen in Erinnernng gebracht werden, die J. Fourier in seiner 
Theorie OMo^'^Me de la Mair, Parii Seetion VI, % 807—818 aageetelli hat. 
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getangat ist, die BetnMshiuiigea noch weiter m jemaiSnäiw, eriavb» 
leb mir, den Leeem des ArehiTs meine SigelnuBse mitmteflen, die für 
Übungen in der Differential- und IntegralieohnQng mit NiitMn Yer- 
wendnng finden können. 

2. Setst man 
eo wird: 

(2u) = 2 m — (ttj ain 2 i* 4- sin 4 u -f «j am ti M -|- • • • -j- sin 2 nu), 
und es ist daher 

— 5u ^ ^ ~ ®®* 2 M 4- 4 ttg cos 4fi i- öoj cos Ou -j ^2na^ cos2iiu). 

Beginnt aber die Entwicklung von L^{2u) mit der möglichst hoben 
Potenz Ton #, so gilt dasselbe Ton der Ableitung nach u. Nnn ist 
eoB2a« eine ganse latioude Funktion de« Giades 2« Ton sin«^ mithin 
wird die Ableitung eine ganze Funktion des Grades 2n TOn siniiw 
Unter aUen ganzen Funktionen 2»** Grades Ton mnu beginnt aber die 
Entwicklung der Funktion 

A sin'*«, 

wo A eine Konstante bedeutet, mit der höchsten, nämlich der 
2||t«u Potenz Ton w, folglich ist 

also 



2u) ^ Ä J* wBf*ud^f 



wo A eine noch zu bestimmende Konstante bedeutet. Um die In- 
tegration auszuitlhren, hat man die bekannte Formel 



a = l 



ZU benutaen, und erhält sofort: 



und hieraus: 
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298 Pa«. SriOHL: 

Der Koeffisiant jw x in L„{x) soll gkioh 1 Min, mithin ist 

und so ergibt sieh sohlieBlich: 

2 • « : »f ' 

tral 

genau wie ])ei Lampe. 



D» die Ableitnog 

— — — - am' ■ — 



dx (8n)! 

isl^ also stets positiTO Werte hat^ wächst der Fehler, den man b^^t^ 
wenn msn x durch 



(2m)I ' U— «/ « 



■•1 



ersetzt, mit wachsendem bei kleinem ;c aber wird er näherungsweise 
^ieh dem «rsten GUede sein, das in der EntwioUnag dieses Aus- 
druckes nach Potensen toh x hinter x selbst wirklieh «iftritt. Dieses 
Glied hat die Form C^a^*'*'K Um den Koeffisienten so bestimmeu, 

braucht man nur zu beachten, daß die Entwicklung Ton ^^^^ nach 
Potenzen von x mit — C^{9n + beginxit, folglich ist: 

und daher 

(2"»7 + 'l)!» 

bei Lampe war C„ nur für n =* 2, 3, 4, 5 bestimmt worden. 

3. Um angenäherte Werte des BogeoB als Funktion der su* 

gehörigen Werte des Sinns und Cosinus zu finden, ersetzt Lampe in 
X„(r) siur, sin^o:, siu'ix,*,, durch ihre Werte in sina; und cosx 
und erhält so 

LJ^x) ^x — sind; (Jq + eos:B + il, cos'« + cos*:r 

+ cos» 

filr « = 2, 3, 4, 5 führt er die mühsame Rechnung wirklich durch. 
Aus der Formel fttr die Ableitung Ton L^{x): 

(8) ^Mf^ - !L" = sin»- £ 

W dx (8n)l ^ 8 
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aber ergibt sich ein einfaches Verfahren, die Koeffizienten Aq^ . , . 
duzoh Bekuaiini m enniitoliL £■ ist namlioh einenettt nMsh (3): 

«aderereeitB nach (2): 

clL (x) 

— 1 — COB^V^ -\- A^ COB X A^ C!08*Jl "j- • • "h A^^i C08"~^aj) 

+ (1 — coi* jp) + 2 <K» + BA^ cob*x -| K»— 1) J,. j üo>^ 

und durch Vergleicbong der beideii rechten Seiten eigibt sich, da die 
Koeffitioatea, der einwrfnen Potenzen toa eoe« flbereinBtimmen mflneniy 
daa Syatem lioeaier Gleichmigea: 

•»-^i-l— (— 1)"'* (2n)t » 



(I. - 2)4.-.- (- + (• - i^)^-«' 

dam kommt noch, bei Yere^eichung der abaolaten Glieder, die Relation: 

die man aar Prüfung der Rechnung benntzen kann. 
4« Wenn man in 

Zähler und Nenner nach Potenzen von x entwickelt, so beginnt die 
Entwicklung des Nenners mit dem Oliede 

«^0 + ^ + ^ H + <^r> 

das als von Null verschieden vorausgesetzt werden möge; bei der 

Bestimmung von Cq, c^, (\ nach der Methode der Reihenentwicklung 
mit unbestimmten Koeffi^ipiiteii ergibt sich in der Tat immer eine 
von Null verschiedene Summe dieser Koeffizienten. 
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Soll jetzt die Entwicklung Ton L^ri^) Potenzen Ton x mit 
einer möglichst hohen Potenz von x beginnen, so gilt daM^be TOn der 
Ableitimg nach x, die sich aU ein Bruch mit dem Nenner 

ergiht, während der Zaliier sich als eine ganze Funktion von cosx des 
Grades n+r darstt^llen läßt; denn wenn m eine ganze positive Zahl 
ist, 80 wird cos w f eine ganze Funktion des Grades m von cosx, 
sin mo; aber gleich sin r mal einer ganzen Funktion des Oradea m — 1 
von Cosa:. Die Entwicklung der Ableitung von nach Potenzen 

von X b^nnt aber, weil c^, + + • • • + von Null verschieden ist^ 
mit derselben Potenz, wie die des Zählers, folglich muß man dafOr 
■orgen, daft diese mit einer möglichst hohem Potei» von x anfangt. 
Seist man vieder 

X'^2u, 

m wird der Zähler eine ganze Funktion des ürades 2 (n + r) von 
sinu, mithin muß er die Form 

Laben, wo B eine noeb aa beetinmietide Konstante bedentei 
Hiexana folgt, dafi die merkwürdige Formel ^t: 

dL (X) Ä«n«(-^^>| 



dx (*b + <i c<»«,+ • * • + e^ooir»)* ♦ 

ist z. B. M — 2, r *- 1, so erhält mau: 

d / 28«iii« -|- riaSxX IMsin y 

dxV 18 + i« W«;'" (16+ IS cos«)*' 

Ans den von Lampe gefnudenen Funktionen L„,r{x) kann man so 
interessante Aufgaben der DiflÜBientialrechnnng entnehmen; nm das 
Auftreten des halben Bogens zu Termeiden, wird man gut tun, x^2u 
einxoftthren. Dagegen ergibt sieh auf diesem Wege nicht die nnmittel* 
bare Bestimmung dar Konstanten \f . . e^, . . .^ü,; B. Man könnte 
awar den Ausdruck (4) für die Ableitung Ton L»^r{x) daaa benutaen, 
allein die Gleichungen, die man erhSlt, sind so verwiekelt, daB ohne 
Zweifel die Methode der Beihenentwicklung mit unbestimmten Koeffi- 
aienten den Yorzng Terdient 

Hanno r er, im Juni 1906. 
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Einige neue Foraehi 
SQT angenftherton Bereelmang das Bebens ans Am Sbras. 

Von Emil Lampe in Berlin. 

Seit der Vcröfifentlichang des Aufsatzes, zu dem Herr Stäckel in 
d«n vorangehenden Artikel eine elegante Vereinfachung In der Herleitnng 
der dort gegebenen Formeln mitteilt, habe ich in Verallgemeinerung 
der Beziehung, auf welche sieb die Hujgenssche Nuherungskonstruk- 

tion für die Lange eines Kreisbogens znrückfflliren laßt, einige neue 
Formeln für meine t'bungen in der höheren Miitheniatilc inift^estcllt, 
die ich bei dieser Gelegenheit 2U gleichem Gebrauche für andere Lehrer 
abdrucken lasse. 

Hau setze das Produkt: 

!)(«* ^ i)(a« _ 1) . . . (a«-- 1) - p., 

also 

P,-fl»-l, P.-(a«-l)(«*-l), P,-(a«-l)(«*-l)(a«-l), 

80 ist: 

p (-•iii* + a'imj)-*-..;^,+ • , 

1 / . .O* — 1 .T . ^ . x\ , x'' , 

4- ( sin * - a» sin * + .^^^^ i sin 4 

_ . am ^ + ö»* sm - af + + . . , 

1 . a; 
, sin 
1 a' 

— sin -X + a"sui ~i] 



sin« + a' 



Sin — — a' • 



1 



,1» 



— 1 a« — 1 



a«— 1 



, Bin 
1 a 



o' - 1 



g'« — 



ISI 



+ 
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302 EbuoMi» Lakda« und Orro Tobput»: 

Diese Foriuelu erweisen sich ais besondere Fälle der Iblgeuden: 

m A tt — 1 a — 1. X 
o* — 1 a* — 1 a" 



(— 1)*/ . 1 «a*"-! • ^ , 1 

P \ a* i a ' 



o» _ 1 a« — 1 a« — 1 ~ ö» 



— fl^'*- — ^ — ^ • -i- • _« . Sin — 



+ — la — Ifl — 1 a — i.x 
*» a»— 1 o* — 1 o« — 1 a* 

+ l)*a»t-+» 8iD ^ a- + + • • • . 

Seist man a — 2 und a glmdi einem aliquoten Teile von », deaaea 
Sbni bekannt ist, z. B. ^sr, usw., so lassen sich die Sinns von 
i^i i^t leicht berechnen, und man kann daher die Yorstehenden 
Fomeln anr angenSherten Bezeehnnng ▼on 9( benutzen. 
Fftr a ^ 2 lauten die obigen Formeb: 

sinx + « sin =- a; - g/f^j + • • 
^^sin X — 40 üui ^ -H i^äli sin fj ^ x + + ■ i 
(- sin « + 168 sin f - 5376 sin f + 32 768 sin |) - » - ^. f ^ + . • > 
mVs (sin«- 6BO0in | + l>13928in j - 2785280sin f + 16777216 sin ^) 

Berliü, den 7. März 1907. 



Über die gritftte Schwankung mm analytiaclMB Funktion 

in einem Erdiee. 

Von Edkukd Landau in Berlin und Otto Tobputx in Göttingen. 

1. Es sei 9:;(^') eine für \x '^R rej^iiläro analytisclie Fuiiklion. 
Es sei T) ihre größte Schwankung auf der Grenze, d. h. der t^rußte 
Wert von ' (f>i(i'^ — fpO>) i filr |aj->22, j6|-"jK. Dann ist, wie Herr 
Sohottky^) bewiesen hat^ 2 D 
■9''(0)|^-^ 

1) „Über die Worts clnvankuniTon der harmoniBchen Funktionen 7weipr ri > Ilcn 
Vör&nderliclien und der Fnüktinnt n eines komplexen Argument«", Journal für die 
reine and augewaudi« Mathematik, Bd. 117, 1891, 6. 26ä. 
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und, wie B. L»iid*ii') bewiesan htA, logar 

£b ingfc sich mm, ob die Konstiuite dnrcli eine noek kleinere 

ereetst werden kernig imd, wenn diei der FsH iet, welehee die Ueinrt- 
mdgUche Eonetente ist D. h. es fingt nek, welche Konstante u den 
beiden Bedingungen genflgfc: 

1) Jede für regnlare Fonktion erfUlt die Benehnng 

2) Es gibt bei geg-ebencra ö > 0 eine Funktion ^{x), weiche in 
einem Kreise j o; | ^ ^ regulär ist, und f&r welche 

|v'(0)f>(«-d)| 

ist 



£b ist jedenfells 



da fOr eine lineare Fonktion 

- ^» + 

nnd bdieb^;ee R>0 

l»'(0)l-K,-;^>G-'>)i 

ist Femer iet naek Herrn Schottky 
nnd nach E. Landau 

« < = 0,577 .... 

aleo 

Es ist uns nun die Bestimmung von u gelungen, und zwar ist 

1 



1) MÜb«r euige Qii|^«idib«itsb«Kiebiuig«ii in der Tkeori« der aiialytiMlieik 
Fmiklioiifla", AzduT der Mathematik aad Phyrik, 8. Reihe, Bd. 11, 19M« S. 
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wie wir im Folgenden beweisen wollen. Die Beb&aptnng laatet aleo: 
jyWenu ^(x) für \x\^B regulär ist, so igt 

Anders ansgedrOcU: ^^Wenn 

9(») — 0, + Oj« + • . • 
für \x reguUur ist, so gibt es ein ?Milfniiiiitr a, h, ffkr welches 

und 

(2) l9>(«)-9Wlä2ÄKI 

iaif*. 

Wir werden sogar zeigen, daß (2) stets fOr ein. passend gewähltes 
Zahlenpur h erfUlt isl^ das den Bedingungen 

|flj-jj, 6^-« 

genügt. 

In der Tat ist für j | ^ i2 die Funktion 

q>{x) — <p{—x) 



ix 



— -i- a^x* + Ojjr* + 



regulär; da der absolute Betrag einer fiir ^ R reguKren Funktion 
seinen größten Wert des Gebietes ^ R in mindestens einem Punkte 
der Peripherie | o: { ■— erreicht, gibt es ein a, für das 



|a|-JB, 



2a 



ist, abo 

i9(a)-ijp(-a)l ^2R\a,\, 

was zu beweisen war. 

2. Dieee Tateaohe IftBt sieh auch durch folgende Sohlfisse begründen, 
bei deren AurfUhrung uns eine Hitteilnng des Henrn Fej^r Aber ein 
anderes Problem') beeinflußt bat Es ist 



1) Dasselbe besog sich auf Funktionen reeller Variablen. 
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über die grOBI« Bdnra&lnuig <iii«r ftnalytudMii Fonktion in etaem SjvIm. 
wo X dm Kieifl Me^* in poaitiyeiii Sinne doicUAiift, also 

ix 



n tjff 



— « 0 

folglich 

und daher, wenn D' das Maximum Ton 1 9> (a) — 9» (— a) | für | a | » iS 
bezieidmet, 

4«JBi9)'(0;1^2«.D', 

!9'(0)1<^^'<^§. 

8« NaehcU»m wir diMO Beweise der BeUtion. 

gebunden VmtU n, vermuteten wir, duit m ihr daä Gleichheiisaeichen uur 
für die iiaeure l'uuktioD 

(und beliebiges R) giit^ daß also für jede andere Funktion und jedes R 

ist Wür toütflo den Inliali der obigen Nammem 1 und 8 sowie diese 
Vermntiing Herrn Hartogs mit nnd Terdanken ihm Mgenden Beweis 
jener TatsachOi also des Sataee: 



^Wenn 



für \x ^<li regulär und 

II 1 ^ 

ist, so ist 

«2 = <h = = flr, = •••=■ 0* 
Arehir der Matbomstik und Pbjraik. Iii. U«ib«. XI. tl 
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Aq« der VomuBsetanuig folgt w^;eii 

zonachBt, daB 

irt, da sonil in einem paBiend n-ahlbAren Punkte der Peripherie 
«bo 

i>>2J2iaj| 

wäre. Demnach ist 

q>(x) — 9 (— — 20^4;. 

Wenn ^(x) nieht a^ + aid; ist, ist ^'(c) nicht konstant; daher 
l&ßt aiefa, faOa a,H-0 itt^), a eo wühlen, daB |a| -Jft und*) ö^«»» 
nicht reell ist Wird ^ 

geeetst, so ist für reelle 9 

- 1 y (ac^O - 9 W + 2aai I { y (äe" - y (ä) + 2ää^ ) , 
cl{|y(a <^^-y(-a)|«| 

- äte- '^'^'Ca^?-'^') {9(ae-*') - ^ (a) + 2oa, ) 
- 2« {ai«*>'(«»«^0 (v(öe-*'; - y W + 2ää,)}. 
Der Weirt dieser Ahloitong fQr ^ 0 ist 

also Yon Null Tcrschieden. Daher gibt es ein reelles 0*, f&r welches 

I 9 ~ <;r (- ay* > I ^(«) - (- - 4iP 1 a, I» 
i9(rtc^')-95(-tt)|>2ii|aj[ 
isty sodaBy entgegen der Voranssetsnng, 



wäre. 



Ij Für 0,-^0 ist die Boliatiptnog trivial. 

2) M bezeichne im Folgeuden die lu f koiyugierto komplexe Oröbe. 
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4. Wir wollen noninehr folgenden allgemeineren Satz beweisen: 
„Wenn g>{x) für j^l^B regaliu ist und die größte Schwaniping 

Ton 9(k) ftr |«| — r beMichneti wo 0<r^B uA, w ninunt ^ 

mit wachxodeia r niemab ab, d. k fttr 0<r<r^i2 ist 

(8) 

Hierin ist die in 1 und 2 bewiesene Uelation (1) enthalten, da 
offenbar 

W Um5£-2,<(0)| 

r=-0 

ist ond aus (3) und (4) 
folgt. 

Die Behauptung (3) beweisen wir lolgendermafieo. Die Funktion 
fweier Variablen 

tp (x) — tfjxy) 

X 

ist för \x\ <U^ |y|^l regulär; das Maxunuia ihre.s absoluten Be- 
trages für jj-l = r, if/' 1 ist ülgo kleiner oder eben so grob als das 
Maximum ihres absoluten Betrages für , | — r, ^ =■ 1, ytoO<^r<ir^R 
isty womit die Kelation (3) bewiesen ist. 

Den 7. Oktober 1906. 



Das Abrollen von Kurven bei geradliniger Bewegung eines 

Pnnktos* 

Bemerkungen zu dem Aufsatze gleichen Titck vou T. Kukott [Archiv (3) 11, 

1906, 60—63]. 

Von H. WiBLBiTNEB in Speyer. 

An der angeführten Stellr liui Herr Kokott mehrere Beispiele 
gegeben für den Fall, daü eini' Kurve auf einer andern alirollt, wo^ 
bei ein fester Punkt Acr Ebettiv der er!^f»^n Kurve eine Gerade be- 
schreibt. Es war dem Verlaböer dabei oüeubar entganfitn. daß alle 
diese Beispiele, mit Ausnahme vielleicht von Nr. 7, bereits bekannt nid. 
Sie find, mehr oder minder explizit, z. B. enthalten in E. Cesaros 
Varlesutiyen über natürlidie Geometrie, Leipzig (Teubner) 1901. Da. sie 
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aber auch dort nur gdtgeiiilicb anffcreten, ist es fttr die Leser des 
Archivs vielleicht von Interessej wenn ich im folgenden, unter Her- 
vorbehung eines alle Beispiele umfassenden Satoee, der bei Herrn Kokott 
ebenfalls fehlt, eine Zosammenstellung yeranehe, wie sie unserer heutigen 
Kenntnis entsprechen mag. 

Das Band, das alle derartige Sitae ▼erknapft, ist das Theorem 
Ton Uabich^): 

Wenn hei der Ahvicklung einer Kurve K auf einer Geraden F ein 
in der El>me der Kurve fester Punkt P eine Kurve A hrscJireiht, so lä^ 
die Fußputdiicun r O ron K in hezug auf P, icenn sie (Mf A ab- 
roUt, den Putiki P die Gerade F heschreihen. 

Ist nun K eine Sinusspirale'), P ihr Pol, so wird A zu einer be- 
stimmten Ribaucourschen Kurve, O ist aber wiedor eine andere 
Sinusspirale, und so erhalt man als Spezialfall des Habichschen 
Theorems den Satz: 

Rollt eine Sinusspirale vom Index n auf einer Jlihaucour sehen Kurve 
vom Index 2n — 1, so beadur&bi ihr Pol die geradlinige IHrdUrix der 
letzteren. 

Diese beiden Satze, im Verein mit der Nr. 7 des Herrn Kokott, 
die sich nicht recht einfügt (s. unten Nr. 7) crebpn zu folgenden Bei- 
spielen Veranlassung, wo bekannte Kurven aufeinander rollen. 

I. Tst K ein Kreis, so beschreibt ein beliebiger Punkt P seiner 
Ebene eine Zyidoide (1. v< rsThluugoue 2. gespitzte — 3. peschwpifte). 
<J> ist dann eine Pascalsche bebnecke (1. mit Knoten — 2. mit Spitze = 
Kardioifb' — 3. mit isoliertem Punkt). P ist der Doppelpunkt der 
Schnecke; er beschreibt die Direktrix der Zykloide (^Kokott Nr. 2 nnd 3). 

2a. Ist K ein Kegelschnitt (1. Ellipse — 2. Parabel — 3. Hyper- 
bel), 80 beschreibt ein Brennpunkt P eine Del annay Rehe Kurve 1 1. ellip- 
tische — 2. gemeine — 3. hyperbolisch^ Ki ttenliuie). Die Fußpunkt- 
kurve ist ein i\rei8 oder im Falle 2 eine Gerade (Kokott Nr. 6). 
P ist ein beliebiger i^uniit der Ebene des Kreises oder der Geraden. 

2b. Es sei P der Mittelpunkt eines Kegelbchnittes K. Dann 
ist A eine Sturmsche Kurve. <t> ist eine Boothsche Lenmi-kate, deren 
Mittelpunkt P i st Spezieller Fall : K gleichseitige Hyperbel , cl^BcrnouUi- 
sche Lemuiskate, A Ribaucoursche Kurve vom Index ;> i K o kott Nr. 1). 

3a. K sei eine Zykloidale ^^gespitzte Epi- odt-r HypozykloideV 
Der Mittelpunkt P des Basiskreises beschreibt eine Ellipse A. Die 

l) Sitrkt nut€tU§. — Mathesii 8, 14«— 148. 

i) Bez. Definition und Eigenschaften dieser und der anderen hier erwähnten 
Kiuven sehe man das Buch von G. Loria, Spesieät Kurven^ Leipcig (Teobner) liN>8. 
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FuflpiiiiktkiuTe 0 ist eine stornförmige Trochoidale (Roiea-Bjore 
(Kokott'Nr. 5)). 

Sb. K fei eine gewöhnliebe (gespitzte) KreiseTolTente, daim ist A 
eine Parabel, 0 eine Arehimediaelie Spirale (? eracUnngene KreieevolTente). 
Dies ist der toh Herrn Kokott unter Nr. 7 erwftlmte apesidle FaU. 

8e. bt K eine Peendosykloidale') (1. Farasykloide — 2. Hjper- 
sykloide), so beeehreibt der Mittelpunkt P dee BaBiskreieeB eine Hy- 
perbel A mit r als (1. reeller — 2. imaginärer) Acbae. Die FViBpunÜ- 
kuire ist eine spezielle FsendotroelLoide (1. Diffmrenzenspirale — 
2. Sommenspirale). Spezieller Fall: K eine Psendosykloide, A eine 
gleichseitige Hyperbel; ebenfalls zwei Arien. 

4. Rollt eine logarithmische Spirale K auf einer Geraden Ff so 
beschreibt der Pol P der Spirale eine Gerade A, deren Neigongs» 
winke] (o gegen F durch die Gleicbuntr tg oj = gegeben ist, wenn 
die Gleichung der logarithraischen Spirale in Polarkoordinaten (f CV' 
ist 0 ist zu K kongment.^) 

Bemerkt! D)? Die loj^arithmischp Spirale kann als zwistluri Pura- und 
Ujperzjkloitieo «it«heuU betrachtet werden (Cesäru 8. Die Hjperbel A ist 

dann in «in Linienpaar ausgeartet; die Byperbdadieen ▼ertaaeeben eich beim 
Übergang«. 

6. Die Sinnsspirale vom Lidex m«*-! ist die sogenannte Tscbirn^ 
hansensohe Knbik (Loria S. 401, 614 mid 666), Der Pol P teilt die 

Strecke vom Knoten bis zum Seheitel der Schleife im Verhältnis 8 : 1. 
Dieser beschreibt beim Bollen anf einer Geraden nach einem Satse tob 
Bonnet eine Ribanconrsehe Kurve Tom ladex " 74 » - 2. d. L eme 

Parabel. Gleichseitig ist die Tscbirnhansenscke Kubik die negatire 
FoBponktkurre einer kongruenten Parabel für den Broanpunkt als Pol 
(Salmon-Fiedler, BSkere Kumm, 2. Aufl. Leipzig (Tenbner) 1882, 
S. 135.)^ 0 und A sind also zwei kongruente Parabeln, P der Brenn- 
pnnkt der einen (Kokott Nr. 4). 

tt. Warn eine gleidiaeitige Hyperbel 0 auf einer Sinusspirale A 
▼om Index » » 5 rollt^ so beschreibt der Kittelpunkt P der Hyperbel 

1) Ausfahrlicbe i.iteraturangal»(in bei B. Wölf fing. Über ^Uudotndtoiden, 
Zeitschr. Math. Pbjs. 44, lau— lüti, 189U. 

9} 0er Winkel tt^ib'*, den Herr Kokott irrtamlich als für alle log. 
Spiialm geltend hingectellt, entspricht nur der Spirale p » C^. 

8) Bei Loria (S. 86/87), der bei der Fülle dee Stoffes offenbar die Identit&t 
der »o definierten Knbik mit den an «Jen anderen zitierten Stellen behaDdelien 
Kurven übergab, wird sie al» :* Trisektrix von C'utalan' auf^^e führt, Anßerdem 
teilt mir Herr E. Köstlin mit, daß der von Herru Loria (8. *Jä) flücbtig erwähnt« 
Ort der Mittelpnakte aller Kreis«, die eine Faiabel bertllirea und durch deren 
Brennponkt geben, ebenMi die Tichirnhauieniehe Knbik eei. 
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eine Gerade /' (Cesaio S. {)(]). Die vermittelnde Kurve K ist hier die 
negative Fußpimktkurve der gleichseitigen Hyperbel in bezug auf den 
Mittelpunkt, eine wenig beachtete Linie. 

7, In Nr. 7 stellt Herr Kokott einen Satz anf, den man so auj^- 
sprechen kann: Hollt eine Sf)irale höheren (irades 0 mit der Gleichung 
in Polarkoordinaton q" =^ a"0 aut" einer Parabel höheren Grades A mit 

der kartesisohen Qleickttog x » ^ ^ ^ beeohmbt der Pol P 

der Spirale = 0) eine Qerade r. Eb iet interesflaat hier die 
KfurrenfunOie K so beetünmeii, die im Sinne des Hsbiebiehen Theo- 
rems Termitieli Des sind die negatiyen Fußpunktkurren der Spiralen 
höheren Grades in bezug anf den Sdidtel, Kurven, die f&r ein all« 
gemeines n offSembar nodi nicht nntermdit sind. Idt will daher 
wenigstens ihre Gleichungen aufstellen. 

Das Lot anf einem RadinsTektor hat die Gleichung 

(1) xem$ + yBm$-^a0'. 

Sind also u und v Plückerscbe Linienkoordinaien, so ist 

I 1 

(2) au — — 0~ » cos 0, av — — «"•aiaö, 

woraus sofort die Glrichang ia Linienkoordinaten folgt: 

(3) aY(«» +1^ • aictg ~ =- 1. 

In kartesischen Koordinaten erhält mau eine Parameterd^tellang^ 
indem man (1) nach 0 differenziert Dies gibt die Gleichung 



1 

(4) — X im $ y eoa $ ^ ^aO * 



Nimmt mau hierzu (1), so ergibt sich fUr die gesuchten Kurven 

1 — n 1 — n 

(6; a; « ^ Ö - (n Ö cos Ö — sin Ö), y -> " (n 0 sin 0 + cos B). 

Man erkennt iuer für n 1 sofurt die gewöhnliche Kreisevolvente, 
die negative Fußpunkikurve der Archimedischen Spirale ^ <-= a0 
(Nr. 3 b). 

Um eine Darslelluug in nstürliidn-n Koodinaten s (Bogen) und 
H (KrQmmungsradius) zu bekommen, berechne man aus (5) und 
bedenke, daß 9 als Tangentialwinkel genommen werden kann (böch- 
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steoB abgeeeben Ton einer additiren Eonetinten), eodafi £ «■ gesetst 
werden darf. Hau eiliilt 



(6) 



dx a 



- Bin«(l-ii+n«6^ 



dB 



1— In 



-,Ö » COBtf(l-» + »*^ 



vnd hieraus oder 

(7) Ä = d*"^ (1 - » + n« Ö«) 

"r , ö"^(l + » + ii« 

Diese beiden GieicbuTitren (7) und (7*) geben eine Parameter- 
darstelliing in natürlichen Koordinaten; es genügt aber schon eine, 
etwa (7), um die in Rede stehenden Karren zu charakterisieren. Wenn 

Htm der Exponeat— — gleich einer poaitiTen gansan Zahl^ (0 ein- 

geochloasen) wäre, 86 wire gemfiB dieeer DanteUnag die Iragliehe Knrre 

eine 4- 2)** Kreisevolvente.*) Zu diesem Zwecke ist nur n = g\.i 

nehmen, also gleich einem Stammbnich. Wie wir schon wissen, ist 
auch noch der Fall g = — l mit ein schließbar, welcher der ersten Kreis- 
eTolvente entspricht. Die als Ort des Mittelpunktes P des (irundkreises 
vom liadius a aufrotonde Parabel lK')heren Grades hat dann dir Glei- 
chung (d -I- 3) Qfi^' ~ if^'^^. Dieser Satz ist aber nur ein ppe/n ller Fall 
eines ai [gemeineren Theorems, das ich in der nächsten Nummer aof- 
st^lien will. 

^. Es sei die abrollende Kurve <t> eine algebraische Spirale mit 
der Gieichong 

p = + Oj ö 4- -f • • • + o,6". 

Der Pol P — 0), der filr die Spirale eiii n-fiidier Poakt iet» 
foll eine Gerade F beschreiben. Dann hat man für die fiaate Emre A 
naeh dem Verjähre dea Hwm Kokott gdB — dx, also 

daan 

1) Vgl. H Onnou, Discussion d'un »ysUme de ^pinle$ ttQ§rt§ loin Sq^otiom 
etsentieUe$. Aich. JN6erl. 10, 1876, S. 861--S79. 
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Diese beiden Gleichungen geben eine Parameterdarstellimg der 
Basiskurve A, die biernacli eine alg^ehraiscbe, sog. »rational-ganze Kurve«*) 
(n + Ordnung ist. F ist identisch mit v =^ 0. Um K m erhalten, 
suche ich wieder die negatiTen Faßpunktkuiren Ton (8). Man hat 
die beiden Gleichungen 

X coB $ + ff an 6 ^ + a^O -\- - a^&* 

X mn $ + ff eoB B -\- 2o^$ •\ 1- na, 9"^ 

und liieraQS 

+ a,ö") COR Ö — (ai + 2a,ö + --+«ö.ö""*)sinö 
8inö + (ai-i-2o,d-f ••• + #ia,fl"-0<»«ö* 

ferner 



(10) {_ 
und liieraQS 

(11) + " + ö 



(12) 



^ ^ - + + (0, + 6a,) ^ +... + («...+ « a.) Ö-'» 

+ a^_i ^-^ + a„^]co8Ö, 
atoo 

y^) 5^ - = K + ^«.) + l/'i + «s) ö + • • • 

Das ist aber die naifirliehe Gleiehung eber ganz aUgemeinea 
n*^ SjeimolTente. So haben wir mcbt nur den Sata, daß die Fufi- 
pmukOBum/e einer fif Kreieevclveide •» 60«^ auf den MiUelpimkt dee 
Grtmdkreiaea eine aiffdfraiedie Spirale von der Qieidumgsform (8) ist, 
sondern Termittels des Habichsdien Theorems auch den folgenden: EM 
eine nf Kreimohenie auf einer Geradenf ee heedureiU der MOte^^unkt 
ikret Grundhreises eine raHonoSL-goMMe algArmaehe Kurve (n+iy^ Ordnung. 

Unier diesen hdheren EreiserolTMiten ist besonders eine eingehender 
betrachtet worden^ nämlich ein spezieller Fall der zweiten, d. i. die 
sog. Sturm sehe Spirale (oder Spirale von Norwich) mit der natür- 
lichen Gieiohung 

(14) 9 a«« - (Ä + 2a)» (R - a). 

Da man fttr IS — 0 « — ± |at erhalt, sind ihre beiden Spitzen 
imaginär und sie hat ungefähr die Form emw Ärdiimedisdien Spirala 
Indem ieh nun 

Ä-a(tf— ») 

1) S. A. Brill, f%er SitKjulnrtVifcn ebcnrr algebraischer Ktinen Uttd etfM 
nette Kurvcn^peztei), Math. Ami. 1«, 84»— 40ö, IbbO, bes. % 1. 
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9 

a^tse, mit der Bedingong, daß J' ^ ifir $^ n besw. 6 

gleudi ± f ai werde, bekomme ich »ekiießlich ^ » — v ^i, dabei 
(16) Ä-a(l + ««), Ä-|«(8 + Ö«), 

woraus in der Tat durch i^liinintition von 0 wieder (14) folift. Infolge- 
dessen erhält die roUeude Spirale, die Fußpuuktkurve der Sturm sehen 
Spirale, die Gleichung 

(16) p — aö* - o. 

Das irt eine Galileiadie Spirale. Fflr die Basisklirre erhält man 
die DarsteUmig 

(17) x^^lei^^B^, y--a(l^d*) 
und hieraus 

(18) 9a«> - (y + a) (y - 2a)*. 

Das ist aber eiiie Tsehirnhaasensche Enbil^ deren Pol in x^O, 
y>B^|a liegt, wie man durch Transformation sa der bekannten 
Gleidrangsform leicht feststellt. 

Demnach hat man die Sfttse: BeKU eine Sturmsdie Spmde auf emer 
Qtraden, ao Iteadireilbi der Mütdpmdci ihres Gtutidkreises eine Tsehirn' 
Hausens^ Kubik, — BoBi eine bestimmte Galileiecke ^^irak auf 
einer geeigneten Tsehirnkaiteenedten Kabikf so hesdireibi ihr Pol (q — 0) 
eine Grerade. 

Bemerknug. Nimmt man als fette Surfe eine vational-guiae slgehraiMhe 
Karre toh der apeuellen QleifthnBgfform 

(W) ar = ao + o,y + «|y'H 

•o erbUi nun fDr die rollende Kurve 

$ — + 2a, + 3a,p H + «u„t>' " iig 

oder 

(20) Ö-ai + a,logj-j--^«,p4-|«,p»+ •• + ^^-j 

iranme man die •obon erwähnten Resultate ffir die logarikbnuMdie ^iiale 

(Qj _ ■ . • = ff„ =r- Ol tind (lif Arrhinipili.-fhe Spirille '/i, ~. ■ ■ =. a„ —- 0) 

wieder ablesen kann. All<.'ciiieia al>er scheinen weder die Spiralen ;20) noch ihre 
negativen Fußj)unktkiirveii behandelt /u «ein 

Jede Beweguni; kuiiu hekanntlich umgekehrt werden. Es hat zuerst 
M. Chasles dfiniuf hingewiesen, daB, wenn ein i'uukt P einer bewegten 
Ebene ( aut emer testen Ebene rj eint« Kurve f hesdi reibt, bei der 
umgekehrten Bewegung, wo als beweglich, £ als fest gedacht wird. 
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die Kiure f immer durch P gehi.^) Demnach kann man das Habichsche 
Theorem in folgender Weise umkehren: Wenn bei der Ahn lddung nwr 

Kurve K 'luf einer Geraden F ein in der Ebene von K fester Funki F 
eine Kurvt A beschreiht, und es rollt A auf der Fußpnnlihirree 0 von P 
in hemg auf K ah, so geht dir mit A f sirrrhundttic Grradr F imnur 
durch P (Cesäro § 68). Wir köDTim m jedem der oben au%efUhrten 
Satze einen dualistischen gegen&berstdieu. 

Speyer, 28. Nor. 1906. 



Über aingiiiäre f uiüLtd voa fiiLOiiÜLaryen. 
Von Otto BisKicAinff in Brflnn. 

Wir wollen Raumkurven betrachten, die eine Darstellung gefunden 
haben: jr^^^ ^ ^) = 0, G (x, y,e)^i) 

nnd wollen etwa die Variable j' als Unabhftngige hinstellen und die 
Knnre in der Um^bong ihres Ponktes {x^, p^j gp) durch die beiden 
Reihen darsteUen: 

^ - ^« - n (aät - ii i^X - + • • • 

Dieie Reihen haben die EigeBschaft, die Gleichungen JF* — 0, — 0 
identisch sn erfOUen, d. h. es wird 

F (X, y, s) - (/•;, + j\ (^Q^ - X,) + ^ ('^',':\ (x - x^' + ■ ■ ■ ^0, 

6 (X, y, .) - (ß). + {'f^l {X - x,) + i _ + . . . . 0. 

Man bat deshalb: 

(^). (^)o idiX (iDo (js)«" ^' 

**■ L^o (^X ^ (äv)o GxOo fei")« (rf^*)o ^ 

1) Apercu historique etc., Paris 1876, S. iOe(. 
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und kann aus dem ersteu, bezw. zweiten Paare tljesn 'Gleichungen im 
al! gemeinen die ersten bezw. zweiten Ableitungen von y und z nach x 
all der Stelle (Xq, y^, z^) eiutleutig bestimmen, nsw. 

Wenn aber diese Bestimmung nicht eindeutig möglich ist, so Ii. 10(3 
der Puükt ciu singidärer Punkt. DioBo Definition ist von der .sonst 
üblichen verschieden, wenn nümlich die Art des Verhaltens der 
Schmiegungsebene an verschiedenen Stellen der Kurve in Betracht ge- 
zogen wixd. 

In dem «inguliren Punkte nneerer Art maß «Ibo, wenn wir die 
Ableitungen Ton jP und Q nach x, y, g ma der Stelle (xq, yQ, mit 
F^f F^, F^, Cr,, G^, G, beieicImeD, die Deteminwite 

▼enebwinden, und damit eine Unbestimmtheit des Gleidiungeniyetanes 

(jx) ^ (j^) eintrete, muß noch eine der beiden Deter 
minanien 

F.O,-F,G., F,G^~F,G, 

null sein. Doeb wir sehen, daft dann, wenn die erste und eine der 
beiden letiten Determinanten ▼ersohwindet, anoh die dritte null sein 
maß. Die aingulSren Punkte sind somit die Punkte, für welebe diese 
Determinanten and die Funktionen F and G i^eicbseitig versehwinden. 

Nun aber können wir sagen, daß die Raumkurre an einer stnga- 
liren Stelle mehrere (wenn aueh imi^nare) Fortsehreitungsri^^tungen 
besitzen wird, and daß deshalb an der Stelle (Xq, yQ, meki am Ende 
bloß ein Paar von Werten fSr die zweiten Ableitungen von y und ä 
nach X besteht. Wenn zum Beispiel neben dem zweiten Paare der 
froheren Gleichungen die Determinante 

F,G,-G^F, 

gleich null ist, so müssen zum Eintritt der Unbestimmtheit der Xiösungen 
noeh die folgenden zwei Determinanten verschwinden: 

F^, + 2F,,yi + 2F„4 + F^^^o* + F„m;*, F, 

i ^'xx + ^ J'^pVo + ^J'^.A + ^ yv.Vo- + ^ »V, 

1 + + 2(?,X + ^r,»;* + G^ ' 

Danach sind aber die Fortschreituugsrichtung^ und somit y^, z'^ in 
ein«n singalBren Eurvenpunkte dnreb zwei Qleiehungen zweiten Grades 
ZQ bestimBieti, wnd es gilti darum sukhen Filmte vier Fort' 
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ackretkm^mdiim^m, bei welGhem ein&eluteii Falle eines eingqliren 
Pnnki^s wir stehen bleiben werden. 

01> aber in einem lingnliren Eurvenpnnkfee Tier reelle Fourt- 
aehieitangnichtuiigen existieren kOnnen, oder ob nur zwei oder gar 
keine solchen bestehen, dafür sind aus den Resultanten der snletat 
in Rede gebrachten awcn Gleiehungen in and Anfsehlüsae zn 
erholen. 

Diese Resultanten sind ganie Fonktionen vierten Grades in und 
gi, etwa 

beziehungsweise 

die sich mit Rfieksicht auf die Relationen 

auf eine verändei-te, aber — soviel ich ersehe — nicht vorteilhaftere 
Form bringen lassen. 

Aus der Resultante ist zu ersehen, ob und wann der einzelne 
Koeffizient an einer der öiiigulären Stellen null wird, und unter welchen 
Umstanden an einer besonderen singulären Stelle die in zusammeu- 
gesetxter Form anzugebenden Nullstellen der Resultante reell oder 
komplex sind. 

Zur Beurteihing der Eurrenbeschaffoiheit in einem singulären 
Punkte sollen danach nur die folgend«! Bemerkungen gemacht 
werden: 

I. Es sollen drei Koeffizienten der Resultante in an einer zu 
untersuchenden singulären Stelle Tcrschwinden. 

Im, Ib. Wenn die aufeinandorfolgenden Koeffizienten a^, a^j null 
sind, Oll und aber ein gleiches Zeichen haben, so muß es vier kom- 
plexe Nullstellen für die erste Ableitung ffi geben, und der Knrrenpnnkt 
wird «n isolierter; wenn aber und Ton entgegsngeeetilni 2S«ehen 
sind, so gibt es zwei und nur zwei komplexe Nullstellen derselben 
Ableitung, und die Kurve geht darum durch den singulären Punkt in 
zwei reellen Zweigen hindurch. 

Nun können auch die Koeffizienten a,, a„ oder o,, emdlidi 
Off ^4 verschwinden und entsprechend werden: 

I. 2 a. Zwei Wurzeln null und zwei komplex, wenn sgn = sgn 
ist. Aber: 

r 
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L 2b. Es werden swei Wonelii nidl und iwei leeU, wenn 

egn Oq » — egn a, ist. 

I. 3. Im nächsten Falle ist eine Wurzel null, eine zweite reell 
mid die weiteren zwei sind komplex, also geht die Kurve in zwei reellen 
Zfigen durch den singulären Punkt. 

I. 4. Es snul drei Wurzeln inill und <1ip vierte ist reell, sodaß 
jetzt von d^m Kurvpnpnnkte vier r*'t41e Kurvenzfi^e au8gehen| von 
denen aber drei die gleiche Fortschreitungsrichtung haben. 

II. Jetzt laHsea wir zwei der Koeffizienten r/,, a^, a^, verschwinden. 
II. 1. Fallen zuerst zwei aufeinandertblgende Koeftizienten aus, 

80 gibt es mindestens zwei komplexe Wurzeln, und der ainguläre 
Kurvenpunkt wird ein „Knoten] uukt'', durch den zwei Zweige gehen, 
oder er wird ein isolierter I'ankt. 

Bevor wir weiter den Fall setzen, daß zwei nicht aufeinander 
folgende Koeffizienten null sind, sprechen wir von dem Falle, wo in 
der Resultante nur ein Koeffizient verschwindet 

in. 1. Haben die Benachbarten dem verschwindenden Koeffizienten 
^iolie Zeichen, so gibt es mindeetenB xwei komplexe NnUateUen, und 
der nngnüare Eurvenpnnkt ist wie frOJier ein Enotenpnnlct^ oder er ist 
ein isolierter P^inkt 

HL 2. Haben die dem versehwindenden Koeffizienten benachbarten 
EodBaienten der Kesnltante ein ungldcbes Zeichen, so gibt es vier 
oder zwei oder Iceine reelle NuUstellen, ond es gehen entspreehead viele 
reelle EnrvenzOge durch den singul&ren Punkt hindurch. 

IV. 1. Wenn die Koeffizienten nnd nnll aber a„ alle 
gleich bezeiidinet sind, so wird es vier komplexe Wurzeln geben. 

lY. 2. Ihcistieii ftber in der Reihe der Zeichen von a^, 
ein Zeichenweehsel, so kann der Knrvenpnnkt entweder ein Knotenponkt 
oder ein isolierter sein. 

IV. 3. Wenn zwei Zeichenwechsel in der Reihe der Zeichen der 
letzten Koeffizienten bestehen, so kann der Kurvenpunkt entweder ein 
isolierter oder ein Ejiotenpunkt von der früheren Art oder ein Ponkt 
sein, durch den die Kurve viermal hinduichtritti 

V. 1. Wenn fl|='a4 = 0, 8gnao=»sgnö2 ist, go wird der sin- 
gulare Punkt ein soldber, durch den zwei reelle Korvenzw^e hin- 
durchgehen. 

V. 2. Doch wenn = = 0, sgn fl^ =• — sgn ist , so gehen 
möglicherweise vier, auf jeden Fall aber zwei reelle Kurrenzfige durch 
den singulären Punkt. 

Wenn die bisberiiren Sätze keinen Aufschluß darüber erteilen, wie 
viel reelle Züge durch den einzelneu singulären Kurvenpunkt hindurch- 
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gehen, wenu also /, B der liesultante überhaupt ktme Glieder fehlen, 
so kann nur die Auwendung des SturruBcben Satzes zeigeUi wie viele 
reelle oder komplexe Fortechreitungsricbtuugen existieren. 

Die Untermichujig der Diskriminante hat zu lehren, welche der 
reellen Züge mehrfach zählen. 

Der Schnitt einer Fläche mit zweifachen Flilchenpunkten , unter 
denen der biplanare, uniplanare, isolierte Punkt, der konische Knoten- 
punkt, das Dornende und das gemeinsame Ende eines Doppeldomes 
eziBtiert*), mit enMr «udoreii Fllohe gleicher Axt M%t di» "rnnduedeor 
artigen VorkomnmiMe der «»{(idSven Punkte von Raamkniren, die Hier 
allein gesetzt wnrd«!. 

Brünn, 12. Dezember 190Ö. 



Über KrUmmnngskreise Yon Eegelsehnitten. 

Von KuDOLF SCHÜSSLBR in Graz. 
(Kit «iner FigunntaüBL) 

Fast alle Konstroktionen des Krümmuugamittclpunktes für eiripn 
Kegeischnittpunkt p lassen sich nach Pelz mit Hille der SteiuerM'licn 
I^arabel herleiten; diese berührt alle Geraden, die zu den Strahlen des 
Büschels p normal konjugiert sind, insbesondere die Achsen des Kegel- 
schnittes, die Normalen zu den Leitstrablen in den Brennpunkten, die 
Tangente uud Normale von p und zwar letztere im Krümm ungsmittel- 
puukte.') 

Auch die häufig bei elementaren Konstruktionen, z. B. bei der 
Bestimmung des Schattens ins Innere einer Kegelfläche oder des zen- 
tralen Sehattena der Kogel oder der zentralen Projektion dee KxeiMa 
auftretende Aufgabe: ^die Achsen eines Kegelschnittes zn finden, 
wenn awei Tangenten mit ihren BerQhnmgspimkten nnd der Mittel- 
punkt bekannt sind% lafit sich auf die Steinersche Parabel snrQck' 
fuhren.') Der Satz, daß die normalen konjugierten Geraden an den 

1) Archiv der Mathematik und Physik, (8) fr, S45. ,,Qber die sweifMlim 
Punkte von Flächen", von Otto Biermannu 

s) Steiner-SchrOter, die Theorie der Kogelwihoitte 1898 pag. a06. Czans, 
fltfnfh. geom. Theorfe der SkSmarang 188e pag. 21. Pels, die Krflminmigihftlb- 

messer-KonKiniktionen der KegelBchnitto als Korollarian einsi Stei&eredien 
Satses. (Sitenngsber d. Kgl. böbm. Oes d. W. 1879>. 

3) Pelz, Zur wi^aensch. Behandlung d. orthog. Axonometrie III. pag. 11. 
(Sitzangeber, d. K. Akad. d. W. 1884). Pels, Beiträge xar wi«. Behandlung d. 
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Strahlen eine.s Büschels p eine Parabel umhüllen, gilt nämlich auch, 
wenn p nicht ein Punkt des Kegelschnittes istM; dann j^ehörcn zu 
den Tangpiitpn dipi^er Parabel: die Achsen iles Kegelsclmittes, die öym- 
metralen y/j, i/^ dt t durch p zn den Hn nnpunkten gezogenen Stn^hlen, 
die Berährungssehne tier aus ;> an den Kegebchnitt ger.ogenen Taugenten, 
die Symmetrale der Berührungh] unkte ^j, dieser Tangenton, die Kurven- 
normalen in den Berührungspunkten ^i, dieser Tangenten, die Normalen 
zu pf und pf in den Brennpunkten /' und die Leitlinie dieser 
Parabel ist der durch p gehende Durchmeaser des Kegelschnittes, und 
der Brennpunkt der Parabel wird als Diagonalecke des durch die 
Achsen und Symmetralen Äj, i/j gebildeten Yiersuites erhalten. Dieser 
Breunpankt liegt auf dem Kreise, welcher dnrdi p und die Berührungs- 
punkte ^, geht und isl su p bezflglieh t^, hamomBoli konjugiert; 
ebenso liegt er auf dem Emee durch p, /) f nnd iet sn p Wüglich f, f 
hannomedi konjugiert.') 

Im folgenden soll fOr diesoi Satz eine elementue Herleitung 
gegeben werden, nm die danns sieh ergebenden ein&cken Beeoltate 
andh joien suj^glick vi maoihein, wdche mit der projektiren Geome> 
trie nieht yerlroat sind. 

1. Bringt man (Fig. 1) die Normalen zweier Punkte f^, eines 
zentralen Kegelschnittes mit der Hauptachse in o^, zum Schnitt, so 
sind ö, und die Mittelpunkte zweier den Kegelschnitt doppelt be- 
rflhrenden Kreise mit den Radien o^t^ und o^U. Ihr Älmlichkeitskreis K 
(d. i. der Kreis, welcher die beiden Ähnlichkeitszentren zu Endpunkten 
eines Durchmessers hat) geht durch den Schnittpunkt p der Kiirven- 
tanii;piiten in und nnd trennt die Brennpunkte harmonisch'), ist 
also durch Py f, f " eindeutig bestimmt. 

Bringt man die Normalen in t^ und f.^ mit der Nobenaciise in Oj, 
zum Schnitt, so sind o[ und o'^ die Mittelpunkte zweier die KoTTe 



orthog. Axun. pag. 4. (SitzuQg«bcr. d. Kgl. bOhm. ües. d. W. 1886). Pelz, 
Über tlie BedtimmuDg der Achsen von Zentralprojektionen des Kreiaea. (Sit/.uiig8- 
her. d. KgL bsfam. Ges. d. W. 1879). 

1) In dieser Form tpricfat den Satz udiotx Chaslea suh Traitc' den eectionti 
canifiaes p. 145>. Steiner fand, daß ilie Normalen zweier lieHelnger funkte 
eines Kcf^ol Schnittes, ihre Verbindungslinie und die Acbsen Tan^'cnt^n einer Parabel 
sind (Steiuer-Schröter, pag. 20ui. Auch bei der Konstruktion von Kegel- 
schnitta(wm»le& aiu «in«m Paokte gelangte Steiner m disser Parabel (Oes. 
Wake n. 629) und ebenao Chasles. 

2) Pelz „Hber die Achsenbfstimmuug der Kegelschnitte." (Sitzongsber. d. 
k. Akad. d. Wiss. !87r. Pn!/, .J'ber die Acbsenbestimmung von Zentralprojjek- 
tionen der Flüchen 2. lirudea - r Hitzungsber. d. k. Aicad. d. Wisa. 1H72). 
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RoDOW ScbOmuk: 



doppelt bertlhrenden Kreise mit den Kadipn f>\(^ und t^>'J^: ihr Ahn- 
lichkoit?krois K' geht dnrfh den Schnittpunkt p der Tangenten von 
vmd (. und durch die Breunpankte, ist also durch Ptf,f eindeutig be- 
stimmt. ') 

Die beiden Ahnlichkeitskreise Ä' und K' schneiden nirb in /; und 
in einem Punkte s, welcher identisch ist mit dem Brennpunkte* der äuiu 
Punkte p gehörigen Steine rschen Parabel; daß er die diesem Brenn- 
punkte zukommenden Eigenschaften besitzt, ergibt sich elementar aus 
folgender Betrachtung. 

Jeder der beiden Punkte p und hat als Punkt eines Ahnlichkeits- 
kreiäes zweier Kreise von deren Mittelpunkten Entfernungen, welche 
sich wie die Kreisradien yerhalten und wie die Längen der Tangenten, 
an beide Kreise. Dramoch ist 

pt^ Oj t, o[li 0,0,' so, ÄOj^ 

daraus folgt die Äbnliclikeit der Dreiecke so^o[ und SOjOj und die Gleich- 
bfit der entspreclienden Winkel (Die Kreise über so^o, und so\o'^ 
gehen durch n, den Schnittpunki ler i)eiden Normalen in und <,). 

Femer folgt die Ähnlichkeit der Dreiecke st^o^ und sUo^ aus 
der Gleichheit der Winkel bei o, und und dem gleichen Verbal t- 

nisse der in o, und n,, zusamnienptoßenden Seiten; daher ist st^o^ = st^o^, 
oder der Kreis über pt^^t^, welcher auch n enthält. rrr>\\i dnrrli s; 
wegen si^ : st^ — (Oj^i : o^h) pii-pt^ s'md s und p au/' Kreise 
hegüglich t^f ^ harmonisch konjugimi.^) Mithin schließen die Ueraden jp« 

1) yergl. meine Abkendleng ,fÜber Kreise, welche Kegelsftlmitt« doppelt 
berOhzen'' (Archir d. Math. n. Fhys. (S).fl, 1—42, 190«). 

2) Definiert man eine Gruppe von vier Kreispunkten ah cd als harmonisch, 
wenn ac : ad = hc : hd ist, so folgt daraus (Fig. 2): V. Die Winkelhalbierenden 
in a und b trefteu cd in denselben Punkten o und o^, welche cd hannoniiich 
tinuiftn; der Xcew Aber oo^e entiiftlt auch 6; — oder %) die WinkdhalbiefeDdeB 
von a und h schneiden den Ersis in den Endpankton dea sn d nonnalen 
PurcbmeBMxs; um daher zu a bezüglich cd den harmonisch konjugierten Punkt 6 
zti finden, sucht man für das vollständige Vierseit, desgpn Seiten die Winkel- 
halbierenden in a, die Uerade cd und deren Sjmmetxale sind, das Diagonaldxeiaeit; 
eine Diagonalieito ist die Gerade, welche e mit dem Hslbierungapunkte m Ton ed 
vorbindet, die gegenfiberliegende Üiagoiialecke ist 5; « oder 8) o ist der H9hen- 
schnftlpniikt des Dreieckes d|<^o^; dann sind die HO'hen die Winkels jmmetralen 

dss aus den HAheoluApnnklen gebildeten Dieieokss, d. h. dad ea« — deft 

oder cah = dam -» und atnid » imfr; jede dioaer Gleichungen kann aar 

Konstruktion von f; venrondet werden ; — oder t^ brin^ tnan eine Wiukelhalhierende 
von a mit cd und ihrer Symmotriilen xmn Schnitt und legt durch die Schnittpunkt« 
und m einen Kreis, so geht er durch 6; — oder 6) die Tangenten in a und b 
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und ph (wo h der Halbierungwpunkt ron ^j/, ist) mit den Karven- 
tan^ent^T» ans ;) und daher auch mit den Geraden /;/ and pf* gleiche 
VV inkei ein; da ph ein Durchmesser der Kurve ist und also durch m 
geht, bilden auch die auf dem Kreise K' liegenden Punltte p, f, f eine 
iutritiiJiusrhr Gruppe, was auch unmittelbar daraus folgt, daB p und s 
die Seil uitt punkte der beiden Ahnlichkeitskreise A' und Ä" sind. Das 
waren aber die Eigenschaften, welche früher vom BretinpunJite der 
Steiner sehen Parabel hervorgehoben wurden. 

Diese Resultate führen zu folgenden Sätzen; „Leyt man an alle 
Kegelsdmitk mit den Brennpunkten f, f aus dem Punkte p die Tangenten- 
paare und dmrd^ jedes Paar der Beriihrung^pimkU und p emen 
Kreis K^, so schneiden smA dBe dim preise m einem Pmnki» s, wddier 
auf dem Kreise durch pff liegt und mh p hemi^ieh ff f und hesUfßidi 
aüer Paoire wm Berührungspunkten harmoms<^ konjugiert ist" 

yfFiir dBe Kegdacknitkf w4t^ ewei Gerade in densdben Punkten t^, 
haruhrenf liegen die Brennpunkte mit dem 8(^mt^pmikte p der hddm 
Oeroden auf KreMaen, u/etehe steh noeft mi einem Punkte s aehneiden^ 
s hegt anif dem Kreise durc/t ptit^ und ist eu p heeiigili^ t^, ^ und hS' 
jj^ieh oOer Paare van Brennpünkten harmanist^ kot^jugiert»** 

Dumi» ei^bt tkäi sofol^e dar Sigensdiafteii einer Gruppe bar- 
momscfaer Pmikte am Ereiee die Aeheenkonsfaniktion eines KegelBchnitteer 
wenn swei TaofMkten mit ihren BerQlirungspunkteii und waf dem 
zu t^t^ konjugierten Durchmesser der Kuryttunittdpmikt m gegeben 
«ind: M«n sueht znm 8duitl]>uukt6|> der Tangenten auf dem Kreise pt^ ^ 
den haimoniaeben Punkt s bezfig^ieh der Winkel pms wird dnzch 
die Acluen halbiert 

Ea sei noch erwihnt, daß die Berflbmngssehne i^t^ den an 
ko^jogierten Dnrehmeaser in zwei Teüe tarnt; auf dem Teilen weldier 
den Sehnitt der Tangenten enthalt liegen die Mittelpunkte der Hjper^ 
beln, auf dem anderen die Hittelpunkte der Ellipsen. Fflr die einzige 
Parabel, welche unter den die beiden Geraden in <, und t, berflhienden 



Mhneideii ed im HattneniiigBpQnkte o' von oo, (wegen o,oa » o, ao); a und b liegen 

mit diesem Schnittpunkte auf einem Kreise, welrber durch den Kreismittelpunkt m 
und m geht; der Ejreis, welcher den gegebenen in a normal schneidet und seinen 
Mittelpunkt auf cd bat, gebt durch 6; — oder 6j £rrichtet man in o eine Normale 
auf o9, so idmeidet sie die Seiten oe und ad in den Pnnktan 1 und i; die Drei- 
ecke a 12 nnd d, ed sind Ihalieh ab gleiehecheiüdlge Dxebeke mit i^eiehem 
Sebeitelvrinkel, ebenso die Dreiecke aob und cf, m6 wegen Gleichheit der Winkel, 
ftlso sind di" Vierecke ed^ db und la2b ähnliche Figuren, d. h ifi'lb int ein 
Sehneuviereck , der Kreis über a 12 (welcher in ao seinen Mitteipuukt bat; geht 
dnnh h, wonos d6k wieder eine BeMinmung von b ergibt new« 
As^r d«r MsllitiD«tik sn4 Physik. m.B«|b«. XL S2 
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KegeUehjiitten Torkommti halbiert (wie epaier bewieeen wird) der 
Bramipiuikt die Streelee ps. 

2. Verbindet man (Fig. 1) den Schnittpunkt « der Kurvennorm'ilen 
von und ^ mit p, so erhalt man einen Durchmof^er dpg durch ü 
gehenden Kreises K^; daher ist /).sw ein llechter, also lür alle koutokalen 
Kegelsclniitte konstant; bringt man die zu pf und pf in /" und /"' er- 
richteten Normalen zum Sehiiitt, &o erhält man einen Punkt r des durch 
S gehenden Kreises K', uud es ist psr ein Kecliter d. h.: 

..Ijeyt man an alle KfVfJ^rlnrltU' mit dm Jh-onipunkffn f uml f* 
aus einem Pioilif p dir Taii<j€>iteupaare und in dernt l^f'yydviniyspunkten 
die Kn> VI iniornuilm, so schneiden sich diese Nornmo iri'inu-r auf einer 
Geradoi, ivflcJic den Kreis über pff in dem eireiten Endpunkii^ des durch 
p yelirndeii K nisdnrch messt- rs und in dem ru p hcziiylich ff harmonisch 
konjuffii rttn P>ti/I:te > schneidet." 

Wiihlt Juan msheeondere unter den konfokalen Kegelschnitten jene, 
welche durch den Punkt /* tjehen, so fallen für diese die Tangenten- 
herührungspunkte t^ und i'ul p zusammen, die Nuimalen in t^ und t^ 
werden unendlich benachbart, ihr Scliüitt|»unkt wird zum Kriimmunys- 
miüelpunkte ^ des Punktes p; dieser wird demnach auf der Kurvennonnalen 
von p durch die Gerade ausgesdmitten, wdcfte in 8 auf sp normal 
oder durch jenen Kras K^, vMier in p die Kwrve herüM und durtk $ 
geht (Fig. 3). 

Aus den Eigenschaften der hannonischai Panktgruppe psff 
geben eich eine Reihe Ton Eonetrnktionai f&r den Erfimmiuigsmittel- 
punkt (Fig. 8): 

Sind nicht die Brennponkte eondem die K^pelschnittacbi«! und 
ein Kurrenpunkt p samt Tangente T gegeben, ao verbindet man p mit 
dem Kurreomittelpmikte m und sacht xu dieser Gerade je die sym- 
metrische bcKttglieh einer Achse und der Tangente die so cahaltenen 
Geraden sehneiden sich in «; die Nonnale in 8 va sp enthält den 
KrOmmun^mittelpnuki 

Der Kreis K^, welcher in p die Kurve herfihrt, durch s geht 
und ^ enthält, schneidet die beiden Leitstrahlen pf und pf in den 
Punkten 1 und 9, sodaß 12 durch den Schnittpunkt der Kui-ven- 
normalen und Hauptachse, geht.') Da 12 normal zu po, und (il normal 
EU pf ist^ gibt dies die bekannte Konstruktion von (i: Man bringt die 
Kurrennormale mit der Hauptachse in o zum Schnitt, ^ieht durch o 
die Parallele zur Kurrentangente bis zum Schnitt 1 mit einem Leit- 
strahle und errichtet auf diesen in 1 die Normale; diese enthält i». 

1) Vgl dieuAninsrkimg 8. 881 Funkt e. 



Digitized by Google 



über KrflniiniiiigilareiM tos Kegelschnitten. 



323 



Die Dreiecke pio' und pom sind «hniich, da die Winkel bei |» 

gleieh sind und die Winkel bei m und o* gleich Arno sind; isi 
nonnal za «p, nnd od nonnal sa op; daher teilt fi die Strecke o'p im 
gleichoi VerhSltnisse wie d die Strecke mp, d. h. ilf» ist parallel der 

Nebenachse. Dies gibt eine bekannte Konstraktion des KrUmmangs* 
mittelpunktes: Man bringt die Kürvennormale von p mit der Haupt- 
achse in o zum Sebnitt| zieht durch o die Parallele zur Tangente, bis 
sie den Durchmesser mp in d tri£Pt; durch d zieht man die Parallele 
zur Nebenachse, so sdmeidet diese die Kur^ennormale im Krümmimg»- 
mittelpunkte. 

Bringt man den Kreis über moso' mit sr in x sum Schnitt, so 

sind die Dreiecke o'xo nnd omo' kongroenl^ weü x^o — — pTa i» oo^m 
ist Bestimmt man in x den symmetrischen Pnnkt y bestlglich des 

Durchmessers üo\ so sind die Dreiecke oyo' und o'mo kongmenty d. h. Oy 
ist parallel der Nebenachse und o' y parallel der Hauijtachse; die zu 
symmetrische Gerade y\i steht auf der zn ps symmetrischen Geraden pn* 
nonnal. Dies liiert die folgende bekannte Konstruktion von ^: Man 
bringt die Kurvennormalp mit den Achsen in o und o' zum Schnitt^ 
zieht durch r> und o' die Parallelen zu den Achsen und fällt TOm 
Schnittpunkte y dieser Parallelen die Normale auf den Durchmesser mp; 
diese Normale enthält ^ 

Diese Beispiele zeigen die Möglichkeit, eiiio Reihe bekannter ein- 
üacher Konstruktionen für den Krümmungsmittelpunkt elementar her- 
zuleiten. Umgekehrt liefern diese Konstruktionen wieder die Lösung 
der Aufgabe: j,ei7Ten K'pgelsclinitt zu k<^>nstniieren, wenn ein KrümmungH- 
kreis k mit seinem Berührungspunkte ;> unter den Bestimmongselementen 
auftritt" Einige Fälle seien angeführt (Fig. 3): 

1. Gegeben /. mit p und der Kurvenmittelpunkt m. Man kon* 
struiert über den Kreis K^^ sucht zu pm die bezüglich pft sym- 
nietiiseh liegt-nde funulH und bringt sie mit in .s zum Schnitt; 
die Achsen des Kegelschnittes halbieren den Winkel ;>m.s'. Liegen m 
und auf derselben Seite der Tangente von p, so erhält mau eine 
Ellipse, sonst eine Hyperbel. 

2. Gegeben A mit p und eine Ach.se. Man bringt die Tangeute 
und Normale von mit der Achse in t und n /um Sehnitt; der Kreis K 
über tn als Durchmesser schneidet den Kreis A„ über r>ii in i; die 
zu ps bezüglich der Normalen symmetrisch liegende Gerade triflFt die 
Achse im KurTemnittelpunkte m. Man erhält eine Ellipse (Hyperbel), 
wenn 6' und n auf derselben (verschiedener) Seite des durch p gehenden 
Durchmessers P von K li^en; für die Parabel liegt ^ in P. 

22* 
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3. Gegeben k mit p und eio Brennpunkt /*. Man konstruiert 
über pii als Durchmesser einen Kreis K^, schneidet ihn mit pf and 
zieht durch den Schnittpunkt die zu pfi normale Sehne; sie trifPt pfi 
in einem Punkte der Hauptachse, den Kreis in einem Punkte des 
zweiten Leitstrahles. Man erhält eine Hyperbel, wenn f und [i auf ent- 
gep^engesetzten Seiten der Taugente T von p liegen, oder wenn f inner- 
halb des Kreisps t gewühlt wird, welcher den Krümm nn^!?kreis in p 
von innen berührt und zum Durchmesser den hjilben Krüuiimmgsradias 
besitzt; man erhält eine Ellipse, vveun /' mit (i uut dprselbeu Seite von T 
aber HiißfrbHlb des Kr^iso« rr lit'gt, und nran rrbiilt eine Parabel, 
wenn / uneudUch lern ist oder auf dem Kreise n liegt (wie später 
gezeigt wird). 

4. Gegeben k mit p, der durch p gehende Durchmesser D und 
die ALchsenricbtuugen l'ig. 4). Die zu D bezüglich der Xonnalen 
yymuietrische Gerade Bchneidet den Kreis über pu. in s; in wird nun 
so auf I) bestimmt, daß /) und sm mit der Achsenrichtung gleiche, 
entgegengesetzte Winkel einschließen.^) 

1) Wenn man a als Brennpunkt der St einer sehen Parabel ansieht, welche 
von allen konjugierten Kormalen zvl den Strahlen des Bfischela ^ einc/phnllt wird, 
und die Parabeleigeotchaft benütot, daß jeder Kreit, der einem Tangentendreieoke 
UBsdiriebeD ist, dnidi den Bzenapnnkt geht, to ksan enek dte KonstnikKoii eines 
KegeUchaittee duehgefBliit w^den, wenn anfier dem Krümmuiigskieiie k mit 
Bcrühmngspunkt p gegeben sind: a) Eine Tangente A mit Berührungspunkt a 
(Fi;r Zti (Ifn Tangenten der Stp i nf>rschf»n pRnil>Hl gehören die Tangent« T 
und ^>urmale N von p, dann die Normale zu pa durch den Schnitt von T 
und A\ der dieiem Tangentendreieoke omiofariebene Kreis sohaeidet den Kreis Kp 
(dessen Dufchmesser pfi ist) in «; der dwwb j» gehmide Kiii?endiuelimesser D ist 
■jmiDetrisch ztt j»f l» / üblich N\ der ditfdi den Schnitt von T und A gehende 
Kurvend iirchmesser 1) halbiert p/i: daraus ergeben sich m und die Achsen, b) Zwei 
Tangenten A^ und (Fig. 6): Verijimiet man ihren Schnittpunkt a mit p, ho 
erbllt man den Pol x von ap als Schnitt von T mit der zu ap bezüglich A^^ A^ 
hannoniscb koiyngisirten Geiaden, d. h. schneiden und die Tangente T 
in vnd t so ist 2 zu p bezugUch x, hannoni»ch konjugiert. Die Nonnale 
durch r 7ii np ist Parabeltaiifji^nto und bildet mit TA' ein Drcinck, dessen uni- 
sclmebeiiPr Krci« d*n Krpia Kp in * schneidet; die zup# bezüglich iV symmotriachf 
Gerade ist ein Kurveudurchmesser D\ eineu zweiten erhillt mau z. B. mittels der 
Polaren von x,; diese stebt auf der dvieh x, gehenden Tangente T, der Bteiner- 
sehen Parabel nonnal und trifft A^ im ßenlhrungspunkte a^ , der durch gehende 
KnrvpndurclimP3!5Pr 7), halbirrt /i-f^. wird leicht pefimden, da der Brennpunkt » 
und die Leitlinie I) der Parabel gegeben «ind ■ Man Hucht auf Z> den Punkt 5,, 
«odaÜ x^s^ B>x^< ist; 'J\ steht dann auf sh^ aurmai, oder pa^ ist parailel zu «^}. 
o) Zwei Punkte yoA q, (Fig. 7). Die Gende q^q^ »ohaeidek T in q; für ^ UÜii 
sich die Polare Q finden , da sie durch p geht und 1,9^ ia dem su q hannoniich 
konjugierten Punkte !*chneidet. Die Normale durch q zu dieser Polaren Q ist 
Parabeltangente und bildet mit TN ein Dreieek, dessen umsohiiebener Kreis 
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3. Es soll noch erwähnt werden, welche Veründerungeu die VOrau« 
gehendni Hetrachtmi^en für die Parabel erleiden 

Bringt man lür zwei Parabelpunkte ^j, i^, deren Tangenten sich 
in p schneiden, die Normalen mit der Parabelachse in Oj und zum 
Schnitt, PO sind (\ und die Mittelpnnkt^e zweier die Parabel doppelt 
l eriiiirender Kreise iuit den Radien o^t^ und Oj/j. Ihr Ahniichkeitfi- 
icrtJis K hat den Brennpunkt / zuni Mittelpunkte und geht dnrch pS) 
Der bei zentralen Kegelschnitten auftretende zweite Ahnlichkeitskreis 
mit dem Mittelpunkte auf der Nebenachse zerföllt hier in die unendlich 
ferne Gerade und die (Jerade pf. Kb suU uunilicli gt/eigt wejdiu, daß 
der zweite Endpunkt s des Durchmessers pf von A' die Eigenschaften 
des Brennpunktes der Steinerschen Parabel, welche zu p gehört, 
besitsi*) 

Die Sclmittpunkte der Tangente und Normale eines Parallel- 
pnnkteB ^ mit der Achse liegen zu f symmetrisch, daher ist (Fig. 8) 

fl = fo^ und wegen })f = ist 60, parallel pl d. h. ^i^i^^ ein Reeliter 

und ans denselben Crründen t^o^s eiu Rechter. Für j> als Punkt eines 
Ahnlichkeitskreises ist so, : soj ^ Oj/j :Oj/j; daher sind die Dreiecke st^Oi 

und st,o^ ähnlich und — «/.Oj, d. h. t^st^n und p liegen auf einem 
Kreise Da auch /) dorn Alinlichkeitskreise an^eliört, int pt^ :pt^ 

= Oj/j : Og/j — sf^ : st^ ( wegtn Ähnlichkeit der Dreiecke s/jOj und 5<jOj); 
daher bilden eine harmonische Gruppe, und s iat durch pt^t^ 

eindeutig bestimmt. 

Für die Parabel gelten also die Satze: ,yUtürr nüm Kcf^rhdmitkny 
toelcfic zwei Gerade in ilenselben Punkten , heriilnen, ffibt es eine 
Farabd; ihr MreuhpHnkt f halbiert die Strecke ps, uenn s der zu p 
harmoniscfi konjugierte Punkt bezüglich ^„ t^ auf dem Kreise durch pt^t^ ist.** 

„Ijegt man an alle rarabeln mit demselhcn Brmnpunlte f aus dem 
Punkte p die J angentenpaare, so liegen die Paare /, ^ von Berülirungspanktcn 
mit p auf Kreisen {K^)t tcelche eine gemeinsame Sehne ps besitzen^ deren 
Halbierungspunkt f id,** 



den Kreil JTp in « sehneiM; die nt j»« besaglich X sjuimetriMilie Onnde JD, iit 
«in KiiTvendairoliiii«M«r; m einen «weiten Darefameiier ü xa erhalten, anckt man 

z. B. den Pol X von pg, , welcher anf der an pq^ normalen ParabeltAugNite liegt 
(ueht man durch s eine Parallr1f> zu pq^ mul achnf>idci sie mit D in <|, 10 mofi 
= X8 sein); der durch z gehende Durchmesser i>, halbiert pg,. 

1) YgL die frfihex zitierte Abhandlung „über Kreise, welche Kegelschnitte 
defpelt bernhnen." 

2) Vgl. Pelz ,,Die KrümmuDg«halbme8ser-Kon»truktionen'* pag. 18. Die Leit* 

linic der S t fi n er scheu Parabel ist der durch p gehende DurchmcsBcr (b-r ge- 
gebenen Parabel, also ihre Achae die Scheiteltangente der Steinerschen ParabeL 
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„Wenn man an edle Parabeln mit dem Brennpunkte f in dtm 
PankUpaaren /j, deren Tangenten sich in demselben Punkte p schneide», 
die Normalen zieht, so liegen di€ StkniUpunhtc dieser Normalenpaare 
auf einer Geraden, in hlie pf m s ncnnal schneidät wobei f der Baibie- 
fungspunU von ps ist" 

Wählt man insbesondere jene Parabel, welche durch p geht, so 
erhält man ein Paar anendlich naher KorreoDonnalen, deren Schnitt- 
punki der Kr&mmimgsmittelpunkt [i ron /) ist; n liegt auf der Normale 
in s auf ps oder auf dem Kreise JT^, welcher in p die Kurve berührt 
und durch s geht (Fig. 9). Dies ist die bekannte Konstruktion der 
Krümmungsradien für Parabelpunkte: die Normale in f auf pf schneidet 
die Parabel normale des Punktes p in r, sodaß pc der halbe Krflmmungs- 
radins i-^t, oder der Durchmesser de« Kreises, welrhpr die Pnmhe! in p 
berührt und durch /" ^eht, ist gleich dem h;ilb< ii K rümmuiigsnidius. 
Auch nndere Bestimmuugsarten des Krümm ungsmittelpunktes lassen 
sich leicht herleiten: 

Bringt mau die Normale des Punktes p mit der Leitlinie L in b zum 
Schnit' Fi^^ 9i und zieht d«n zur Achse parallelen Leitstrahl /)/;, so 
sind die I h i i--( ke pyb und pfc kongruent, also phy d. i. das Stück der 
Nurmale zwischen p und der Leitlinie, gleich dem halben Krümmungs- 
radius. 

Errichtet mün in /' zur Parabeluchse die Nonnale und schneidet 
sie in a mit der Kur unnormale von so sind die Dreiecke 
afo und cfp kongruent, daher ao = pc, d. h. für jeden l'arabeU 
punkt ist das Stück der Normale zwischen der Achse und der 
zur Aclisc normalen Geraden durch f gleich dem halben Krüniuiuugs- 
radius. 

Umgekehrt liefern diese Kesuitiite ein Mittel für die Konstruktion 
einer Parabel, wenn als Bestinimungsstück ein Krümmnngskreis k mit 
dem Mittelpunkte p und dem Radius q auftritt. £s sei außerdem 

gegrjj(fn: 

1. Der Berührungspunkt 7) und die Achsenrichtuug. Der nicht 
zur Achse parallele Leitstrahl schneidet den Kreis K^, dessen Durch- 
messer pn ist, in s; f halbiert die Strecke ps. 



1"^ !«t der Bi rulinini^spunkt p und Pine Tansrentc ^-i gpf^'eben 10), so zi«»ht 

man durch p eini» Parallele zu A und sucht zu .4, den Pol o, bexflgUch der 
Parabel ; a, Hegt auf der Taugeat« T von />, und airar wird durch A halUcfi, 
Die Nonnale von o, auf ist eine Tangente der Steinersdien Parabel und bildet 
mit T und N ein Drt^iseit, denen umschriebener Kreit den Kieie Kp Aber pp 
in g schneidet; ps wird durch f halbiert. 
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2. Die Leitlinie L i,Fig. 9). Der zum KriiinmungskreiB konzentrische 

Kreis, dewen ßadias betz%t, schneidet die Leitlinie in b\ 6fi eni- 

iiilt den BerQlmingspiuikt p dei KrOmmnngskreises^); damni «zgibt 
»ich die Panbeltangente in dae Leitrtmhlenpaar Tim p und der 
Brennpunkt f. Die Angabe ist sweideutig nnd gibt nnr Ldsongen, 

wenn der Abstand der Leitlinie L Ton nicbt gröfior als ist Hat 

L Ton ft die Entfernung so ist ik der KrümmungsJoreis im Scheitel 

der Parabel, nnd diese ist eindeutig bestimmi 

3. Der Brennpunkt f. Hau sucht jenen Erds, dessen Durdunesser 
^eieb dem halben Krümmungsradius ist, welcher durch f gebt und h 
berührt; sein BorÜhrongspunkt mit ist dar gesuchte BerOhmogs- 
punkt p mit der ParabeL Oder man sacht jene Sebne Ton A-, weldie 
durch f im Verlmltnisse 1 : 3 geteilt wird; der dem kleineren Abschnitte 
Angehörige Endpunkt ist der Berührungspunkt p der Parabel. Die 
Au^be ist zweideutig und ist nur möglich, wenn f innerhalb des 
Kreisringes liegt, welcher durch Ä imd den konzentrischen Kreis mit 
dem halben Radius begrenst wird. Der letztere Kreis ist der geome- 
trische Ort der Brennpunkte jener Parabeln, für welche k derKrümmnngs» 
kreis des Scheitels ist 

Graa, Norember 1903. 



Feriodisclie Kettenbrticlie. 

Von L. SaalschOtc in Königsberg i. P. 

In dem 5. Bande (1903) dieser Zeitsehriii a 47— d6 hat 
Herr Matthiessen') einen Auftati über die Periodiiität der Ketten- 
brflcbe yeröffentlicht, der zu einigen Bemerkungen herausfordert. Nach- 
dem der Herr Verfasser die im Lehrbuche von Serret anfgelllhrten 
Satze über die periodischen Kettenbrüche übersichtlich ziisammeugestellt 
und teilweise in einfacher Art neu bewiesen hat, fügt er noch zwei 
Theoreme VI und VII hinzu. In diesen läßt aber der verdienstvolle 
Verfasser des Werkes „über die Uteralen Gleichungen" an Inhalt und 
Fassung etwas au wünschen übrig. 

1) Vgl. 8p« tli Krümmungskreiae der KegeUclmitte'' pag. M. (Jahre«- 
ber. d. ReaUcbule iu Trautcnaa läd3.) 

2) Denelbe ist ioswiidisa gestorben. 
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Das Theoram TI lautet: 

VI. ifWenn innerhalb der Periode einea Ketteubruches, welcher 
durdi die EntwioUimg einer Imtionalen aiweiten Grades entsteht, in 
der Gleichung der vollstindigen Qnotienteii (9) 2E^ dardi teilbar 
wird, so ist der Qaotient [d. h. 2E^ : I)^] gleich dem onTolbtilndigea 
Qootieoten a^, die Periode symmetrisch and der Anfang od«r die 
Mitte denelben.''i) 

Der erste Teil dieses Satses ist nur richtige wenn die quadratisehe 
Form (JD., E^f — D._i) nicht nur ambigue^ sondern auch rednsiert ist, 
und folgt fOr diesen Fall direkt ans der Theorie der quadratischen 
Formeo. Z. B. ist (6, 15, — 60) eine ambigne, abw keine rednsierte 
Form nnd die poeiiiTe Wunel der Gleiehmig 6a^ — dOd?->50 «0 
enthilt 6 (nicht 6) Einheiten. 

Was aber den 2. Teil betrifft, so ist allerdings fftr die positive 
Wurzel der Matthiessenschen Gleichung 5a^ — löar — 13 = 0 die 
Periode (3, 1, 2, 2, 1), welche hei Verschiebung des A nf inj^spunkte» 
die symmetrische Gestalt (2,1,3,1,2) annimmt; aber für d e positive 
Wurzel der Gleichung 05» — 124 r - 121 = 0 ist die Periode (124, 1, 
30, 2, 30, 1), oder Terschoben (2, 30, 1, 124, 1, 30), und dieselbe läflt 
sich (im Gegensatze zu derjenigen der oberen Gleichung) weder so 
ordnen, daß sie aus einem Einzelgliede und einer (jcrndm Anzahl 
anderer besteht, noch aurli so, daß um ein einzelnes Mittelglied die 
anderen sich symmetrisch anurdiien lassen. 

Das Theorem VII sagt aus: 

VII. „Wenn innerhalb der Periode eines Kettenbruches, welcher 
durch die Entwicklung der irrationalen Wurzel einer qiiadratisehea 
Gleichung entsteht, X>^--= i wird, so ist die Periode symmetrisch 
und besitzt zwei gleiche mittlere Glieder uud umgekehrt." 

Dieser Satz kann nicht als vollständig bezeichnet werden, denn 
bei der Matth lessensehen Giei liung 5 — 1 1 ~ 5 0 ist die 
Periode für die positive Wurzel allerdings [^2^ l, 1, 2) mit zwei gleichen 
Mittelgliedern, bei der Gleichung 17 — 14x — 17 0 ist sie aber 
(1, 2, 36, 2, 1) mit einem einzelnen Mittelgliede. 

Soll aber nur darauf Gewicht gelegt werden, daß bei den Glei- 
chungen angegebener Art ss nimetrische Perioden oder solche mit einem 
Schluligliede (bez. Anfangsgliede) entstehen, so ist zum Beweise datür 
das Serretsche Theorem IV vollkommen ausreichend. 

1; Die Gl. i^) des üerrn Matthieitsen für den vollatändigeu (Quotienten 
Uhutet: 



Digrtized by Google 



PariodiielM K«tteiilnfielie. 



Bei den Zahlenbeispielen am Ende der Abhandlung sind die 
Perioden übrigens nicht klar erkennbar, ebenso v,it' der Ausdruck, daß 
„die symmetrische Perinde auch ein oder sfrn ]{!ni|rrlier|er'' haben kann. 

Doch soll £rern anerkannt werden, daß schon der Hinweis de» 
Herrn Matthiess*'n nuf die beiden besonderen Formen seiner Glei- 
chung (9) von VVichtiukeit ist. 

Alle bezüglichen Fragen werden vollständig und präzise mit Hilfe 
der Lehre von den quadratischen Formen beantwortet, und ich lasse 
die BesuUate meiner Untersuchungen hier folgen. 

1. Wir b«E«iehnen onen Kettenbraeh als edit oder uieeht, j« 
nftdidem er die Foxm 

besitzt. Die Periode rein periodischer Kettenbrüche beginnt im ersten 
Falle mit a, im zweiten mit g. 

Wir geben femer folgenden vier Periodenarten die beigesetzte^ 
Namen: 

«„-t. • • •» »1' «0» »1» • «--1» «« adtarfe Umk^rperiode, 
a,, a^_i, . . ttj, rtp, «1, . . a,_,, fUiche Umkehrperiode, 

a„, a,_j, . . ., a, , «n, a^, . . ., a„_,, o„ b scharfe Ähschlußperiode, 
a^f a,_i, > > .> ai, a^t 0^,0},.. h flache MschlußperÜHh. 

Man erkennt dabei leicht, daß eine Bchazfe ümkehipmode durch 
Verlegung des Periodenanfimgi zu einer flachen Abachlufipttriode, und 
umgekehrt, wird, daß aber eine flache ümkehiperiode, sowie eine 
acfaarfe AbaeyoBperiode bei solcher Yeilegnng des Peiiodenanfiungs 
ihnm Charakter nicht indert. 

Alle Perioden aUgemeinwer Art &asen wir in der Benennung 
aajfmmäritdie Perioden zuBanunen. 

2. Ein eohter Ketfcenbmeh mit reiner (sehaifer oder flacher) Um« 
kehiperiode l&Bt sich dureh die poBitire Wurzel einer Gleichung Tom 
Aussehen 

(A) lf«»+2Z«-Jf-0 

sommieren. 

Em echter Kettenbruch mit reiner (scharfer oder Üacher) Ab- 
schluBperiode läßt sich durch die positive Wurzel einer Gleichung vom 
Aussehen 

(B) Mx*-\-2Mpx-N'^0, 
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worm Jf (1 + 2/)) — N positiv sein muß, sunimieren. In diesen Glei- 
chungen bedeuten M, L, N, 3fp, 2 p jmsitive ganze Zahlen. 

Dieselben Sätze gelten auch iur <\u- sogenannten „trsf' ii Wurjtdn^' a 
der Form (3/, L, — M ), welche wir eine rcziprolf nennen wollen, und 
£1 der Form (M, Mp, — N), welche eine ambi^ heißt, nur daß die 
Kettenbrüche nicht edU, sondern unecht sind. 

L8ßt flieh die quadntiachd Oleiehnng mit gansen Eoeffisi«nt«a: 

<1) Fy*-{'2Qy + jU^i) 

vermöge der Sabstitation P ^y^ ^x' ^> ^ S^^nM Zahlen, 

und ud — ßy -= + 1 

a) aof eine Gl. (A), aber aut keine üi. (B) zurückftlhren, 

b) » » » (B), (A) 

c) „ „ „ (A) und iuich auf eine „ (B) „ , 

d) weder auf (A) noch auch auf (B) „ 

so bilden die periodischen Teile der Kettenbrucheutwicklungen für die 
Absolutwerte der Wurzeln der Iii. (1) 

ad a) eine flache Umkehrperiode, 

ad b) eine sebnrfp AbschiuÜperiode, 

ad c) eine seliarte Uinkehrj'eriode oder 

eine flache Abschiußperiode, je nach Wahl des Perioden- 
anfangs, 

nd d) eine asymmetrische Periode. 

Die Gl (1 ) kann in den ersten drei Fällen auch mit einer GL (A) 
oder eiuer Gl. (B) identisch sein. 

3. Beieichnen wir mit 7) die Determinante detFotm(Mf L, — JS£)f 
besdehnogiweise der Form (itf, üfjp, — JV), also 

und mit a den Teiler der betreüeuden Form, und steilen die Gl. 
(C) <i_i>t,««_tfi 

auf, 80 ist diese bekanntlich mitunter für i und u in ganzen Zahlen 
Ifisbar, in anderen Fallen nicht lösbar. Dies Verhalten ist auch für 
den Torliegenden Gegenstand der Babraelitimg Ton entacheideuder 
Wichtigkeit; es gelten die Satze: 

Die positive Wurzd der Gl. (A) oder die erste Wurjzd a> dar 
rmprdkm Form besitzt, wenn (C) lösbar ist, eine sdhorfej wenn (C) wuM 
iSAew ist, eine fUuke Umkehrperiode. 
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Die posUkfe Wured der Gl (B ) oder die erste Wnurtd A der 
imbiguen Form besitet, wenn (C) lösbar isi, eine fiadte, wenn (0) nitki 
lotibar ist, eine aduiffe JhedUufiperiode. 

Lubesondtre folgt hitvaua: 

Die KektmbnicheDhneldong Ton YD — l, wenn X die größte in 
yD enUudtene ganze Zahl ist, beaitst eine flaohe oder eine aehaife 
AbschloBperiode, je naebdem die Oleicbong — 1 in ganien 

Zahlen lllr I und % lOebar ist oder nicht lösbar isi 

Das letatere ist immer der Fall, wenn sich D nicht in die 
8nmme sweier Quadrate serlegen laBt» also s. B. wemi I> die Gestalt 
4ik + 3 hat 

4. Wird nun gefragt, welche Art der Periode dein Absolutwerte 
«iner Wurzel der allgemeinen Gleichung 

worin Ii ganse Zahlen sind, zu eigen is^ so ist anmachst voraoa- 
snsetsen, daß die Determinante D der Form (P, Qj R) positi? isl^ da 
andereafills die Worzebi der Gi (2) imaginär sind. Dann sehe man 
nach, ob nnter den rednaierten Formen aar Determinante weldie 
der Form (P» Qt S) Squiralent sind, sich eine renproke vom Aassehen 
(M, L, — Jt), mit der ersten Wnrael a, oder (— M, L, M) findet 
oder eine ambigue Tom Aussehen (Jlf, Mp, — N) mit der erstsn 
Wniael oder (— M, Mp, 2f). In den ersten beiden FSUlen lanfeii 
die ^twicUnngen beider Wurzeln der GL (2), absolnt genommen, in 
die Periode von e», in den letzten beiden FSllen in die Periode Ton U 
aus, welche im vorigen Paragraph charakterisiert sind. Tritt keiner 
dieser Tier Fälle ein, so haben die Wurzeln TOn (2) asymmetriaehe 
Perioden. 

Zusate, Ist die Form (P, Q, H) ambigue, so lißt sie sich immer 
In eme Ihr iqnivalente reduzierte, fha^äOs aneigne Form transformieren, 
und man kann von Tomherein die entscheidende Gleiebnng (C) auf- 
stellen und aas ihrer Lösbarkeit oder Nicbtlösbarkeit die im Torigen 
Psiagrapb ang^benen Schlfisse sieben.^) 

Ebenso^ wenn (P, Qf ü) eine reziproke Form ist 

Königsberg, April 1U04. 



1) Wir untenehaiden, ob %Qi pomm ungerade oder gerade, und in jedem 

der beiden Fälle, ob die Dctonnmaote 2> kleiner oder größer als ein gewisser 
Omnwert isi Die zn «nielende xedosierte Fom sei (P\ Q\ ü'), die sor Tnns- 
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Analytisch-geomelarische Abieitimg der ReaUt&tsb^^ 

für die Wurzeln der Gleichangen vierten Grades. 

Ton Ebn8t Eckhabdt in Homboxg t. d. H. 

(Schluß.) 

6. In dar biBharigen Untermicliiuig der Oleidmiigen Tierteai 
Grades mit Hilfe der Pftscalschen Sdmedke mnfiie sonidui der FbU 

|6[>2r,t'f und zugleich a* + 12c > 0 ausgeschloBsen werden. Er 
laßt sich durch die Konchoide des Xikomedes erledigen. Bei ihr 
tritt an die Stelle der kreisförmigen Basis der Schnecke die (Gerade L. 
Die Yon L aus auf den durch den Pol P, Fig. 1, gehenden Strahlen 
abzutragende Strecke sei wieder e und PQ = 2r das von P auf L 
gefällte Loi Nimmt man P als Anfangspunkt der Koordinaten, die 
Richtung von PQ als negative x- Achse und das Lot in F anf J?Q 
als y- Achse, so lautet die Gleichung der Konohoide: 

(«• + ^*(« + 2r)»-6*«». 

fonnation dienenden Sabstitationskoeffizienteo n**nntn wir a, und den 

Quotienten 2 Q' : P' b^ichnen wir mit |t. 

I. »I ungerade. 

1> • Man wähle £ al^ positive ungerade Zahl, m dafi 

pt pt 

dann ist: 7 — 2« « — — * — I»» = — i— • m#, 

i> > • Man w&Ue ( alt poritiT« nngeradA Zahl, m daO: 

dann M: ft «= 7 = 0, a — 1, «-=1, 2 ^ =- — w. 

IL m gerade. 

D < P'. Man w&hle ( als positiTe gaaae Zahl, so daft 

{•D < P«, + > P«; 

dann iit: |t . — jr . 1, a . ~ * — |, — — 
1>> P*. Man wtthle ( als positive gante Zahl, to daft 

P»:«<D, P'(i: + l)»>D; 

dftnü ist: ^ 2^; y = 0, a = l, d — 1, 2(i-=f*— w. 
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Wäblt man dagegen die Mitte 0 von Jt^Q zum Ausgaagapankty so 
erhält sie die Form 

oder 

Ä* + - «« - 2r^a^ -j- 2r(y» + r*(y» - + r«) - 0. 

Diese Kurve beetekt bekamiUieh ans swei eicli ins tJiiend» 
liehe entieekfiiideii Zweigen. Igt « > 2ry so hat sie eine Schleifi» 
mit P ak Doppelpunkt Für e < 2r ist keine Schleife Tor* 

hsnden, P ist ein isolierter 
Ponki Ist e - 2r, so erhalt 
man in P eine Spitie. 

lä eme SdUeifs vor- 
handeUf » ist die größte 
Ordinate dieser SdUeife 
Uekm als e — 2r. 





n«. 1. 



rig. t 



Zum Beweise beschreibe man mit PQ, Fig. 2, um P einen Kreis- 
boerpn und ziehe durch P ein Strablenbüschel, das den Bogen in 
Äj, Ä,, K.j . . . und die Gera<]e L in T^,. Q^^ Qt > - • schneidet. Ist nun 
^^^1 — 80 wird der untere Teil der Schleife dadurch erzeugt, daB 
man auf (p, P. Q.P, ... von ^j, Qf ■ ■ aus die Strecke e abträgt. 
Schneidet mau niui von K^, K^. . . . auf den Strahlen (iieselbe Stiv»;ke e 
ab, so liegen die Endpunkte iS\, 5g, . , . auf einem Kreise mit dem 
Radius e — 2r um P, und dieser Kreis schließt nach seiner Entstehong 
die Schleife völlig ein; es ist also in der Tat j/j < e — 2r. 
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Snr«v EonuiDT: 



Hieraus folyt, daß jede ParrdMe zur jc-Ädm, für e^ic y* > e* — 4r*, 
die Schleife nicht schneidd; denn da c > 2r, so ist stets 4ffr > 8r' 
und aho e'*— 4r-> (r l?/ )-. Für ^=»0 ergibt sich aus dor Kurven- 
gkielmntr tf^ Da nun — r* > — 4r*, so kiiim auch eine 

Parallele zur o:- Achse im Abstände y » ± — H die Schleife nicht 
treffen. 

Nach diesen Feststellungen kann die Untersuchung der Gleichung 
X* + ax^ -I + r ^ 0 für den Fall 7) < 0 (5 > 2r^el^) und 
o' + I2r > 0 durchgeführt werden, h küiiu als positiv vorausgesetzt 
werdun; wäre es negativ, so brauchte nmu bloß x durch — x üu 
eraetzen, um wieder einen positiven Koefüzienteu zu erhalten. 

Identifiziert man nun die Koeffizienten der Gleichung der 
Kondioide mit denen der gegebenen Gleichung Tiwten Chradee, so 
erhalt man mr Bestimmung toh r, e, y die Beziehnngan 

Die hierauB gefbndenen Werte tos r und e bestimmen die 
Konchoide. Die an ± y gehdrigen Abaiiasan ateUen die Wuraeln 
der biquadratisehen Gleiehong dar. Man findet tanichst 

»i.! - i(- « + + liic), - - i(- 2a - /a> + 12c) - cj,,-, 
- i(- a - Va* + iTc), «• ^ - i(- 2« + V5?+ 12^) - ej,, 
£s sei nun 

7. a<0,c>0, a»-4cS0,6>2ri«;,. — Da r,^^ unter dieaan 
Bedingungen imaginär isty so kommen zur Bestimmung TOn e und y 
nur die reellen Oröfim r^^^ und in Betracht. Von , wird zur 
Konetmktion nur das poaitiTe gebraucht. Aua — y* «- und 

^ + »•-5^ ergibt rieh ^_A±iift», ^_».^Ät.' D. 

t> -»"iq, oder X> < 0, so sind e und y reell, und ^' bestimmen 
die Konchoide, und da wegen c > 0 y* > r — ist, so trifit die 
Varnllele im Abstände y zur a:- Achse die Kurve nur in zwei reellen 
Funkten. Ihre Abszissen sind die Wurzeln der biquadratiechen 
Gleichung. 

Die l'ai allele im Abwtunde — ff würde zwei symmetrische Punkte 
mit denselben Abszissen ergeben. 

Wegen y- > yl sind beide negativ. ürUer den gegebenen liedingungm 
hat also die Gleidiung vierim Grades nur Mwei rwBe Wwtdm. 

Ob die Kurve eine Sobleifa hat oder nieh^ bmidit wegen y' > — r* 
gar nicht nntenuebt ro werden. 
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8. a<0, (?<0, a*+l2c>0, ft>2rief,. — £§ «nd jetet 
■owolü ff^i ond €j^, als aueh f^^« und ^4 reell. Da aber der Fall 
— 2r^e^^ < & < S*^s4i4 bereite erledigt ist, eo werden zur Berechnung 
▼on e* und wieder bloB und rerwimdet. Die eidk ergebenden 
Auedrticke eind dieselben wie in Nr. 6 und müssen gleiebfaUs reell 
und positiv sein. Die Koncboide existiert also. Ans 

ff<^,<4r», oder f«<<!»_^<4rf 

folgt noc, daß c> t\, daß also der eine Zweig der Konre die o^-Achse 
links von () schneidet 

Die letzten Ungkidiimgen lassen feruer erkeimen, daß 

Die Parallele im Abstände + y kann also wieder nur eicei reelle 
Punkte aus der Koncboide ausschneiden, mag diese eine Schleife haben 
oder nidit. Ihre Abszissen sind die Wuneln der biquadnitischen 
Gleichnng, sie haben w^n y* < das entgegengesetste Zeichen. 

9. c>0, ü>>i2r2P*,| und 1) o>0 und a*-4c^0, oder 
2) a < 0 und — 4c < 0. — r, 4 wird imagini&r, ist reell, 

bifolge der Beziehung b> 2r^(^^f[ mQssen auch jetzt die Ans« 
drflcke für und y' reell und positiv sein. Die Koncboide ist ahio 
ebenfalls reell und wird wcgpn — = ej ^ < 0» t/* > > c* — r* 
durch die Parnlleh im A hstande -f y nur in £W^ retüen FtuUäm mU 
nßgaUvm Äbsj^issm (fesdmtttcn. 

Ist :2riq, 1, also ß=.0, so fallen die beiden Zweige der 
Kuiu hoide mit der Geraden L zusammen, die Parallele im Abstände 
y liefert daher zwei zusammenfallende Punkte mit den Abszissen 
a? — — r,. 

Faßt man die Resultate unter Kr. 7, 8^ 9 zusammen, so kann 

man sagen: 

Im F(üh a*+12c>0 uvul h>\2r^(»^^ oder D <0 hat die 
bn£uadratischc Gleichung nur zwei reelle Wurzdn. 

10. rt' -f 12r<0. — Zur Erledigung dieses Falles muß erst der 
Verlauf zweier Kurven festgestellt werden, die durch Verallgomeinening 
eines Grenzfalles der Paecalschen Schnecke und der Koncboide des 
Nikomodes entstehen. 

fC\ Die der Hauptuntersuchung zugrunde liegende Pascalsche 
Schnecke nimmt fQr e — 2r die Form an 

S s iB* — + ^r^x cos « - 3r* - 0. 
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EutST Eckhabot: 



Diese Kurre Iwl in P, Fig. 3, eine Spitoe und beeteht aus einem 
€fiiif«chesi Zuge olme Schleife. Von « — 0 bis 180* nimmt x 

der Eonitruktion der Karre gemSS 
stetig nu Befaraditet man mm die 
Kurve 

wo k reell und positiv sein floll, lo 
mufi 8i '= n ganz auteludb Ton 5 — 0 
li^n, da 8 im Inneren nm 5 — 0 
tugativ ist. 

Ferner kann S^ = 0 nicht aue 
einem zweifachen getrennten oder zu- 
sammenfallenden Zuge bestebeu^ da das 
absolute Glied von «S^ — 0 negativ ist und — 0 also nicht swei 
poaitive und zwei negative Wiirzeln haben kann. 

Wohl aber könnte eine SdUeife vorhanden sein. Um das zu ent- 
scheiden, bilde man 




8r*«*siB< 



dg _ 



und hieraus 



«da 3r'x' — 6r*xcofla-f-3r*-J-t* 



Sr'c sin « 



wo ^ der Winkel ist, den die Tangente in irgend einem i*uakte der 
Kurve mit dem Radiusvektor x bildet. Wäre nun eine Schleife vor- 
handen, so müßte ö- sicher einmal verschwinden, der Zähler alBO Noll 
werden können. Dies ist aher nicht möglich, da A"* > Ü. 

Far «»Qo und «-»180*' wird ^ « 90\ während x hierfär 

seinen Ueinsten nnd grQßten Wert erreiehi Der Nenner tob bleibt 

wegen x > r stets positiTy x nimmt also tob « 0* bis « « 180* 
stetig za. 

Da & nidd NuB werden kann, so kann anek die ftr kleine 
Werte von 1^ sicher vorhandene Wendetangente nicht dnroh 0 gehen. 

0 heskht äho aus einem mnfachm £f 0 einschließenden 
Zuffe <Me Spitse (Fig. 3). 

h) Fflr e — 2r wird die Kouchoide des Nioomedes durdi die 
punktierte Kurve in Fig. 4 dargestellt. ' Sie hat in P eine Spiiae nnd 
ihre Gleichung lautet: 

C s a;* -h (y» - 6r")«» -|- 2r(y« + 4r«)af + r*(y« - 3r») - 0, 



Digitized by Google 



AbMtmig d. Beslittti1»ediiigiiiig«ii ftr d. WwcwiHn d. OieiehiiiigMi 4. Ontdas. 887 



Ist k eine reelle positive Große, so ergibt Bich wie in a), daß die 
Kurve Cj = — = 0 die punktierte Kurve einschließt. 

Sind 7/ und //, die zu dem- 
selben X gehörigen Ordinaten der 
Kurven C und C, , so gilt von 
d? — — 3r bis a;"- + r die Beziehung 

den LiterraUen »-*«-rbisjP» + r 
und » ——r bis — 3r stetig Abnimint 
Ton oo' bis 0, so ist dies bei 
in denwlben Weise der Fall Ton 



bis 



.1 



k 
4r* 



Die Entscheidung Ober den 
Verlauf von C| in den Intenrallen 

X «• r bis r + i ^ 1 

und 
wo 

r -h \Xi \ and — 3r — | a^i | 

die Abszissen der Schnittpunkte von 
mit der -Achse sind, gibt die 
Ableitung 

d(yi)^ 2 

dx (x-j-r)' 

Die rechte Seite bleibt, wie 
man sieh dnreh Einsetsen leieht 
Uberseugt, für jeden Wert von x'^r und ebenso fSr jedes x^ — Sr 

k* 

negativ. y\ nimmt also stetig weiter ab von bis 0. 

Diese Art der Unt^ reuchunfir setzt die stetige Abnahme von als 
bekannt voraus. Will nuin unai)hän<jig von ?/' den Verlauf von (\ fest- 
. stellen, so muß man nachweisen, daß der Ansdmek in der äußeren 
Klammer auf der rechten Seite nicht verschwinden kaim, daß also die 
Gleichung ^ ^^^j ^ ^(x - r) - [xix + r) - 2r«l - 0 

mir imaffimre WurMd» hat. Ersetst man in ihr yl dvaeh aus « Q, 
so ethiat man a:* + 2rx' - 10r»a; + + ib* - 0 

ud njralk. m. B«lb». XL * 2t 




Flg. 4. 
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nnd hiearanB die redozieite Form 

Ihre Diskrinnuante ist 

- 4 ' 12*[(12r* + i*)» - 12**(12f* + 
Da nun • 

(12 + (12f* + 1**) • (12f» + iVf, 

eo Uli omsomehr 
und also D > 0- 

Da nun außerdem <i < 0, c > 0, — 4c < 0, so hat die betrachtete 
Gleichung in der Tat nach Nr. 4 rier imaginüre Wurzeln. 

Der Ausdruck A in der äußeren Klammer auf der rechten 

Seite Ton kann also sein Zeiohaa nicht wecheehui und da er 

für » 0 positiT ist, ist er dberhanpi posäw* 

Daraus folgt aber, daß |f} in den Intervallen — r bis r + I ^ I 
nnd — r bis — 3r — | stetig abnimmt Ton oo* Ins 0. 

Aus ^— — — ^-"^ , schließt mau ferner, daß für v. -» 0 

^ V — 00 ist, daß also die Knr?e (7| die Abssissenachse rechtwinklig 
sdmeidet. 

Die Kurve — 0 heMt ako am entern Unken und reehlen smi- 
fatAen Zwe^ ohne enäHidies Maximum oder Jftmfmiiii. 
Es sei nun 

11. a ^ 0, c< Of a* + 12c < 0. » Durdi Identtfiriening der 
Koeflisienten der Kurve (7| «- 0 mit den Koeffisienten a, h, e der 
biquadratisehen Gleichung erhalt man zur Bereohnung Ton r, h, y die 
Besiehungen 

y» - 6r* « 2r(y=^ + 4r') - t, r»(y* - Sr*) - Ä* = c. 

Hieraus folgt fttr r die Gleichung — ^ » 0. Da & wieder 

als positiv vorauRgesetzt werdfn darf, so liefert die- letzte Gleichung 
«teta emeii positiven reeUeu Wert für r, der ein positiTes «/J>6r* 
und also wegen c < 0 auch ein positives im Gefolge hat. 

Durch r tmd ist die Kurve — 0 bestimmt. Auf dieser 

Kuj ve entsprechen 1/1 = + + t>r* ^im Paukte, deren Abszissen die 
Wurzeln der vorgelegten Gleichung sind. 
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Für die Ordinate des Anfuigspimktes gUt r'C^- 3r') - jl^-O, 
für -f yj ist r*(yf — 3 r*) — Är* < 0, demnach muß ^ < ^ eeill. Die 
eine der obigm Abwieen ist bIbo iwsiM«, die andere ntgaih* 

a<0,e< 0, + 12c < 0. Ifen gehe ans ron der 
Eurre 8i^0 und aelM ihre Eoelfiaenten gleich den entsprechenden 
der Tovgelegten Gleichung. Dann ist 

er«-|a|, 8r»co8a-i, 3r* + Jfc* - ,c;, 

also 



Da a* + 12c = — 12Ä^ < 0, so ist > 0. Durch r und läßt sich 
— 0 konskuieieiv und solange -j^^jy^h oder 8a' + 27 ^ 0, 

schneidet jeder Strahl unter dem Winkel a einen positiTen und einen 
negativen Radinsrektor ab Wnrzel der Gleichung vierten Grades ans. 
Ist 8a* + 27V ^ 0, eo fahrt die Knrre C^^O nun Ziele. Wie 

unter (10) folgt sunSehst ans f* — "TTT^ — ^ Of daß stets ein positiTes 

reelles r vorhanden ist. Für 8 ai™27ib* ist r—}\h und für 
8 ai'<27^>- wird r> ll'b. Dann ist aber auch = ür- ~ a >ü 
und fol<rlich auch wegen + 12c = y* — 12** < 0 die Größe k* >0. 
Femer hat man wie in (10) > y^. 

Der reellen Ordinate y entsprechen daher in der rnis r und Je 
gezeichneten Kurve ^- 0 zicei Punkte mit einer positiren und 
einer ne^^ÜTen Abszisse als Wurzeln der Gleichung. 

J» dm FäUen a^O, a>+12c<0 htU dbo die biguadraiitdie 

Gktdumg nur gwd rßeBe Wurtdn, 

Da auch hier die Diskriminante n^atiT ist, so kann man die 
unter Nr. 6 bis Nr. 12 gewonnenen Resultate zasammenfassen und sagen: 

Isi die DiArimimmte der hi^imdraiUtiten Oleidumg negativ, so hai 
dkse OUUimiig stets und nur gwei redle Wursdn, 

Homburg y. d. Höhe. 
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R. Sehroder, Die Anfkngsgrfinde der DifBrnntialreohnimg und 

Sralnohmuig. Für Schüler von li5heren Lehranstalten and FaohMihiilen, 

sowie 7nm Selbstunterricht. Hit zahlreichen Übongsbeispielen und 
27 Figuren im Text VII u. 131 8. gr. 8. Leipzig 1906, B. G. Teubner. 
JC 1.60. 

Der Verfasser hat, wie er in seinem Vorwort sagt, von der Freiheit 
Gebrauch gemadit, die in den prenBiieben Lehrpllnmi von 1901 gelaasen 

ift, und hat die Primaner der unter seiner Leitung stehenden, seit Ostern 10 05 
ausgebiuiten Oberrealschttle zu Groß-Lichterfelde in die Anfancrscrnlnde der 
hflheron Analysis eingeführt. Obwohl er diesen Versuch erst eia- oder zwei- 
mal gemacht hat, obwohl also die Praxis des Unterrichts, auf die er sich 
stutzen kann, nur knrs ist, hat er doch nicht gedadit: Noanm prematnr in 
annum, sondern hat, waa ja immerhin dankanswert ist, SMnen Lefaigang 
▼eröffpr.^üf'ht. 

In ähnlicher Weise, wie ioh es seit fast zwei .)ahr7.ehnten au der 
Breslauer Oberrealschule zu tun pflege, i'Qhrt der Verfasser den Differenzen- 

quotientoD ^ ~ der Funktion y >» f{x) ein, definiert die erste Ableitung 

y wm f*{x) a> ^ als sdne Grenie fbr Ax » 0 und leitet dann üi flber- 

aehtliefaer, klarer Weise die Oesetxe flbr die DiffBreatiation algebraisoher 

und transzendenter Funktionen her. Zur Übung im Differenzieren fügt er 
III meist 7,iem1ieh einfache Auf{rahf>n hpi, die er fast durcbwep mit einer 
oft sehr austührlichen Lösung versieht. Nach meiner Meinung wäre 
es besser gewesen, das nur bei einer kleinen Anzahl von Übnngsbei' 
spielen zu tan, bei den flbrigen aber das blofie BesattsA oder gar keine 
Lösung znsitfngen. Bs ist zu bef^hten, daß durch die Art, wie Herr 
Schröder vorgeht, zwar eine mir etwas handwerksmäßig erscheinende Ge- 
schicklichkeit im Rechnen erzielt wird, daß aber die rechte Einsicht in 
die äußerst fruchtbaren Methoden der Lifinitesimalrochnung fehlen wird. 
Das rein medianisehe Einsetzen in bestimmte Fonnehai tritt lu sehr in 
den Vordergriiud, und das will mir nicht behagen, yorsuziehen ist es, 
Wfnin man durch etwas scliwicrigcre Anfgahon die PriinarrT -mm Nachdenken 
anregt und die Findelust in ihnen wfckt. Nun zu einigen Einzelheiten! 

Dafl sich Fimktionen wie y yjc'' am bequemsten differenzieren lass«a, 

wenn man sie auf die Form * bringt, wird niebt schon Im 

Aufgabe 22, sondern erst bei Aufgabe 38 erwihnt. Bei den Beispielen 
zur Differentiation impliziter Funkfionpn vermisse ich den Hinweis darauf, 
daß man auch ohne Benutzung der partiellen Differentiaiquotienten durch 
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unmittelbares Differenzieren leicht zum Ziele komuien kann. So ergibt sich bei 
der Aufgabe 105 aus -= ^^(2a — x)= 0 sotort 3z* + y' — 2yj^\2a — x) •= ü, 

wonuv man y' « f ^^i^^^ findet. Angaben wie Nr. auf 8. 59 laBsen 
ridi beqiiemnr iQaen, wenn man die logarithmisdie Ableitung ^ faüdei 

lat r = 2}/2pi • (o — 2 jt), so ist die zu untersuchende Funktion /"(x) = x(o — 2x)*; 
man hat also ^ ^ gleieh Null su setzen und erh&lt x — ia. 

Die LOeimg der Aufgabe 10 auf 8. 60 ist wenig elegant Aus 
8^ — — h folgt, wenn man «r als unabhingige Variable wShlt, 

Au« a tga -f ^ ^ ergibt sich 

W OOS»« ^ ©0«»^ d« " » ceeV d« cos»« 

Bettt autt diesen Wert in (T) ein, ao erkennt man, da0 sin « » ün |} 
sein muß. 

Bei den Aufgaben zur Bestimmung des Werte« von Ausdrücken, die 

eine unbestimmte Form haben, hätte der Verlasser aul die iu vieleu Fällen 

sehr empfehlenswerte Benutzung von Reihen hinwmsen solltm. Besonders 

. -1 i 'i i^) «'cos x -t- sin' j- , ^ , , , 
das Beispiel aut b. 1:^ -ir?^~ i' " legte das nahe, denn wenn 

mau schreibt 

worin P und Q ganze Funktionen von x sind, so erkennt man auf der Stelle, 

daB sich für jr — 0 der Wert 2 ergehen muß. 

Das sind ja alles kloine Märii^fl, bedenklich aber ist, daß der Verfasser 
bei der Begründung der Lelire vuu den extremen Werten auf S, ü'6 den 
Satz auMeUt: Die Funktion y = f(x) besitzt ein Maximum oder Minimum 

an derjenigen Stellen, in welchen . - = (jc) = 0 ist. Aus den voraus- 

geschickten Auseinaudersetzung^sn folgt nur: An einer Stelle, wo ein extremer 

Wert eintritt, muß ^.^ - 0 sein. Der Verfasser weiß doch sehr wohl, daß 

nicht alle Wurzeln der Gleichunt,' f'(.f) 0 größte oder kleinste W' i-t'' 
von fix) zu liefern brauchen: i r hiUte sich also vorsichtiger und sorgfältiger 
ausdrückeu müssen, um Mißverständnissen vorzubeugen. 

Die Alt, wie dw Verfasser in die Integrabedmung einfahrt, ist im 
allgemeinen sn billigen. Auch hier fehlt es an Aufgaben, die zu eignem 
Nachdenken anregen, au<h hier erscheinen mir die boigegehenen Ti(5sttnpfn 
hin und wieder etwas umstündlich. Die auf 8. 102 behandelte (^ladratur 
der Zissoide wird viel einfacher, wenn man x — 2r8in'tf setzt, denn mau 
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isrlillt dann sofort Sayam^vd«. Die Integntum ll0t gicii Inobt auB- 
IBhren, donn es ist 

4 sin « (1 ~ OOS 3t»)' » { — S OOS 9« + ( OOS 4«. 

Mithin ist 8a*/ sin* u du = 2a^ (j W — sin 2m + { sin 4u). 

Auch bei der (Jaadrutur der Zykloide auf S. 105 ist es besser, zn 
gebreiben ^os'?/ d.y ^ y/C^ "i" '^^^^ 2gj)<f.v = ^ + { sin 293. Für die Kar- 
diouie, die im § 48 bebandelt ist, ziehe ich der vom Verfasser gewählten 
Polargleichung r ■» 2fl(l + »in <p) die Form r — 2a(l — co« 9) vor, denn 

bei der Quadratur kommt man dann auf J jr'dy =• 8a*y sin* - und 

kann nachher vorfahren wie bei der Zissoide. 

Mit der Sprache des Baches kamn ich mich nicht durchweg einverstanden 
orUiren. Ifich stört schon die imsoitgein&Be Vorliebe fb das BelstiT 
welcher und das „Fanlheitspronomea" domlbe, das doeb endlidi einnial 

ausgemerzt werden mfifite. Geradezu unangenehm berühren mich Wendui^en 
wie folgende: Wenn eine Funktion y = f(x) gegehfv] ist, so haben wir in 
der Differentialrechnung gelernt ... (S. 86). Wo sind in ähnlichem Ver- 
hältnis stehende Op^tionen schon angetro&n? (8. 88.) Wenn ansmnltipli- 
aiert und snsanunengefisfit ist ... (S. 71). 

i<8 soll mich freuen, wenn bei einer hoffentlich erforderlichen neuen 
Auflage de«; Buches der Verfasser «Inige der Winke beadliteti die ich hier 
zu geben mir erlaubt habe. 

Breslau. 0. Outscue. 



Helnildi W^r, Josef Wellsteiii und Walter Jaeobtthal: Bn«7kio- 

pSdia dar alamamtaran Gaomoirie. Hit 280 Texlfiguren. XII n. 

604 S. gr. 8. Leipzig 1905, B. G. Teubner. M 12. — . 

Das Buch bildet den zweiton Band der „Encyklopftdio der Elementar- 
mathematik. Ein Handbuch für Lehrer und Btudierendo^' , von Heinrich 
Weber und Josef Wellstein, mit dem Nebentitel „Elemente der Geo- 
metrie^. Bei der Ansage des ersten Bandes, der von Weber allem be- 
arbeitet war (Archiy (3) 9, 369), ist der besondere Charakter der Bnsjklo* 
pidie der Elementarmathematik gewürdigt worden. 

Das er'^te ..Buch" des neuen Bandes über die Grundlagen der Geometrie 
ist von Herrn Wellstein verfaßt. Im zweiten „Bache'\ das die Trigono- 
metrie erledigt, ist die ebene Trigonometrie nnd die Poljgonometrie Ton 
Herrn Weber geschrieben, die q;»h&riscKe Trigonometrie Ton Hetm Jacobs- 
thal. Das dritt« ,3iMdi''t analytische Geometrie und Stereometrie 

enthält, hat Weber zum Verfasser; nur der Paragraph 83, die analytische 
8phärik, rühi-t von Jacobsthal her. 

Noch weniger als bei dem eisten Bande entspricht bei dem zweiten 
der Inhalt dem Titel einer Enzyklopidie der elementaren Geometrie. Die 
„zahllosen Sutze und Bätzchen der Elementargeometrie über Dreisd^ nnd 
Kv^i- Tetraeder und Kugel" werden in der Vorrede etwas geringschätzig 
bei f?fiie geschoben. „Unter Ausscheidung alles zurzeit noch IsoHert-en 
und darum Unfruchtbaren sollte nur das geboten werden, was in den An- 
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Wendungen auf Mef^hanik und Physik sich als nüt Iii h erweist und iuioh in 
der höheren Mathematik fortlebt. In diesem engeren Bereiche wurde in 
«nter Linie Vertiefnag und Belebung des Gegenstandes angestrebt, Ter- 
tieftmg dansh atuftthrlielie kiitiaelte BehmncUinig wk der logiseben und 
erkenntnistheoretischen Seite, Belebung dordi Anwendungen, die ftir einen 
dritten Band vorbehalten sind." — Mag man über die neuere Dreiocks- 
geometne urteilen, wie man will, so durfte in oiuer Enzyklopädie der ele- 
mentaren Geometrie die Sache doch nicht in einer Fußnote (6. 333 ) durch 
«ine Venreunng anf Pfttoftle Bepertorinm abgetaut werden. 

Da indeaeen der dritte Band Anwendungen bringen soU, darf man 
hoffen, daß dort noch manches Fiat?, finden wird, was der Käufer des Werkes 
nach dem Titel desselben in dem gegenwärtigen Baude vergeblich sucht. 
Doch glauben wir, daß die Enttäuschung, welche die Durchsicht des vor- 
liegendsn Baadee bei vielen h«rf<urgeniliBn hai, dttreh den sn erwurtenden 
nicht völlig beseitigt werden wird. Der Oberlehrer, der für seinen Unter» 
rieht sjfort verwertbaren Stoff sucht, wird eben einsehen müssen, dnfi das 
von den Verfassern verfolgte Ziel nicht in dieser Richtung liegt. 

Die beiden Leiter des Unternehmens, Weber und Wellstein, haben 
als Ünifleraitttslehrer den Stoff unter dein Genehtipttnkte iMhnndeli, da8 
.sie dem zukünftigen und dem sehon im Amts befindlidien Oberlehrer den 
Stand der wissenschaftlichen Forschung über elementar-geometrische Fragen 
in der Gegenwart haben darstellen wollen. Ob das Werk ebenso ausgefallen 
fr&re, wenn die beiden Autoren selbst einige Zeit den Sehulonterricht in 
der Geomelrie erteilt hltten, möchte Referent besweiftia, der tot ennem 
SinMtt in die TeehniMdie Hodieiduile 34 Jalire lang ale Oberlelirer titig 
gewesen ist. 

Nach dieser unumwundenen Äußerung der Bedenken, die sich auf den 
Mangel an Übereinstimmung zwischen litel und Inhalt beziehen, müge nun 
aller nnofa f^tMk die Anerkennung folgen, daß dae Weik nioht bloß den Mathe- 
matiker auf das leUialleeteintereeBieren mnA, aonden flberbanpt jedendanlunden 
Mensehen, der etwas aus der Erkenntnistheorie erfoliren wiU, nnd swar hier 
nn dem einfachsten Hci^pirle dem der Geometri*^ 

Von den 563 Textseiten werden namlioh die erst-en 301, also mehr als 
die Hälfte, durch das erste Buch Aber die Grundlagen der Geometrie an- 
geflillt; TOD diesen entfallen mv die Seiten 2S0 hie 801 aaC die aigeniliehe 
Flanimatrie. Die nichteuklidische Geometrie, welche im letzten Jahrhundert 
immer nur von einzelnen Liebhabern al>^ Oepenstand der Forschung pe wählt 
wurde, iüt nach dem Erscheinen des Hilbertschen Buches ..Grundlagen 
der Geometrie" (189d) ein allseitig und eifrig gepflegtes Arbeitsgebiet 
gewordmi. Beeondm die Tielen Sehfller Hilberts hi^Mn sieh mit einem 
aolchen Eifer und Erfolg dieser Studien beflissen, daß man soherzweise die 
alte Redensart „Eulen naeli Athen tragen" mit der anderen vertauscht hat: 
„Nicbteuklidische Oeometrie nach Göttinpen tragen". Diese lebhafte wis.sen- 
schaftliche Bewegung hat otfenbar das erste, von Well stein veriuüte 
Jittch** dee BandÜM beeinflnSt, nnd es ist eine Darstellnng entstanden, die 
nichts weniger eis enxykloptdisch ist, sondern in origineller Weise alle 
Seiten des Gegenstandes widerspiegelt nid ein vollsitJlndiges Bild von ihm 
zu geben sucht. Mag mau immerhin in Einzelheiten anderer Meinung sein 
als der Ver&sser, wie unter anderem Weber seine in bezug av£ Kants 
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Raumlehre abweicbende Ansicht dturch einen „Kachtrag 7,u den Ornndlagen 
der Geometrie", S. 589 bis 591, zum Ausdnu-k gebracht hat, so ist die 
ganze Schreibweise so natürlich and äiisch, tuiirt so einlach in die ver- 
wickdien Betrachtmigwi hinein, d«fi die philosopluaehe Vertiefung, auf die 
dieser Abschnitt heredmet ist, gewiß bei allen Lesern eireieht wizd, die 
den Stoff selbsttätig durchdenken. Der alte Grandsatz von Descartes: de 
Omnibus dubitare wird mit Erfolg auf die Prinzipien der Geometrie an- 
gewandt, die mau so lange als von jedem Zweifel unangefochten, als das 
Gewieseeto in meoMdiliisliMi Geiele betntditet hatte. 

Oerade wie in dieeem ersten Bnehe die prinzipiellen Seiten der Geo- 
metrie so beleuchtet sind, wie sie gegenwärtig den sich um sie bemiilienden 
Forschem erscheinen, so hat Herr Tacobsthal in der sphärischen Trigono- 
metrie, die den verhftltnism&flig groiicu Raum von lüO Seiten einnimmt, 
aoBer der Ilteren HObiuteehen Anfhasung die.jGnmdgedaakeik der Btudy« 
fdien Ahhiadhing wn dem Jshre 1893 Aber die spUbieohe Trigon om etrie 
anseinandergesetzt und ist damit etwas aus dem Kähmen der Elementar- 
geometrie herausgetreten. Obgleifb diese Bereicherung de.s Inhaltes an sich 
wertvoll ist, darf man wohl tragen, oh nicht andere, unberücksichtigt ge- 
bliebene Teile der Elemeutarmaihematik nötiger gewesen wSren- 

Hinsiohtfidi der von Rem Weber Ter&fitfln Abechnitto der ebenen 
Trigonometrie und der analytischen Qeometrie sowie der Stereometrie iel 
ans dem Oninde weniger 7U bemrrkf^r!, weil sit^ «ich mehr in den üblichen 
Grenzen halten. Die Aufnahme der analytischen Ueometne der Ebene und 
des Raumes in die Enzyklopädie der Elementarmathematik wird in der 
Vonede damit begründet, daB die Kegebchnittddiie, „dieses sdiönst« rnud 
höchste Gebiet der Elementargeometrie, von den vetsehiedensten Seiten her 
in Angriff zu nehmen" sei. TVir iWf'n'itm, bis ru denen vorgegangen ist, 
sind etwa auf unseren ObeiTealscliulen eiTeichbar, wührend man in Frank- 
reich iu den „Classes de mathematiques speciales^ viel weiter geht. „Eine 
snsammienhlpgende DarsteUnng der Kegelsehnittdelire wftrde ftber 
Babmen unseres Werkes hinausgegangen sein." 

Im einzelnen wird mancher Änderungen wünschen Wir wollen hier 
eine Kleinigkeit erwähnen. Auf Seit« 27.0 wird der Bruch 3 sm qp : ( 2 -f cos 9) 
in eine Potenzreihe von ip entwickelt. Statt bei dieser Gelegenheit die 
Meihede der onbestimmten Koeffizienten neboibei mit ra beweisen, bitte 
das gewöhnliche Divisionsschema genügt. Der Koeffizient von qp' ist infolge 
eines Zeichenfehlers falricb als 1 300 bestimmt, wUbronfl er in Wahrlieit 11512 
ist. Außer der einen an dieser Stelle mitgeteilten Huygensschen Konstruk- 
tion für die angenäherte Darstellung der Länge eines Kreisbogens h&tte die 
andere, die blofi ervrthnt ist, ebenfalls Plate finden sollen, weil bei ihr 
das erste Fehlerglied bedeutend geringer ist ((p^l 680 statt tp^lSO), wie 
ans dem T»'xte von TTujgens schon hervorgeht. Das Lob der auf S. I7ff. 
vorgeführten Ötcinerschen Linearkonstruktionen ist iwnr objektiv begründet; 
wenn aber, wie in einer jüngst veroä'entlichten Progranunschrift des Herrn 
Zflblke nachgewiesen wüd, Lambert lange vor Steiner dieselben 6e^ 
danken durchgefOhrt hat, so mu£ diesem Uteren genialen Forscher wenigstens 
Teil des Lobes zugesprochen werden. 

Um miBverständiiohen Auffassungen vorzubeugen, soll am Schlüsse 
nachdrücklich erklärt werden, daß Referent es für sehr wünschenswert, ja 
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dringlich erachtet, daß alle Lehrer der Elementargcometrie aiofa mit d^ 
prin^ipi^^Uen Erörterungen dieses Bandes der Enzyklopädie bekannt m Drüben. 
Natürlich soll damit durchaus nicht gemeint sein, daß diese ErÖrterimgen 
min Gegenstande dm Schnlimtexrichtä gemacht werden. 



W. Uauber. Statik. I. Teil: Die Gruudlehien der Statik ätaner Kürper. 
148 a, 63 Figuren. 1908. II. TeU: Angewandte (teehnisdie) Statik. 
148. B , Cl Figuren. 1904. Leipog, G. H. Gteohen. (Saminl. GMhen 

Nr. 178 und 179). 

Bas erste Bfindchen behandelt den auf die einfachsten Gegenstände 
beschrankten Stoff in 6 Kapiteln : I. Kräfte der Ebene mit gemeinsamem 
Angnäspnnkt. II. Kräfte der Ebene, die in verschiedenen Punkten eines 
itaiven Kffipen angreifen. IIL Krifte de« Baumes mit gemeinMunem An- 
grifipunkt. IV. Ki^f^e des Raumes, die in verschiedenen Punkten eines 
starren Körpers angreifen. V. Von der Schwerkraft und dem Schweipunktet 
VL Von den WidorstandskrHften und ihrer Bestimmung. 

Das zweite Bändcben erledigt den gewaltigen Stoff . in 7 Kapiteln: 
L Stairs Stabrerbiodiugen mit beliebiger Belastnng. U. Ebene Fachwerke. 
m. Spreng- und Hängwerke. IV. Standfioitigkeit der ^^auem (Pfeiler). 
V. Standfestipkeit der symmetrischen Tonnengewölbe. VI. Theorie des £rd* 
druckes. Yll. Vom Gleichgewicht der seilarügen Körper. 

überall wird außer der analytischen Behandlung auch die graphische 
gelelirt 8eh<m im enten Blndchen ist immer die Btchtmig auf die tec^ 
BiMhen Anwendungen gewahrt, wie das Yom Verf., einem DipL Lig., zu 
erwarten ist. Das zweite Bändchen enthält ja überhaupt nur technische 
Anwendungen in knappster Darstellung. Auf dieser praktischen Seite liegt 
das Gute des Werkchens. Schwächer und vielen Einwänden ausgesetzt sind 
Stellen, welche die prinnpieUen Gnmdlagen atreifea. Auf 8. 7, Bd. beifit 
et «Kraft iMaeiehnet die Unaehe einer Bewegung oder BewegnngaiBd«ning", 
nnd gleich nach nachher auf S. 8: „Die Kraft ist Äußerung der Wirkung 
des Stoffes auf den Stoff.'" Albs, was hier über Kraft, Schwere, Gewicht 
gesagt ist, bedarf der Richtigstellung oder schärferen Fassung. 

Das Literatunrerzeiehnis am Ende des IL Bandes hat merkwtirdige 
Lttckan. Es ÜBhlt a. B. das große FSpplscbe Werk (der Name des Autor» 
bei swei andern seiner Schriften ist falsch); Schell, Bonth, Loren x, 
TallqTist usw. sind gar nicht genannt 

Berlin. £. Lampe. 



Niels Nielsen, Handbuch der Theorie der ZyliuderfunktioiMiL XIV u. 

•108 S. gr. 8. Leipzig IHOL R Teubner. M 14.—. 

Herr VV. Ostwald hat sich gelegentlich darüber geäußert, wie ein 
Hanäbudt beschaffen sein soll. Es soll das vorhaadene Wissen so vollständig 
imd genau als mSi^cb snsammenfassen. I>emgemftft wird es nnr von solchen 
benatat werden, die bereits über die grandlegenden Kenntnisse des Gebietes 
verfügen. Der Leser muß das, was er sucht, ohne Scliwierigkeit finden 
können, und er maß über den ätand der Wissenschaft an der betreffenden 
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Stelle er.<rhöpfend unterrichtet werden Fin Haudl'ucb wird dalier auch nicht 
fortlaufend gelesen oder studiert, sondern man schlägt os nach, wie der lie- 
darf es verlaugt. — Wir fahren fort uud glauben sagen zu dürten, daß der 
Autor nch vorwat in d^n Betitt der gMamt«ii LiterAtnr sa TerMtna g«> 
nötigt ist R Nielsen gibt 16 «nggadmckte Seiten (^89— 404), gefüllt 
mit den Titeln von A1)hanillungcn , die sich auf die ZyUmhrfuuliianrn be- 
ziehen. Dali er sie alle gelesen hübe, behauptet er selbst nicht So giVit 
er an, das Werk des Referenten: „Studien über die Reduktion der Potential- 
gleiflhnng anf gewöhnliche Diffarentitlgleiebungen** lei als „Programm; Berlin 
1893" erschienen, während es doch 180 Seiten umfaßt und im Verlage 
von Georg Reimer selbständig als Anhang zw Heines Hamlhurh der 
Kugel funkt i Olim ven'ifffntHcht worden ist (S. 394). Kefrrent hat daselbst eine 
Definition der ZjfUtulo fuHkttonm rirsdnedener Ordnungen aufgestellt ^Ö. 120^i 
«r hat die J>etMyMiMler-Fnnktbnen als von der mmücm Ordmmff von d«t 
Funktioiieil des ptaraMischm Zylimlrrs (Weber, Baer, Haentzschel) and 
des eUiptischen Ziflinders (Mathieu, Heine, Lindemann, Haentzschel, 
Särchinger. H. Bruns) als von der dritfcn Ordnung unterschieden. Das 
oben erwähnte umfassende Literaturverzeichnis wei«t den Verfasser auf diesen 
Uateneihied aufldrfidklioh bin. Hr. Nieiaea aber lehnt diese Bssaicbaiiagea 
ab, er nennt sein Buch kurzweg ein Hmidbuek der Zifl4nderfv»ikHmien, 
Wihrend es in Wirklichkeit nur ein Handbuch thr Krikzylwd<TfunMimm 
ist. Sind wir aber über diese Einschränkung des behandelter. Thema.s ^inigi 
80 stehen wir nicht an, dem hochgelehrten Verfasser imser kompiiment über 
die Ton ihm geleistete zusammenfasstmäe Dcirsidlung einer so gewaltig an- 
gesdiwollenan Literatnr an machen. Denn wann demlbe aoeh im Vorwort 
behauptet, daß yon den 27 Kai it In un ganzen 23 das ErgebnLs eigtmr 
Unitrsucliufigm w8rf>n, so liegt wohl hier eine Art von Selbsttttuschun? vor. 
Wir möchten das Werk alü eiue schöne Komposition, die von einer bloUen 
Kompilation weit entfernt ist, bezeichnen. 

Wer in der Theorie der hypergeometriseheii Reihe von GaaB su Haaaa 
ist, weiß, daB eine Dreiteilung derselben möglich ist. Den im allgemeinen 
geltenden Resultaten, wie sie (lauß, E. E. KiuTiiner u.a. entwiek'lt h;iHr-n, 
treten au die Seite die Fälle, m denen die Stelle x = 1 eine weseuihch 
singulare ist (Gauü, Artikel 45 — 46, Lohnstein, Uelfter, Borchardt, 
Spitier, Michaelsen, Winter), wo also das aweite pnrtilralftre Integral 
aine logariOimischc Unstdighlt besitzt, und weiter diejenigen Falle, wo hmde 
fxirtikuJ/frr Irifegrale (ilgthi nische Funkficnrn sind (H. A. Schwarz i. Die 
Diäerentialgleichung der Funktionen des KrrisrifMndns läßt sich unter die 
der hjpergeomet rischeu Reihe subsumieren; nur ist alles viel einfacher dort 
als hier. Es ist ja nur der eine Parameter v bei der Besselschen Trans- 
zendente vorhanden: daher die Dreitt ilung: v beliebig; v eine positive gaase 
Zahl; V die Hälfte einer ungeraden Zahl. Der letzte Fall, von Poisson 
zuerst behandelt, ist derjenige, in dem die gegebene Ditrerentialgleichung in 
geschlossaur Form ini^grahcl ist Er läßt sich unabhängig für sich allein 
erledigen (Hermite). Ist aber v ganziahlig, so ist dä Stelle x — 0 
m firntJicJt sitigulnr. Dem erslm partikolKren Integral P'^{x) schließt sieh 
die logarithinis< h un«?tetige Neumannsche Zylinderfunktion Y^''^(x) als 
tWfHcs partikuläres an. Für die Stelle hat Referent zuerst 1 '=*h9 

außer den zwei schon bvkmtuten voneinander verschiedenen astm partikularen 
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Intf'ifralen, — es sind die snvil-ofu-rrot'ftf^t} V.niv.-iok\nnrrt^n oder nutfmpfötischen 
Jieüien^ ~ die zwei bis dahin noch fehlenUeu login ithmisch uust«tigen und 
asjmptotischen eweitm partikal&ren Integrale hinzugut igi Das Handbuch 
waiB nichto darftber la bcriobten; was m yon den entea pftrtikiilireii Inte- 
gfftlen gibt, zeugt aber Ton wenig Klarheit; die skizzierte Dreiteilung kennt 
es nicht; im Gegenteil, alles Ifluft durclieinander. Der Referent vermißt ein 
Hervortreten der Fuchs-Thomescheu Theorie der Differentialgleichungen, 
wodurch ein klarer Zusammenhang zwischen den einzelneu Kapiteln verbürgt 
worden wire. Denn in dem FftU« ^ beliebig^ tritt dodi offrobar dem 
realen partikuliren Integral: J'^^U.r) das zweite: I^~*Hx) als mit ihm ein 
FundcuncntalsysUm tm Fucli ssthi n Sinne bildend an die Seite. Ati I rs denkt 
Hr. Nielsen! Nach ihm kann keine ZifUnderfunktion darstellen; 

muß am der Tfutnie der Zyltndcrfxmktionm veibannl werden!''^ An 
«eine Stelle tritt bei ihm das nidit-ftindamentale Integral: T^'^(ai)^ 

^T^-^^ (cos(vä)7<'5(x) — Jf-'^f r)). Dadurch kompliziert sich der Aufbau 

des Handbuches; Entwicklungen werden in den Vordergrund gerückt, die nur 
mn Anvecbfe baben, als Folgerungen erwihnt an werden. 

leh glanbe also sagen su dOrfen, daß die Oatwaidaeben Kriterien lllr 

ein Handbuch auf das vorliegende nicht vollkommen zutreffen. Dennoch 
wird man es dankbar nnerkonnen mflssen, daß der Autor sich in das weit- 
flchichtige Material mit solcher Liebe vertieft hat; für die nächste Zukunft 
wird ^ Handboeh dia beifta Anaknnftstdle aein für alle, die anf dem 
Gebiete der Zylindeifnnktaonen, in dem von mir oben angegeben«! weitesten 
Sinne des Wortes, tätig zu sein gedenken. 

Über den Inhalt der 27 Kapitel hier einzeln zu berichten, darf ich 
mir wohl versagen. Der erste Teil gibt in 11 Kupiteln die Fundamental- 
eigenschaften der Ereis-Zylinderfunküonen; ihre Darstellung sowohl durch 
Bdben als dnrob bestimmte Integrale. Im Mweilm T«ä wird in 7 ^piteln 
über bestimmte Integrale mit Zylinderfunktionan gehandelt. Der dritte Teil 
liefert Entwicklungen analytischer Funktionen nach Zylindt rfunktionen in 
b Kapiteln, endlich der vürte Teil in 4 Kapiteln Darätelluugen willkürlicher 
Funktionen durch Zjlinderfunktionen. Ein Anhang vermittelt Uilfsformeln 
ans der Theorie der Gammafunktion, der bypergeometrischen Funktion, der 
Kugelfnnktionen und der trigonometrischen Reihen. Das oben erw&hnte 
Literaturverzeichnis und ein alphabetisches Register beschließen das inhalt 
reiche Werk, fflr dessen Abfassung die mathematische Welt dem Verfasser 
zu großem Dank verpflichtet ist, was ich nicht unterlassen will hervorzuhebt^u 
trota der AnssteUungen, die zu machen ich mich genötigt sah. 

Beriin, 18. Jwiuar 1906, E. HasKTzacniBL. 



Eligeuio Heltrami, Opore matematiciie. i'ubblicate per cura della 
Fteoltk di seienxe della R. UniTenitk di Borna. Tomo I, 1902. Tomo II, 
1904. Milano^ HoeplL 

Die italienischen Mathematiker haben dem allzu früh der Wissenschaft 
entrissenen Beltrami, dessen Name in den Annalen der Mathematik längst 
einen Ehrenplatz behauptet, ein wahrhaft würdiges Denkmal errichtet, iudt-ni 
sie die sämtlichen wissenschaftlichen Arbeiten des hervorrageudeu i^'orschers 
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in einer sphfin ausgeütatteien Gesamtausgabe ausamnien gestellt haben, von 
der uns diu beiden ersten Bände vorliegen. Die mathematische Welt ist 
dtn Veranstaliern und Förderern dieses Untemebmei», onter deoeii di» 
Mtttteir und die Witwe Beltramis, der inzwischen ebeofaUs hingeschiedene 
Cremona und die Herren Tonelli und Castelnuovo an erster Stelle ge- 
nannt werden, zu lebhaftem Danke verpflichtet. Die Werite Belti ;imi8 m 
der neuen Ausgabe bilden durch den hohen Wert der hier vereinigten Ab> 
handlungen sovis doreh die vorzflgliche Ansstatinngf an der wesenilidi die 
sehr leistongsftthigs mathematische Druckerei su Faiermo beteiligt ist» eine 
Zierde jeder mathematischen Bücherei. 

Es brauclit an dieser Stelle nicht auf die Bedeutung Beltramis ein- 
gegangen zu werden, die in verschiedenen Zeitschritten eingehend gewürdigt 
wwdea ist; im enteb Bsade der Torliegenden Ausgabe findet mnAk ein Ne> 
krolog von Cremona. Um aber die Bedeutung der Torliegenden beiden 
Bände ungefähr zu kennzeichnen, sei auf die hervoiTagendsten Stücke ihres 
Inhalts hingewiesen. Der et^te Band enthält u. a. die im Giornale di matematica 
veröffentlichten Untersuchungen über die Anwendungen der Analysis auf die 
Geometrie, die Abhandlongeii Uber die Yerbiegung der RegclflScliea und 
Uber die geodfttisdie Abbildung, den Yersneh eirnr Intwpretation der nicht* 
euklidischen Geometrie und die Theorie der R&ume konstanten Krümmungs- 
maßes. Aus dem zweiten Bande sei die allgemeine Theorie der Differential- 
^rameter, die bisher schwer zugänglich war, sowie eine ausgedehnte Arbeit 
Aber die Kinematik der Flllssigkeiten hervorgehoben. 

Liebhaber der Yariationtrecbnung seien auf eine Notia Ober geoditisebe 
Linien, 8. 366 des ersten Bandes, verwiesen, in der eine durchaus moderne 
Auffassung der Jacobi-IT . rniltonschen Mdiindf. in Verbindung mit den 
Aufgaben der Variationsrechnung angetroffen wird. 

Breslau. A. KiCEeca. 



Jult's Tsjunpry. Leooua d'algebre et cl'analyHO a TuaagG des eleves 
dea ciätttiea du naath.ämatiq.ue8 speciaiea. 2 toines. Vil und 423, 
636 p. Paris 1906, Gau^er^Tillars. 

FQr den mathematiselien üntorrioht in franxOsiseheo Lyieen ist 1904 

ein neues Programm ausgearbeitet worden, welches die Zurllebdrftngtuig 
rein abstrakter Entwicklungen, die Besfhrfinkung bei Ableitung sogenannter 
aUgeraeioer ?'onneln fordert, Anwendungen nnf luimerische Beispiele und 
deren völlige Durclirechuung betont und frühzeitige Daiieguug der Kkmenle 
ans der Kufinitesimakeehnung in den Vordergrund stellt Diises Fkogramm 
hat in Deutschland lebhaftes Echo geweckt, da auch bei uns seit Jahren 
Bestrebungen im Gange sind, den Schüler finlhzeitig mit dem Funktions- 
begriff und den Grundbegriffen der Differential- und Integralrechnung be- 
kaiuit zu machen imd gleichzeitig das Kecbneu mit Buchstabengleichungen, 
das Entwickeln von aogenumten allgemeinen Formeln einsoschrSaken« Daa 
vorliegende W^erk ist geeignet, von dem neuesten Kurs im raathematischen 
ünterri' iit lUr elasses specialis i in nngeftlhres Bild zu geben, und dtlrft© 
daher lu Deutüchland besonderer iieachtung begegmen. Offenbar hat Herr Jules 
Tannerj schon lange vor der amtlichen Festlegung nach diesen Grund- 
sfttseii untenriebtet, wie ja auch in Deotscfaland lange Zeit, bevor der noek 
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andauernde Kampf um den neuesten Kurs entbrannt ist, an einer ganzen 
Reihe von Mittelschnlpn (\rh erwUlmp in «rstfr Linie die Oberrealschalen, 
z. B. die Friedriclis-W erdersche und die Luiüenstiidtische Oberreal schale in 
Berlin) bereits Diä'erential' und Integralrechnung gelehrt worden sind. 

Wu an dem Werk auf den ersten BEok in die Augen flUlt, Ist die 
nngewdhnUohe Breite der Darstellung, die in der Methode des Yerfassers, 
alles sagen zu wollen, begründet ist Herr Tannery legt Wprt darauf, 
(len T,r><?pr auf Schwierigkeiten und Lücken in der Ableitung eines Theorems 
auiuierksaia zu machen und ihn anzuleiten, wie die Bedenken /.u beseitigen, 
wie die Ltleken anssnAllen sind, oder aber, ialls dies <lber die Grensm des 
Vortlages hinausgehen wflrde, dem Leser die Lflekenhaftigkeit des Beweises 
7,mn Bewußtsein zu ^irinfren. Im mündlichen Vfrfrair dürfte es nicht sowohl 
aus Mangel an Zeit, denn aus methodisch* :j <imnden untunlich sein, bei 
der Einführung des Schülers in ein Gebiet alle diese Diuge zur Spi-ache zu 
bringen. Der YerAMser bat wohl aueb mehr den Lehrer im Auge, dw nur 
eignen Orientierung und zur Vorbereitung seines Vortrags das Buch zur 
Hand nimmt. So dilrfte derjenige, welcher es etwa unternehmen wollte, 
die Theorie des Irrationalen vor der Klasse so vnrzntragen , wie sie auf 
den ersten 58 Seiten des Werkes dargelegt ist, beim Schüler eher das 
Gegenteil Ton Freude und Imst an atithmetiMiheB Untenniohungen erweoken. 

Im sweiten Kapitel wird bereits die Ableitung eines ganszahligen 
rationalen Ausdrucks von einer und mehreren Variablen definiert und fQr 
den Fall einer Variablen geometrisch gedeutet. Die nächsten Kaiiiiel l»e- 
handeln die Division von Polynomen, die gebrochenen rationalen Ausdrücke 

(wobei die homographisehe Relation v = j eingehend besprochen wird), 

den größten gemeinsamen Teiler, das Imaginiire. das Fundamentaltheorem 
der Algebra, den binomischen Satz, Gleichungen ersten Grades nelist einer 
kurzen Einführung in die Determinanten, und endlich die Eliminatiomi- 
meäioden von Enler, BylTOster and B^sout. 

Der zweite Band beginnt mit dem Grenzwert nnd der nnendliehen 
Beihe. Als Anwendnngen dient die Aufgabe, die Summe einer Beihe, deren 
Glieder mit beliebiger Annäherung berclmet werden könneii. mit gegebener 
Annäherung zu bestimmen. Sodann wird diu Stetigkeit einer Funktion 
einer reellen Variablen erörtert und die Ableitung einer solchen, durch eine 
konvergente Reihe definierten Funktion eingefUurt Es folgen die Ent- 
wicklnngen von Maclaurin und Taylor mit den üblichen Anwendnngen 
sowie das durch den FlÜclieninhalf definierte, bestimmte und das unbestimmte 
Integral nebst Anwendung auf die linearen Ditterentialgleichutigeu, während 
das algebraische Pensuui init der Untei^uciumg der Hjmmetiiächen Elementar* 
fonktionen einer algebraischen Oleiehung beschlossen wird. 

Diese Inhalt.sauf/illilung läBt schon erkennen, dafi die Vorlesungen des 
Herrn Tannery für den IViniaunterricht an dent-sehen Mittelschulen nicht 
unmittelbar verwertet werden k(hiuen, sie dürften vielmehi- noch unsieren 
Stadenten in den ersten Semestern wertvolle Belehrung bieten. In diesem 
Sinne ist der Gewinn, der dem deiitsdiaDi Oberlehrer ans Boreis Algebra 
Ar seinen Unterricht zufließen dürfte, sicher größer und unmittelbarer. 
Immerhin bietet das Werk auch für den Prinmunterricht eine Fülle von 
Winken und eine Fülle von Anregungen und — was noch gamioht erw&hnt 
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worden ist, was aljer als ein besonderer Vorzug der Vorlosungcn hf'-vorsfeholicn 
zu werden verdient — eiue beträchtliche Zahl von Übungen und Bei-spielen^ 
die ein über die Mittelschulbedürfnisse hinausgehendes Interesse beanspruchen. 
IJerku. E. Jaiuskü. 



U. Zimjnemuuiu. Die Knickfestigkeit eines Stabes mit elastisciier 
QiMntatBiiiig. 44 8. Berlin 1906, W. Unit u. 8. ^ S. — . 

'Ffir die Beanspruebnog eines gerades Uegsamen Stabes, der in seiner 
ganaeo Llnge ttniinierbroch«[i elastisch in der Qaerrichtong gesltlbi vnd 

mit beliebig gerichteten Krftften belastet ist, hat der Verfasser in den 
Berliner Akademieborichten eine Lösung mitgeteilt, die auch den Knickfall 
als Grenze einschließt. Dieser Grenzfall wird im vorliegenden Heft be- 
sonders nntersneht Die allgemeinen Onmd^eiehongen woden fOr acbtsig 
▼eisehiedene BeiBinele unmertBdi dnrehgerechnet 

Dabei erhebt sidi die — den Mathematiker intereesiereDde — Frtge 
naoh dem Wertepiar q, w, das dem Qleiehangssjstem 

* ©in tf» — sin w — 0, * Sof gip — cos » — 0 
zu genügen bat, wo die zweite Gleichung ann der ersten dnreh Differen- 

l 3 

tiation nach w entsteht und k — - , gesetzt ist. Der Verfasser bemerkt 

3 — q* ° 

dazu: „Die mir zugänglichen Fachschriften enthalten nichts Brauchbares 
hierüber; es mußte daher erst ein geeignetes Verfahren entwickelt werden**, 
nnd fttgt hinsn, daß er nnf öne fieachreibung des Verfahrens ans Ranm- 
mangel verzichten mflsse. & ist nickt recht ersichtlich, weshalb das wobl- 
hekannte Verfahr*»n nicht anwendbar sein solle, das in der Taylorschen 
Entwicklung einer Funktion von zwei Variablen seinen Ursprung hat. 

Berlin. £. Jabnke. 



Oeuvres do 1 haries Herimtc publikes sous les auspices de rAcademie 
des soienoes par iUnile Pioard. Tome L Paris li^uü, Ciauthier- 
Villsit. 

Das AtoMt hat gans beeondere Ursache anf das üntemehmen hin- 
zuweisen, Yon dem jetzt der erste Baad erschienen ist. Hat doch Hermite 
fl8'>2 — 1901) der Xeupestalfung des Archivs, die wenige Monate vor 
Beineni 'l'ode zustande kam, sein Interesse bekundet durch Übersendung 
einer Notiz über die Auflösimg der Gleichung sn ;r — jf • i>, sn und ist diese 
Notis, weldie das AichiT der malhematisehen Welt TOrlegen konnte, dodi seine 
letzte Arbeit gewesen. Gleichzeitig eridelt der eine der Heransgeber, welcher 
das Glück hatte, seit mehreren Jahren mit dem großen Franzosen in regem 
Briefwechsel zu stehen, ein Schreiben, worin Hermite seinem Unmut Luft 
macht über neuerliche Bestrebungen, bereite in den mathematischea 
BlementarunterTieht die ftuBertte Strenge einsuMbxen* Andh dieses 
Sehreiben ist in dem ersten Bande der nenen Beohe al^edmekt. Yoraos- 
gesdliekt ist dem vorliegenden Bande eine wissenschaftliche Würdigimg 
Herrn ites in Oestalt einer Vorlesung, die der Herausgeber als Nachfolger 
seines ächwiegervaters an der SSorbonne wenige Wochen nach d^sen Tode 
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gf halfen hat. Hatte doch Hermite nicfat gewUnaoht, daß an teinem Qmb« 

Beden gehalten würden! 

Der Band begüiut nut zwei Aufsätzen des Schülers Hermit« am College 
Lottis-le-ßtand, toü d«iieii besonden der zw«ito über die algebndflobo 
Auflösbarkeit der Gleioihimg fünften Grades auch heute noch weitere Ver> 
hreitimg Terdient. Hieran schließen sich die Abhandlungen über die Trans- 
fonnation der elliptischen uml abelschen Transzendenten, die etwa bis zum 
Tode Jacobis reichen, udt welchem ja der französische Meister in einem 
bedenisatiMn BriefVredbsel gestandoi bat Es folgfln dann die arifbmatiiGben 
UntersuehungMi, cu danen ihn dia DäaqmsitioneB nnd die badlgliehcii 
Jaco bischen Arbeiten yeranlaßten: die Einffihnmg stetiger Yerfinderlicben 
in die Tluorie der quadratischen Formen ist der Grundgedanke, weldier 
die lange Reihe der arithmetischen Abhandlungen helierrscht. 

Endlich ünden noch die wichiigeu Arbeiten aus der algebraische u Theorie 
dmr binlren Formen PUtc, wo Hermite vu a. das berühmte Beziprontits- 
gesetz mitteilt: Jeder Eovariante einer Form Grades, die inbeing auf die 
Koeffizienten dieser Form vom p**"* Orade ist, entspricht eine Kovariante, 
die inbezug auf die Koeffizienten einer Form p^"^ Grades vom w^"" Grade 
ist. Her mit es Entdeckungen im Gebiet der Invarianten theorie sind mit 
denen Cayleys und Sylvesters so eng rerwaehsen, daß Sylvester das 
Wort prägte: „Wir, Cayley, Hermite und idi» bildeten damals eine in- 
variante Ürei^^iuigkeit." 

Interessant ist nocli, für den Historiker, die brannte Tatsa<;he, daß sich die 

/• ds 

Weierstrafische Foim des elliptischen Integrals f , bereits bei 

Harmite findet in der Abhandlung; Sur la tiieorie des fonetions homogenes 

k deux indeterminees, Crellesches Journal, Bd. 52, 8. 8. 

Boig^^geben ist dem Bande ein wundervolles Jagendbildnis des großen 

Franzosen! 

Berlin. E. jAiniKn. 

Holzniüller^ G. Die neueren Wandlungen der elektrischen Theorien 
einaolilieflUcih der SlektroiMiifheoiie. Zwei Yortrftge. 119 & Berlin 
1906, J. Spxinger. 

Der Veifasser hat den Inhalt zweier in mehreren Besirksvereinen deft 
Voroins Deutscher Ingenieure gehaltener Vortrage in F rm einer Broschüre 
kurz zusammengefaßt. Indem er atif die Sprache der höheren Analysis, wo 
es nur anging, verzichtet, bietet et eine leicht faßliche Einführung in die 
neaeren Arächammgen Uber elektrisehe Vorgänge. Vorausgesehickt ist eine 
Darlegung des Newtonsclien Potentials und seiner B.dcutuTjg fiir die Me- 
chanik, Elektrostatik und Magnetismus, sowie des logarithniischen Potentials 
in seiner Bedeutung für dio Bewiguni? der ElektrizitHt in dünnen, leitenden 
Platten, für stationäre VVärniesto'ijmung uud für dus. elökirumagnetisclie Feld 
eines geradlinigen elektriacben Stromes. Hieran sehlieBt sieh ein Ober^ 
blick aber die elektromagnetischen Fernwirkungsge»>et/.e von Biot, Savart 
und Laplace, von Ampere, Weber, Kiemann, Helniholtz, t'iausius 
und Graßmann. Es folgen die Theorien der Äthervermittlung, welche sich 
an die Namen Faradaj, Helmholtz, Maxwell und Hertz knüpfen. Mit 
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bpsonderorn Oescliuk weiß der Verfasser die Maxwel Ischen Vorstellung^- 
bilder über ''!<'ktrom;if,metische tind elektrodynamisclio Stromwirkungen klar 
scu legen. Don ScbiuU bildet ein anstübrliches Kapitel über die Elektronen- 
fheori«, wo siob der Lner Ina so den neueaten Foitdumgeii von Butherford, 
Kanfmsna und Lorents orientiereii kann. 

Berlin. E. Jarnks. 



Hfttto. Des Ingenieurs Tasohenbuch. Henns^eg V on vom akademisehoti 
Verein „Hütte''. 19 AuOage, 2 Abteüungei». 1334, 926 S. Berlin 190Ö, 

W, Emst und Sohn. 10.—. 

Annuaire pour l'an 1906 publie par le Bureau des loDgitudes. Paris 1906. 
Oanfhier-YiUara. Fr. 1,50. 

Das staodardwork des Teeiinikeis lAftt sich in gewisiem Sinne alt 
SeitenrtOdc nun „Annnaiie** Wiaiehnen, das a^^äulieli von dam Boreaa 

des longitudes, einer Schöpfung des großen Napoleon, herausgegeben wird. 
Dieses, ein Oktavbändchen von nntrefahr 900 Seiten, erfreut sich in Frank- 
reich auüerordeutlioher Verbreitung. Es ist nicht bloß auf dem Tisch des 
Teohnikws, Physikers und Matiiematikers zu finden; auch der Laie nimmt 
«i gern zur Hand, weniger allerdii^ um in d«n Veneichnis der phjai^ 
kaiischen und chemischen Konstanten nachsnschlagen; was ihn anzieht, das 
sind die angeliUn-^'ten Abhandlunppn , welch?, von hervorragenden (Jeb-hrten 
verfaßt, im edelsten Sinne des Wortes populäre Darstellungen wissenschaft- 
licher Ergebnisse bieten. So enthält das diesmalige Annuaire die Abhand- 
lung: Lee MipMS de SoleU. iDBtraetione sommaires snr les ohservations 
que Ton peut faire pendant ces eclipses aus der Feder von Herrn 0. Bigourdau. 

Erfreut sich die „Hütte" einer gleichen Verbreitung':* Nun, das Ist 
schon aus einem rein äußerlichen Grunde nicht zu erwarten. Kostet doch 
das Annuaire 1 fr. 50, das zweibändige Werk der Hütte 16 M. Diesem 
Preisunterschied entsprechend ist allerdings der Stofinrnfang der Hittie ein un- 
vergleichlich größerei-. Umfaßt doch die Hütte alle Gebiete dmrTechnik: W&rme, 
Festigkeit sltdnf. Stot^'kundc, "Maschincntcilf, Kraftmaschinen, .\rbeit sm aschinen, 
Vermessungskunde, Hochhau. Lüftung und Heizung. Wasserver-^ortning, 
Städteentwässerung, Straßenbau, Statik der Baukonstmktionen, Brückenbau, 
Scfaijffsbaa und Sehiflrsmaachinenbau, Eisenbahnwesen, Eisenhüttenkunde, 
Blektroteclinik, Gasfabrikat iou usw., wobei herrorgehohcn zu werden ver- 
dient, daß die ein/einen Abschnitte /.um Teil aus der Feder allererster 
Autoritäten herrülireu. Für alle diese Gebiete werden die Resultat« der 
neuesten experimentellen und theoretischen Forschung mitgeteilt. In 
letsierer Besiehung geht die Redaktion der Hütte id^eiokt 
anweit, insofern als auch Ergebnisse der Theorie mitgeteilt werden ohne den 
Zusatz, daß sie als noch nicht genügend gesichert angesehen werden k('>nnen. 

Doch nicht etwa bloß als Nachschlagewerk leistet die Hütte ausge- 
zeichnete Dienste. Den Formein ist ein zwar knapper, doch den Wissenden 
hinreichend orientierender Text beigefügt, sodaB ^e HiLtte Ton den Studie* 
renden yiel&ch als Bepetitorium bcointat wird. 

Was den Mathematiker besonders interessiert, sind die beiden voran- 
gestellten Abschnitte üher Mathematik nnd Mechanik. Sie sind mit )ie- 
sonderem Geschick abgefaßt und können, vom Staudpunkte des Technikers, 
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reeht Tollsttndig bezeidmet werdsn — bis anf eine Llloke. Als eine 

LQcke muß es bezeichnet werden, wenn der Namo Vektor nicht einmal er- 
wähnt wird. Tn ein modernes Handbuch der Technik gehört dieser fondtr 
mentale Begriff nebst einer kurzen Anleitung zu seiner Verwendung. 

Berlin. £. Jaunkb. 



U. Müller und F. Pietzker, Bechenbuoh für die unteren Klassen 
der höheren Lehranstalten. Vorstufe zu den Aufgabensammlungen 
von Bardej und Müller-Kutnewsky. Ausgabe 0. Haft 1: Für 
Sexta, Heft S: Für Quinta, Heft 3; VOr Quarta. Je TI S. und ins- 
gesamt 262 S. 8^ Heft 3 mit einer Doppeltafel: Reproduktion eines 
Staatapapiers. Leipsig und Berlin 1906, B. 6. Tenlmer. Geh. Ji 0,80; 

A 0,80; 1.—. 

H. ILüUer und A. Bieler^ Seohenbuoh für Knaben-Mittelsohulen. 
Im AnscUnfi an das mafhematische ünteniditswerk Ton Prof. H. MiLller. 
TeU I: FBr dia 4 nntenn Klasaan. 4 Hefte. IT n. 62, IV n. 66, IT «. 62, 
IV n. 62 B. 8^. Leipsig und Berlin 1906, B. G. Tenlmer. Geh. je J( 0,60. 

— Arithmetisohea Lehr- und Übungsbuch für Knaben-Hittelsohulen. 

Teil 1 : Bis tu den Gleichungen zweiten Grades mit mehreren Un- 
* bekannten einschließlich. Teil 2: Beihenlehre, Zinseszins-Bechnung und 
An&ngsgrflnde deae Trigonometriak VI u. IV n. 194 iL 6 8L TkbellaB. 
Leiptig und Berlin 1906, B. G.Tenbner. I. geb. M 1,60, II geh. Jt 0,40. 

H. Hllller und M. Zwerger, Die Mathematik auf den Gymnnalao. 
und Realsohulen. In Verbindung mit dem Verfasser für bayerisdie 
Lehranstalten herausgegeben. Erster Teil: Lehraufgabe der 5. und ß. 
Gymnasial-, bez. der 3. und 4. Bealsohuikiasse. Zweiter Teil: Lehr- 
au%abe der 7. nnd 8. Gymnasial-, bes. dar 6. und 6. Bealsdmlldaasew 
VI u. 138 8. n. VI n. 162 8. 8^. Leipsig 1906, B. G. Tenbner. Geb. 
. ff \:2n n 2,00. 

H. Müller, M. Kutiiewsky und M. Zwerger, Sammlung von Auf* 
gaben ans der Arithmetik, Trigonometrie und Stereometrie. Im 
Anschluß an die Teile A I und A II der Müller und Kutnewäky- 
schen Aufgabensammlung und in Verbindnng mit den Vac&SNni flUr 
bayeriselie Lehranstalten herausgegeben. VIII u. 276 8. 8*. Leipsig 
und Berlin 1906, B. G. Teubnar Geb. M 2,60. 

Das H. Mal 1er sehe Unterrichtswerk, über das wiederholt sn beriehten 
war, ist durch verschiedene Neuau.s'gaben er;vrit»<rt worden. 

Das Rechenbuch für die unteren Kla.sscn der höheren Lehranstalten 
Ton H. Müller und F. Fietzker ist in einer Aufgabe C erschienen, in 
der das mohlioiie und metliodisohe Baiweik besdurinkt und dafftr einigee 
andere etwas erweitert wurde; dazu gehören die Dreisatzaufgaben, düu 
von den abgekürzten Rechnungsarten die Multiplikation und endlich die als 
Denkübungen he/oK luieten Aufgaben Das sehr zu empfehlende Rechenbuch 
hat an Brauchbarkeit noch gewonneu, weim auch das für die abgekürzten 
Bedinungsarten Gebotene sn dttrftig erscheint. Die Teilung in B Hefte ist 
dankenswert VerCehlt ist es, ,^01^^«'^** statt „Hundertstel** einflUiren su 
wollen. 

AvAltr dar MMiwiuUk uaA PhnOt. TU. KeilM. XI, 8i 
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Fttr SAaboD - Mittolschulen wird von A. Bieler in Aolelmtuig an 
F. SRgger nnd H. Müller ein Rechenbuch geboten in 4 Teilen ftlr die 4 
ersten Schuljahre und ein arithmetisches lichr- und Übungsbuch in 2 Teilen 
für die obersten Mittelschulldassen. S. 177 — 193 der Arithmetik bringen 
ala Anhang die An&ngsgrOnde der T^rigonometrieii MOgen die Bfldher Segen 
stiften! Sie sind ihrem Zweck emtopnchend gestaltet und bevorzugen als 
Aufgalienn'f^^iiete das in der Interessensphäre der betreffenden Altersstufe 
Liegende. Freilich dürfte, indem die neunstutige Muster- Mitt<»lschule ins 
Auge gefaßt ist, für die meisten Verhältnisse zu viel geboten sein. 

Für bajerisdie Gymnasien und Bealsobnlen bat Zwerg er an R KftUera 
Mathematik die durch den verminderten ümfiuig des Pensums ermöglidttan 
Kürzungen und einige Umstellungen vorgenommen. Wesentliche Änderungen 
sind vermieden. Bei der für die bayerischen Gymnasien ja erst in neuester 
Zeit angesetzten Einführung in . die analytische Geometrie d«r Ebene er- 
•dieiBt maadiM, da es kubne reebte PnrdiarlMitnng eiftbran kann, Aber* 
flAssig. Soweit es die geringen Stundenzahlen f&r B^echnen nnd Mathematik 
in Bayern zulassen (in der 4. Klasse des humanistischen Gymnasiums = U III 
sind es 2 Wochenstunden!), wird Zwerger-Müller mit Ntttxen ftr dia 
Einführung in den Lehrstoff verwendet werden können. 

Geeignete« ObuDgamaterial fllr bajarisohe LahimnstaHan bringt dann 
Zwergers Bearbeitung der Mflller'Entnewskjaoben Aufgahonsanunlungi 
die auch warm empfdden werden kann. Wenn die eiafiuiheren Gleichungen 
ersten (Jnides an einen früheren Platz gestellt sind, Nr. 11 statt Nr. 19, 
so könnte darin nocli weitt^r gegangen werden an Stelle der bisher bei den 
früheren Nununem zugefügten Hinweise. In Nr. 67 h&tte Zwerger auch 
Aufgaben Aber das EOrpeneiehnen bieten oder cum mindesten anf 8. 10& 
des zweiten Teiles vom Lehrbuch Bezug nehmen soUen. 

Der Druck ist in allen Teilen des H. MflUeradien Unternchtswerkea 
ein ansgezeichneter. 

Gera. £. Kullkicu. 

F. Sch&tte. Anfangagrüade der darstellenden Qeometrie für öym- 
naaiak. 43 8. 8*. Leipzig nnd Berlin 1905, B. G. Tenboar. Geh. 

In klarer Durstellung werden die Elemente der Orthogonalprojektioa 

behandelt, dann einiges von der schiefen Parallel- und von der Zentral- 
perspektivt'. Wemi Verfasser das in § 2 der Einleitung gebotene Allgemeine 
Aber das Projizieren etwas weiter ausgestaltet hätte^ so würde die Behand- 
Inng des Stofles leidit dam nodi mehr Beehnnng haben tragen kOnnen, daE 
die darstellende Geometrie zugleich eine sehöne Anwendung an sidi trockener 
stereometrißcher LehrsHtze bildet. Die Bezugnahme auf den Strahlensatz 
im Pauinr hätte mehrfach piite Dienste leisten ki^nnen; so würd« .sich nuf 
S. 12, wo bewiesen werden soll, daü bei der Parallelprojektion die Bild- 
streeken im Verhältnis d«r Strecken stehen, die Benntaung einer Winkel- 
funktion erübrigt haben. 

Die getroffene Stoffauswahl kann im ganzen als fllr Gymnasien geeagnat 
unerkannt werden. Die Figuren sind nicht durchweg TOrbildlich. 

^<^ra. E. EuLLRXOB. 
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F* Bogel^ Das Beohnen mit Vorteil. Eine gemeinfaBliche, dnrch zahl- 
reiche lif^isplelf* erläuterte Darstellung empfehlenswerter Vortoiln und 
abkürzender Verfahren. IV u. 38 S. 8^. Leipzig 1^05, B. G. Teubner. 
Geh. Jt 0,80. 

Ixk. knapper and klarer Darstellung werden Angaben darüber gemacht, 
wie man ZiiÜ«iireeluiiing«n ▼ortoilhaft gestalten kami. Auf die Frage der 
Fehleigrenfle bei abgekürzten Rechnungen und eolchen mit ungenauen Zalikn 
wird, wenn auch nicht erschöpfend, eingegangen. Dio St hrpibart S. 23 
Beispie] 114 405; 286 = 2 uaw. bis 27:ö — 6 wäre lu veimeiden gewesen. 

Gera. £. Kullbich. 



U. Starke. Experimentelle Elektrizitätelehre. Mit besonderer Berück- 
sichtigung der neueren Anschauungen und £rgebnisse. Mit 276 in den 
Text gedSrnoktem Abbildungen. XIV il 432 8. Leipzig und Berlin 1904, 
B. 6. Tenb&er. JL 6. — . 

Ein vorzügliches modernes Lehrbuch der ISlektriiitSi Als Ausgange- 
pnnkt der Darstellung dient allenthalben das Experiment; doch wird zur 
Vertiefung des Verständnisses in weitgehendem Maüe anch auf die mathe- 
matische Theorie der Erscheinungen eingegangen. In dieser glücklichen Ver- 
bindung der oq^wimenteUen ond der fheoretiedMO Methode liegt ein beeondereB 
Kemueieben des Toriiegeiiden Werkes. Zar Deutung der elektrischen Er- 
scheinungen werden ausnahmslos die neueren Anschauungen herangezogen, 
die an die Namen Faraday, Maxwell, Uertz, Arrhenius, H. A. Lorenta, 
J. J. Thomson usw. geknüpft sind. 

Berlin. £. AscuKiNASä. 



J« Bitter TOn Geitler. Elektromagnetlsc le Sohwinguageu und 
Wellen. (Sechstes Heft der Sammlung „Die Wissensobaft'*.) Mit 84 
flangedruekten Abbildungen. VIII u. 164 8. Braunsehweig 1905, 
F. Vieweg und Sohn. 

Das Buch ist ungemein lebendig und klar geschrieben und liefert ein 
wohlabgenindetf^s Rild unserer Kenntnisse von den elektromagnetischen 
Bchwingungeu sowie ihrer wellenförmigen Ausbreitung im Räume. Es bildet 
das sechste flefl der unter dem Gesamttitel „die Wissenschaff* im Vieweg- 
schen Verlage erscheinenden Samminng von Monographien. Den fDr diese 
Werke TOi^schriebenem OrundsStzen entsprechend behandelt der Verfasser 
sein Thema in durchaus gemeinverständlicher Weise — niutheniutische Fonneln 
fehlen fast vollständig — , ohne daB die Exaktheit der Darstellung dadurch 
beeinträchtigt würde. Der Hauptinhalt gliedert sich in vier Abschnitte, 
von denen die entm drei die Namen von „Michael Faradaj**, „James 
Clerk Maxwell'* und „Heinrich Hertz** ab charakteristische Überschriften 
tragen; im vierten Abschnitt werden die neueren PorsehnngsergeltMis.s*- be- 
sprochen, die nach dem Auftreten von Hertz zu Tage gefördert wurden. 

Inkorrekt sind auf S. 118 die Zahlenangaben (Wellenlängen) über die 
GreDien des sichtbaren SpektralgebieteB. 

Berlin. X. AaonKWAsa. 

S4* 
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J, Walleuiill. Einleitung in die theoretische BlektrizitStalehre. 
(A. 11 d. T.: B. G. Teubuers Saiumluug von Lehrbüchern auf dem Ge- 
biete der mathematischen Wissenschaften mit Einschlufi ihrer Anwendungen 
Buid XIV.) Mit 81 in den Text gedntdEten Figufen. X u. 444 S. 
Leipzig 1904, B. G. Tenbner. A 12.—. 
Das Buch ist im Aneehlusse von Vorlesungen ausgearbeitet worden, 
die der Verfasser vor iHn^rprer Zeit an dpr Technischen IIorhsLhule in Brünn 
gehalten hat. Es behandelt iu tüuf Kapjteln die ElcMrosiatik, den Magne- 
tismus^ die 'Theorie der ddciriscfifn Ströme^ den Elektromoffnetismus und die 
3%e0rie der ffalvamsekm tmd MoffneMmhikfUm. 

Die ganze Anlage des Werkes entspricht leider nicht dem modernen 
SttadpunHe der Wissenschaft. Dies zeigt sich schon äußerlich dnriii, daß 
die Lehre von der Elektrostatik ein volles Drittel des gesamten Textes ein- 
ninuut, während die Ableitung der Maxwell-Uertzächeu Gleichungen erät 
nahem au Ende des Buches eu finden ist 15s wixd sehr yiel ^^gereohnet^; 
doch fthlt es vielfach an genügender Exakthttt bei der EinÄhraog und 
Verwendung der fundamentalen Begriffe. 

Berlin. C Ascmcnuss. 



Chr. Schmehl, Die Elemente der sphärisohen Astronomie und der 
mathematischen Geographie. Nebst einer fammlunsr gelöster und 
ungelöster Aufgaben mit den Besultai^u der ungelösten Aufgaben. Zum 
Gebrauche an höheren Lehranstalten und sum Selbststudinn. VUi n. 
110 B. GieBen 1905, Emü Roth. M 1,60. 

Im Mittelpunkt des Literesses st^t die Aufgabenbohandlung. Es wird 
eine ans der Schulpraxis hervorgegangene reichhaltige Sammlung von Auf- 
gaben geboten. Zu ihrer AuflösunL' werden die nötigen Anweisungen ge- 
geben. Dabei wird auch, sorgfältig auf die Untersuchung der verschiedenen 
gooioiuetrischen LBsungen beitlglidi ihrer Verwendbavkeit im rorliegendan 
sphirischen Dreieck eingegangen. Gerade diese Betrachtungen, mit denen 
intm schon frühzeitig hei den Au^ben der ebenen Trigonomeiarie beginnen 
muß, sind recht beachtenswpvt. 

Bezüglich der Resultate lehii m dem empfehlenswerten Buche die" An- 
gabe, mit wieWelstelligen Logarithmentafeln die Bersehnimg erfolgt ist 
Stichproben ergaben dem Referenten mehrfach sowohl fflür fünf- als fOr 
siebenstellige Tafeln Abweichungen in den Sekunden. 

Gera. £. KmAmtL 



W. MoiTiis. Methodik des Unterrichts im Bechncn xind in der 
Raumlehre. (Methodik des Volks- und Mittelschuluuterricbts von 
H. Gehrig.} IV u. 144 S. 8". Leipzig und Berlin 1905, B. G. Teubner. 
Geh. M 1,80. 

Mevios will zur VenroUkommnang des Volks- und lütfcelschnlQnteniehts 

im Bechnen und iu der Raumlehre beitragen. Er behandelt unter Anführung 
eines größeren Teiles der einschlägigen Literatur die „Einführung" und die 
„besondere MfthocUk"' beider Gebiete. Orryßere Sorgfalt wäre zu verwenden 
gewesen auf mathematisch korrekte Schreibart. Man tuidet: 3-|-l = 4-|-l»»5; 
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8:4 = 2 • 12 = 24; | 0.33j(!) = 0,33 rwllhreiir! auf derselben Seit« 
ausdrücklich hervorgehoben wird |>0,33): 0,11 = |; - ; = l^if; 
2 — In stilistischer Beziehung iüt unrichtig „dividieren mit'\ „enthaltensein 
mit"; nicht fiblich ist „die tangenfl**. Gau Tenmglflokt ist dar Sala: ,Jbi 
dw Aufg^ahe 35,8 X 9 kann der 1. Faktor dnrdi Multiplikation mit 10 in 
MDe Multiplikation einer ganzen Zahl mit 9 TCTwandelt wprdon". 

In methodischer Hinsicht sucht Mevius Anschluß an die höheren Öchuleu, 
so bezüglich der ßehandlung der Dezimalbrüche und der Geometrie, für die 
hflhache Hinfreise aufgenommen sind, i B. auf daa atereometriaelie Zeiahnen. 
Im- eimelnen ist es Tcrwnnderlich, daß 8. 2S die flblicha Teilbarkeitsregel 
dir 11 nicht abgeleitet wird. Das Interpolationsverfahren für die Berechnung 
von QuadratA^^urzcln ist recht roh und nicht geeignet, das methodische 
Barechnungsvert'ahren zu ersetzen. Die beiden experimentellen Nachweise 
dar Foimel für das KugeWolimiaii sind anmatbematiscfa. 

Gera. E. Kin.LiacR. 



E. Schulze und F. Pähl. Mathematlaoiie Aufgaben. Ausgabe für 
Gymnasien. Erster Teil. Aufgaben aus der Planinutrio und Arith- 
mptik für die Unterstufe (Quarta bis Untersekunda einschl.) von 
E. Schulze. VIII u. 19G S. 8". Leipzig 1905, Dürr. M 2,40. 

Die Sammlung soll alle Gebiete der auf unseren hCheren Schulen zu 
behandeladen Elementarmathematik mnfsssen und zwar in AnscfaluB an 
Berks Mathematische Haupts&tze^ herausgegeben von Nath. Der erste Teil 

der Ausgahf für Gymnasien bietft, den preußisihen Lehrplünon von 1901 
f*olgend, Aufgaben für die Quarta bis rutersekunda humanistischer Gym- 
nasien alten Stiles. Wenn 44 Seiten der Planimetrie gewidmet sind und 
162 der Arithmetik, so kommt darin die leider vielfach flbliche Bevorzagung 
der arithmetischen Aufgaben zum Ausdruck. Eine Vermehrung empfiehlt 
sich namentlich beziiglich der p'-riVtisthen ppomptrischen Aufgaben, von 
deren immer energisclierer Forderung für den neuzeitlichen mathematischen 
Unterricht die Verfasser im Vorwort ja selbst bericliteu. Auth ist die 
Anwendung bestimmter HaAtablen bei geometriadi«i Aufgaben noch weitw 
durchzufahren. In der Arithmetik sind audi eine Beihe mündlich zu 
lösender Aufgaben aufgenommen Sie sollen ebenso der ersten Einübung, 
wie der Wiederholung, auch in höheren Kbi^^^rn dienen. Wo man etwa 
auf mündliche Aufgabenstellung verzichten inuü, bieten sie brauchbaren 
ÜbnngBstoff. Aufgaben, bei denen das Gefühl aufkommen kOimte, ,,die 
LOsong sei nur mit besonderer Erfindungsgabe möglich," werden vermieden. 

MOge dem Wunsche des Verfassers gemäß das Buch Lust und Liebe 
zur mathematischen Arbeit in den 8cliüleni erwecken helfen, indem es dazu 
beitrage, daß die produktive Tätigkeit beim Aufgaben lösen neben der rezep- 
tiven bei der Lehnatzbebindlung voll zmr Geltung komme. 

Gera. E. Kuluuoh. 

Fr. Uaacke. Entwuif eines arlthmetlMlien Lehrganges fOr h5h«re 
Sohulen. Mit 4 Figuren. 53 ö. gr. 8. Leipzig I9ü4, B.G.Teubner. AO.SO. 

Mit manchen Ausführungen in der Einleitung^ dieses Werkehens kann 
man sich einverstanden erklären; so z. B. emptiehlt der Vertasser, das 
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Hauptgewicht im arithmetischeD Unterricht nicht auf die Fertigkeit im Um- 
formen komplizierter algebraischer Ausdrücke zu legen; er fordert femer 
jnQgliolut IHlhMilig» EmfBkmag Am FonktionriMgriA md Aühahtnt d«r 
Elomflsto der Infiiiiteiiiifiiilreclmmig in den LelnpIaiL. Leidnr abw UUBI sein 

Lehrgang selbst so ziemlich alles zu wünschen übrig. Der Schüler soll, 
nach der Meinung des Verfassers, nicht den Begriff der reinen Zahl ge- 
winnen, sondern darf sich die Zahlen nur in Verbindung mit zählbaren 
Dingen vorstellen. Da ist es denn kein Wunder, daA der Yerfknar den 
Begriff des Negaävm fltr so sehwierig hUt, daB der Schiller mit ikm erst 
bekannt gemacht wardtti darf, nachdem «r SSmllklM Operationen mit Ein- 
schluß des Ka'li75frpns nnd Logarithmierens konnAn gelernt hat. Und anch 
dann noch scheinen unüberwindliche Schwierigkeiten vorzuliegen, denn die 
Darstellung des Rechnens mit negativen nnd vollends mit imaginären Zahlen 
ist — im AnsohluA «n Dflhrings Spekolatioiieii — denrtig unklar, daS 
nur die verwirrtesten Schüler sich dabei beruhigen kOnnen. Auch sonst finden 
sich Unklarheiten und sachliche Fehler in solcher Zahl, daß man die Schüler 
nur bedauern kann, die nach diesem Lehrgang unterrichtet werden. 

Straßbarg i. £. Paul Efstbw. 



F, Klein, über eine zoitgemäöe Umgestaltung des matliematiBCheii 
Unterrichtes an den höheren Schulen. Vorträge gehalten bei Ge- 
legeDheit des Ferienkorses fllr Oberlelnnsr der Hatlismatik nnd Physik. 

Göttingsn, Ostern 1904. Mit einem Abdruck vcrschisdsner einschlftgiger 
Aufsätze von K. Dötting nnd F. Klein. IV o. 88 8. 8®. Leipsig 

und Berlin 1904, B. G. Tcubn r M. 1.60. 

Es ist in höchstem Maße erfreulich, daß das Interesse der Universitäts- 
und iJochächuUehrer an dem Unterricht unserer höheren Schulen ein immer 
wird. Sine nsns Bstfttigang dieses LitersBses bringen die Ostern 1904 
beim Ferienknnos in (Böttingen gehaltenen Vorträge von F. Klein, in 
denen dieser warme Freund nnd Förderer nllcr Fort-^chritte im mathematisch- 
phvsikalischen Schuluntt-rricht . über seine trilher auf die realen Anstalten 
besciirünkten Wünsche hinausgehend, fordert, daß der mathematische Unter- 
richt aller ^) hdhersn Lehranstalten die elemsntars DÜFerential* nnd Ihtsgral- 
rechnung umfassen soll. Klein erörtert die Möglichkeit und die Xotwendigksit 
dieser Forderung. Für die Abgrenzung des speziellen ümfnnf:es der zn 
behandeludi n Gebiete rechnet pr auf dip Mitarbeit der praktischt-n Schulmänner. 

Der Wiederabdruck dreier Aufsätze von Klein und eines von Götting, 
die naeh der liistorisdien Seite reeht viel des Interensnten bieten, dient 
im besonderen snr Unterstfltzung der Ansf&brungen bsiflglieh dar Bealaa- 
stalten. 

Gera. fi. KuLLMOH. 



1) Fflr die BefemgTmnaden setzt Klein dabei voians, daS die Besduiokna^ 

auf ^tniub n Mathoniutik in der Oberstufe an aich nieht haltbar ist, und dsO 
die Erhöhung auf 4 Wochenstnnden erfolgen muß. 
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1. Au^beu und Lelnsätze. LösangdH. 



178« Et 8«i cK» folgend» puücUe DiAraDtuli^deluing Titrftar Oidmtng 



-wo ^ eine wibekaimt» Fooklion der nntblUiigigtii Yediideriiahen jp, q 
Meotet Qiid - 



ist BezÖL^lich dieser Differentialgleichung, zn deren IntpsT-ation die ersten 
Anläufe von Herrn Julius Valji stammen (Inaugural-Dissertation, Blolozs- 
rar 1880), und deren aUgemeine Lösung erst ualiiigBt Harn Wilhelm 
SApteyn^) gelungen üti soll der fiilgeiide 8*ts bewieen werden: 

Bdraddm wir p, q, 9 at» ^ewMNltdbe FmMäioorämaim im Bamne, <e 

•gestattet die vorgdegte partielle Differentialgleichung vierter Ordnung jede 
solche projektwe Transformal^y die dm J^rnkt p — 0, g«0, d-^oo tm- 

verändert läßt. 

Budapest Jo«bf KöbschAk. 

179» Die Abschnitte auf den in den Endpunkten einer Seite eines 
Dreieeks ertieliteten Loten, too den Fufipnnkten bu snm Sohnitt mit den 
gegenlllMriiegenden Dreiecksseiten gerechnet, endieitten vom Mittelpunkt de« 
Inkreises und der Ankreise unter jo gleichen oder snpplementftren Winkeln« 
Dieser einfache und, wie *^<, scheint, neue 8atz gilt auch fÜr sphftrifidie 
Dreiecke und ist vom i^arailelenaxiom unaljhäugig. 

Charlottenburg. 0. Pund. 



1) Sur rdquatio» diffÜrmMe de Monge, Anhiv der MMli. n. PhTs. (8) «, 
•U-m und 10, S. 99— U. 




dp* ~ 'dp9f ^pdf ^ H*f 
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B. Löbuugen. 

Zu l^i IX, S. 303) (M. Peche). — Wenn man von allen Punkten 
P aaer KrriMVolTente ans «at den Nonualen eine Streck PJf— I und 
anf den Taagentea uaeh der Sdte der Bpitu bin den Radius des Gnind- 

kreises PT — a abtrftgt, so umhüllt NT wieder eine Kraeerolvente. 

Dritte Lösung. — In natürUchon Koordinaten p, .<? fKrfltnmtinfrsradins 
und Bogen; vgl. Ccbaro-Kowalewski, Vorl. über natürliche Gi</m€tr*€^ 
Teubuer 1901, bes. § 15 n. 16) ist die Gleiehnng der KreiaeTolrente nof die 
Bpitce ben^an ^* — 2 a«: In besag auf das Koordinatenflysleni der Tangente 
und Normale in P bnt die einhttUende Oomde die Oleiebnng 

A 5 1« ^ ay + al i* 0. 

G ist (nach s) zu differenzieren, wol)ei ■» ^ — 1 4r — — zu aetaen 

da Q ^ a$ 9 

ist (Cesaro g 12). Dies ergibt sofurt 

Ans 0 nnd G' erbllt man Ar die Koordinaten », y dee BerlUumngqmnktet 
der Bnveloppe 

(1) «-ai(^-0, jr-A(^i + a«) ^-jq^. 

Nun hat mau aber (Cesaro § 12) 

nnd man erbfllt ohne viele MOhe ^ ^ » ^ — oi, tg ö — |^ — ^ 
(selbstveistindlidi), + (^) •!«>, wenn nvn »' nnd ^' 

die Kooxdmaten der neuen Kurve sind, ds' ■> o|/^(i«, dnher 

(2) s'=.a]/|s. 

Vemer irt (Oesavo § 15) ~ + ^» demnaeh 

(3) - xp. 

Aus und (3) liißt sieb mit Hilfe von = leicht 9 und ,s eliminie: 
und es ergibt sich schließlich als Gleichung der gesuchten Enveloppe 

Dies ist in der Tat wiedemm die Gleichimg einer Kreisevolvente, bei der 
die Bogen wegen (2) ebenfalls von der Spitze aus gezählt sind. Der ßadios 
des erzeugenden Kreises ist aber 



a — .-.^ — — a cos Q, 
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Dahtt ist dieser Radios gleich der Projektion von PT auf NT. Beide 
Kreise habon auch denselben Mitt^'lpwnkt. Denn fiir dio Spitzo der neuen 
Evolvente erimlt man aus fl) die Koordinaten, die aut Tangente und 
Normal« der Spitze der ursprünglichen Evolvente bezogen sind; 

a?^ — — aU «= — a + ^jsq^ — - a + a' «080, 

ff^ - o«i — j, - o sin ö. 

Auf den Mittelpunkt des mpdlngliclMii EraieeB bezogen, hat also die Spitrn 
die Polarkoordinaten a und 0. Der BadiuSTektor a' liegt aW dann auf 

der Geraden G, d. h. die Spitze der neuen Evolute steht zu dem um den 
ursprünglichen Mittelpunkt mit a' als Radius beschriebenen Kreise senkrecht. 
Dieser ist also gewiß ihr erzeugender Kreis, und sie ist gegen die gegebene 

Kreisevolvente um den Winkel ai'ctg ~ gedreht 

Speyer. H. WiBLBrnrait. 



Zu 145 (Bd. X, S. 197) (P. Epsteiu) ist noch von Herrn F. A. Müller 
(Aschalfenburg) eine Lösung eingegangen, die mit der von Herrn J. West- 
lund mitgeteilten (Bd. XI, S. löO) übereinstimmt, sowie von Herrn stud. 
matii. Wieferich (MtlBBter i W.) eine Lösung, die mit der 
Wieleitner gegebenen flbeiemstiiiiint Red. 



2. Anfragen und Antworten. 

Zn 29 (Bd. ZI, 8. 156) (0. Meissner). — The general formnla 

for the rpversion of series may Le derived from Bürraann's Theorem — see» 
for instance, Schlömileh's Coitij)€)idiuiH der hVieirn Anah/sis, Bd. U, p. 21, 
4te Aufl. — and from the Multinomial Theorem. Using the notation of 
the query, we may write: 

in which 

(a) v= H-ä + 22'-h-..(v-l)g<''-^ 

and the sunimation indndes all possihle aets of valnes of q\ etc. that 
eatisfy (a), q' etc. being restricted to zero or positive integers, also 'i = 1. 

The results are given in detail to nine terms in Cagnoli's Trigonometty 
(p. 46 French translation, 2"'^ edit); to eleven terms in the Fenny Cyclcpaedia 
artiele oo BvnaUm of Series, and to aizieen bj E. B. Seits in 1^ MaOm- 
ma^kal VisUor (forraeriy pnblished at Erie, PennsylTania) Yol I, (1678) no 3. 

Waehington. W. D. Lambbrt 
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Yeniiiichte IfittdloDgOL 



3. Kleinere NotÜBen. 




Elektromagnetische Kichtnjiguregein.*) 

In Nr. 17 und 20 d. Ztschr. sind wieder neue Hefjelu zur Bestimmung 
der Richtung der durch Hewegung induzierten KMK zu lesen. Es wird 
von diesen „llegeln^' bald eine Unzahl geben; jedermann sucht aich. trotz 
Faradaj, Maxwell tmd Fleming seine eigene Regel ta koitttnüerai — 
«in dmilicliM Zeichen daför, daß acihliefiUch alles das onr ein unnötiger 
und unnützer liallast ist, den man am besten wegwarfen sollte! 

Man denke sich nur den einfachen Sachvorhalt. Ein elektrischer Strom 
erzeugt um sich ein kreisförmiges magnetisches Feld; liegt er quer in 

nii0iii wdion ToritaadA* 
nan Felde, so ventbkt 
er es auf der einen und 
schwächt es auf der an- 
deren Seit« seiner Bahn; 
mit anderen Worten, er 
dringt die Torhande- 
n en Kraftlinien auf eine 
Seite seiner Bahn «u- 
sammen (s. l^ig )- Die 

zusammengedrängten 
KnlUinien wiifcen aber 
anf den Stromleiter zu- 
rück, um ihn ins schwä- 
chere Feld abzudrSngen; dies fühlt man sozusagen beim bloßen Anblick 
der Figur. Daraus ergibt sich ohne weiteres die Drehrichtung eines 
Motors: nämlich vom stftrkeren Feld ins schwKchere. 

Die Biditung der induiMen JBMK eines Generators ergibt Bi«h 
ans der ein&dien Überlegung, daß sich der Anker dem elektromagnetischen 
Zuge entgegen, d. h. ins stärkere Feld hinein bewegt; der induiierfce 
Strom verstiirkt also daf? Feld vor sich. 

Behält mau diesen Sachverhalt vor Augen, so braucht mau keine 
andere Riebtnngsregel außer der snr Bestimmnng der zusammen« 
gehörigen Richtungen von Strom und Feld. HiSRu empfiehlt sich 
statt der Ampereschen Schwimmregel die weit bequemere Regel der recht^- 
gUugigen Schraube Maxwells oder die „der geschlosseneu Hechten^. Diese 
lautet: „Ein Strom in der Richtung des gestreckten rechten Daumens er- 
sengt nm sieb ein Feld in der Biohtang der gekrflmmtsn Finger^S Beispiel: 
8lz«m ~ xum Iiseer, Feld — nadh oben (in der Papierebene): daa Strom- 
lUd TerlSuft dem Uhrzeiger entgegen, das ursprüngliche Feld wird also 
rechts verstärkt, «kher der Leiter nach link«? abgedrückt. Folgt der Leiter 
wirklich diesem Druck (Motorl), so wird eine EMK vom Leser weg (die 
„Gegen -£ilfir des Motors") induziert, weil der dieser EMK entsprechende 
Strom das Feld vor sich — bier also links — versttrken mttBte. 



OtAmstenug «tnaa htnoognuB MSm durch geradlinigen 



1) Abdruck aus „Elektrotechnik und Maschinenbau* Zeitschrift de« Elektro« 
teohnisdhen Verein« in Wien, Organ der Osterr. Vereiaigung der BlektcIdlMs« 
werke, im, R 80. 
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Der Leser wird gebeten, das hier empfoblene Verfi^nren an zwei oder 

drei selbstjrestellten Beispielen einzuüben; er wird dann schon ohne Zweifel 
die beiden Vorzüge desselben bemerken; erstens ist es bequemer als die 
Flemingschen liegein, da man dabei nur einen Finger (den Daumen), 
JMeh Fleming dagegen drei so orieDÜeren hat; sweitens iat es anschau- 
Hcber, da es unmittelbar die tatsächlichen Vorg&ngs TOT Angen fahrt. 

Alle übrigen Hf'i^'f'ln rr^cheinen demgegenüber inhaltslos nntl dahrr zu 
künstlich. Ans lusem Grunde ist das hier besprochene Veriahrt ;i L'^anz 
besonders in didaktischer Hinsicht zu empfehlen, wie der Vcrtasser aus 
eigener Srfslimng mitteilen kann. 

BrILnn. J. K. Suioo. 



Üb«r Midtfplikatlonstsfeltt. 

Jedem Bsrn&reohnv ist Mannt, daB ^ LoganÜimen, so nfltdieb, ja 
notwendig sie fttr laUieiche FUle rind, in manchen anderen entweder 

gana Tersagen, weil anoh die Anwendung von 7 Stellen das Residtat nicht so 
genau er^:i}1t, wiV man wxmsrhrn muß, oder daß die Arbeit mit iliuftn unter 
UmstJiüdeu doch erheblich unbequemer ist als das unmittelbare Zahleurechnen. 

Iq solchen F&llen sind besondere Multiplikationstalein, Quadrat- und 
Benprokentafeln erwO^seht. Da jedenfiüls manehe von nnseirsn Lesern gwn 
und viel rechnen, wollen wir einmal die uns bekannt gewordenen neooran 
Tafeln, besonders der ersten Art., die übrigens auch das Dividirren, Wonel- 
auaziehen usw. erleichtern, in zwangloser Keiheufolge betrachten. 

Will man ein „Großes Einraaleins'' aufstellen, also eine Anzahl von 
ausgsreelmeten Produlctea in eine Tafel bringen, so kann man je nach dem 
Zwecke die Grenzen enger und weiter ste<ton; man kann femer fttr Unltipli- 
kator und Multiplikandus dieselbe Grenze oder für diesen eine 10, 100, 
lOOOraal höhere setzen. Den ersten Fall, welcher dem kleinen Einmaleins 
entspricht, finden wir in dem Werke von A. Heuselin verwirklicht. 
(Bechentafel, enthaltend das große Einmaleins bis 999 x 999, mit einer 
EüBiielitnng, die es ermdgllAt, jedes gesa<üite Besoltat . . . Uitisebnell su 
finden. Berlin S., Otto Eisner 1897.) Es hfttte hier fast eine Million von 
Produkten untergebracht werden müssen, wenn nicht einerseits die Ver- 
tauüchbarkeit der Faktoren die Zahl auf gut die Hälfte herabminderte, 
andererseits die Multipla von 10 bei den Faktoren wegbleiben konnten. 
Lnmeriiin Mslbt etwa eine halbe Ifillion meist secüustelliger Zahlen übrig, 
deren Unterbringung aof 110 Doppelseiten gleich 220 gewöhnlichen Seiten 
eine sehr tüchtige typographische Leistung war. Allerdings ist das ge- 
bundene Buch fast 40 cm hoch und etwas über 16 cm breit. (Preis 6 Mark.) 
Das rasche Greifen der richtigen Seite wird durch Begisterzettel ermöglicht. 
Wir habsn disses sdiAn «nsgsstattete Bnah sehr hivfig henntit, weniger 
beim rsgelm&Bigen Arbeiten lüs wenn es galt, mOglicbst rasdi das Plrodukt 
von zwei dreistelligen Zahlen zu haben. Auf einem gSWShnlidien Schreib- 
tische hat o-^ nicht gut Platz, dagegen kann fs bequem in einem Bücher- 
gestell quer über der Reihe angebracht werden. Die Zill'ern sind alle von 
gleicher Höhe; diese beträgt, den Durchschuß mitgerechnet, 2,56 mm. Die 
ausgesperrten Ziffern sind fettgedruckt Fehler haben wir in diesem und 
den nadihw su besprechenden Werken bisher weder gesucht noch gefunden. 
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Die Verleger haben meistens Preise fftr solche Entdeckungen ausgelobt*); um 
aber den Preis zu verdienen, mflßt*» man schon auf einen glücklichen Zufall 
rechnen, da niemand eine Tafelsaminlung vollständig in solchem Sinne 
duxobarbeiteii wird. 

Nur 100000 Produkte haiieii mehrere Bficher. Sehr haiidlieh ist das 
von H. Zimmermann hernnsgegebene, unseres Wissens die erste Arbeit 
dieser Art, welche gegenüber den (uns hier nicht vorliegenden) Tafeln von 
Crelle einen erheblichen Fortschritt aufwies. (Bechentafel nebst SamiD' 
lang hiufig gebrauchter Z&hlenwerte. Eiifeirorfen und beredmel toa 
Dr. H. Ziauaermann, CMi. Baunt BerUn, Wilh. Srart * Sohn. 1891. 
B^) Auf jeder Doppelseite gehen die Multiplikanden um 10 weiter, die 
Multiplikatoren immer von 1 bis 100. Am Fuße jeder Seite stehen gewisse 
Funktionen der Multiplikanden, nämlich a'; a'; 0,5 «a; 0,25 «a*; |/a; 
V«; 100 : a; log^i. Man tindet also alle diese oft gebrauchten Größen 
dort) wo die Argumente stehen, nicht in besonderen Tafeln. Überhaupt ist 
die Tafel gut gearbeitet, besonders auch in typographischem Sinne; wir 
haben damit gern und ^el gerechnet. Die ZilTer ist die ungteiehe »eng- 
lischo*' Logarithmenziffer; ihre Höhe betrftgt 3,4 mm einschließlich Durch- 
schuß; Format des gebundenen Buches 25 x 16,5 qcm. (Preis 5 Mark.) 

Es versteht sich, daß solche Tafeln auch die Multiplikation von Zahlen 
mit mehr al» 2 oder 3 Stellen ermöglichen; eine Tafel wie die letzt- 
genannte gestattet ein recht bequemes Ihterpolierm and Anfbaaen Hagerer 
Produkte, ^lit einer neueren Tafel, die gleichfalls 100000 Produkte gibt, 
aber den Multi])likandus Ins 10000, den Multiplikator nur bis 10 gehen 
lliUt. hallen wir uolIi nicht arbeiten können, üb diese Begrenzung des 
Multiplikators prskti:>ch ist, stellen wir dahin. Jedenfalls ist auch diese 
Taftd riemlidi gut ausgestattete (Bechentahelle x«m Gebrauch bei der 
Multiplikation und Division. Von Ein'k Briem. Kristisiiia, H. Aschehoug 
A Co.; für Deutschland und Österreich A. Twietmeyer in Leipzig. Preis 
geheftet B "Nfark. Format 10,5 x 25 qcm.) Die Ziffern sind noch größer 
als bei dem letztgenannten Buche und dabei gleich hoch. Zu wünschen w&re 
eine Kennzeichnung der Seiten durch sehr kräftige Kopfzahlen wie bei 
H. Zimmermann; die Seiten müßten dann allerdings hOhmr sein, da man 
schon jetzt Not haben wird, das Buch ohne arge Verengung des oberen 
Bandes einbinden zu lassen. 

Eide Tiifel, die sogar bis 10 x 100000 geht, kennen wir nur aus der 
Ankündigung des Verlegers. {A Table of producis, by ihe facUns 1 to 5, 
of aU wmbm firom 1 100000 Ac, ijf 8, Z. Lamdif. London, E. C„ 
C. <t E. Lajftou. Price 5 «ft. 4'', Leinenband.) Wieder bis 100 x 1000 
geht ein uns gleichfalls nur im Prospekt, jedoch mit Druckprobe, vor- 
liegendes Werk eines dentsrhen Kata.sterbeamten. (Rechentafel zur Aus- 
führung der Multiplikation und Division zweier Zahlen. Von dem kgi. 

1 Schon Bremiker bat S. XTY des Vorwortes zur Tstelligen Vegascheo 
Logarithmeotafel) betont, daß dieses Verfahren die Komnilatoren — und dann 
auch wohl die blofien Benutzer — „verblenden*', d. h. in falsebe Sicherheit wiegen 
kann. Es ist trotzilem ein f,'uteB Mittel. Nur BoUten alle iiueh in weniger ver- 
breiteten Tafeln entdeckten Fehler bleich bekannt gemacht weiden, etwa in den 
AetroncnniMhen Nachrichten, der Zeitschrift fttr VenneManaeweaen und fthnlicheii. 
Zentraloiganen; nicht blcB in den ep&texen Auflagen der Bflcher selbst 
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Steuerinspektor Tmgart zu Buitehude- Vermutlicb Selbstverlag. Preis 
4,50 Mark oder etwas hölier Die Anordnung ist nicht so praktisch wie 
bei H. Zimmermann, obschua die gleichmäßig hohen Ziffern größer (etwa 
3,8 mm einschließlich Spatitim) und 90 waidk di» EWten höher und hvteitar 
•mfidlen. Dann gehört diBSOii Typm rnotk ein mir schembar daTon ab- 
weichendes Buch an, dessen Verfasser gleichfalls praktischer Rechner isti. 
(Abgekürzto Multiplikations-ßechentafeln für sämtliche Zahlen von 
2 bis 1(HM». Entworfen und henmsgegebeu von J. Ernst, kaiserl. Kassen- 
kontrolleur a. D., Kassen- und Kechuungsrevisor des Kreises Kruu^uach. 
Branosdliweig 1901, Fr. Yiew^ ft Sohn. Preis in Leinenband 5 Ifaxlc. 
Höhe 21,7, Breite 18,5 cm, Dicke 3,5— 4 cm ) Das Buch gibt für die 
Multipliliarulen bis 1000 die Produkte mit dm 99 Multiplikatoren 10, 20, 
30, . . ., 91H), außerdem mit den neun Einern. So können die Produkte 
mit dreistelligen Zahlen bequem aufgebaut werden. Die Einrichtung ver- 
langt ichoil wegen der vielen Nullen einen ausgiebigen Baum, und da in 
löhlifllier Weise anch am Durchschuß nidit gespart ist, haben auf jeder 
Doppelseite nur vier Multiplikanden Platz gefunden, so daß nun das Werk 
ein halbes Tausend Seiten hat. Die gleichhohen Ziffern sind gut lesbar; 
es sind die vou der Schlömilchscheu Logarithmentafel her bekannten. Daß 
ein Werk von dieser GrOfie und Ausstattung gebunden fOr 6 Mark abgegeben 
werden kann, sengt von der LeistangsfBbiglceit des bekannten Verlages. 

Der Namensvetter eines der yorhin genannten Autoren hat in die 
Tabulierung der Produkte ein neues und fruchtbares Prinzip, das des Auf- 
bauens aus z wei Zahlengruppen, eintrefübrt f Kerhentafeln, große 
Ausgabe, bearbeitet vou Ludwig Ziminermuan, Coblenz, Liebenwerda 
1896, V«rlag des Teefanisdran Vcmadgesehiftes von B. Beiß. Oebnnden 
5 Mark. Breite 20,5, Höhe 26,3 cm. — Rechentafeln, kleine Ausgabe. 
Zum Gebrauche für Schule tmd Praxis bearbeitet von demselben. 2. Auf- 
Uge. Ebeudort \8d7. Gebunden 2 Mark. Breite 15, Höhe 21,4 cm. 
35 Seiten.) Zu erkennen ist das neue Prinzip aus nachstehendem Beispiele A. 
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Es ist dieses der Anfang von Seite 115 der großen 'I'afel, die das 
Ablesen der Produkte aller der vierstelligen Zalilen, die 56 in der Mitte 
haben, mit den Zahlen von 51 bis 100 gestattet; die danebenstehende 
Seite 114 gibt natOrlich die Erodiikte der genannten irierstelligen ZsMen 
mit 1 bis 60. Es ist z. B. 51 x 2560 ^ 130560, and die beiden Gruppen, 
ans denen diese Zahl besteht, werden abgelesen. Dann hat 51 x 3560 
zwar eine andere, um einen leicht ersichtlichen Betrag vergrößerte erste, 
aber dieselbe zweite Gruppe; es ist =• Ibl 560. Ebenso ist 52 x 2564 
— 133328; 53 x 3664 — 186328 usw. Andererseits ist 51 x 1567 
^ 79917; 51 x 1568 -* 79968, nindicb um 51 grOfier; 

51 X 1569 <» 60019, „ „61 „ . 
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Das letzte Beispipl l^hri dio Bedeutung der fettgedruckten Ziffern der 
Tabelle keuutJU. Die 1, wouüt die zunächst unter 569 stehende Ziffer an- 
hebt, gehört zur ersten Gruppe und Termehrt deren Betrag um 1, vw 
wandelt alto 79 in 80. Dieser FiUl ist flbrigens relattT selten. Man aieht, 
dafi nun die ]*rodukte aller vierstelligen Zahlen mit allen zweistelligen 
bequem ablp-Vnr sind. Im Einzelfalle faßt man die beiden in Betracht 
kommenden Spalten am besten mit zwei Fingern der linkeu Hand, was bei 
der mäßigen Breite des Buches durchaus bequem ist. Die Seite sucht man 
natOrUch mit ffilfe der beiden mittleren ZaÜen, auch dannt wenn eine der 
änBeren eine Null ist. Diese Art des Aufschlagens lernt ddi laich. Wenn 
man die kleine Ausgabe der Tafel benutzt, die nur bis 100 x 10(H) ^eht, 
so stehen die beiden letzten Ziffern des dreistelligen Mnltipükaudus am 
Kopfe der Seite. Die übergreifende Ziffer der zweiten Gruppe kann jetzt 
größer als 1 auafallMi. Das Tfifeldiea B iat ein Ausschnitt ans dieser 
kleineren Bechentafel: 
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Viertelquadrate der ganzen 
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Wie man bemerkt, ftUt das in der Tafel weggelassene Viertel T<m 

selbst ans der Beehnnng. Ist man dagegen, weil die Summe über 200 

hinausgeht, genötigt, zur zweiten Formel zu greifen, so ist Vorsicht geboten. 
Das Tiifeleben ^rirkt hier allerdings kaum mehr erleicbtcrad. Es ist s. B 
157 X 07 <=> 10Ö19, und duä Schema der Bechnung ist folgendes: 

157 6162* 
67 1122- 

90 2025 

2.Ö2Ö9- — 10619. 
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Es sind also hier die Produkte vo» 1 X 1 bis 100 x 1000, oder doch 
ihre Bestandteile, aaf 10 kkinea Boppelmleii nntergebraobt.^) Man liest 
ab: 53 x 657 = 34821. 

Betrachten wir zum Schlosse nodi ein indirektes Yert'ahren, das gleich- 
ftlts Sur Kooetniktioii ▼od Tafeln AnlaB geboten bat Es ist 

Die eiste Eome] ge^ttet uns, wenn wir die Viertelquadrate aller 
Zahlen bis zu einer gewissen Grenze anfgpstellt haben, ziemlich schnell alle 
Prodnkte zu bilden, für welche die Öunune der boiden Faktoren jene Orenze 
nicht überschreitet. Stellt man z. B., wie es in nachstehendem Täfelchen 
gesoheben ist, die Viertelquadrate der Zahlen bis über SOO evsammen, so 
kann man sicher und ziemlidl scbnell alle Produkte bis 100 x 100 daraus 
herstellen. Das Quadrat einer geraden Zahl ist durch 4 teilbar, das Quadrat 
einer ungeraden lilßt, durch 4 geteilt, stets den Rest 1; das Viertel ist 
also mit dem Anhängsel 26 behaftet; man bemerkt aber, daß dieses in der 
Tabelle einfiMb weggelassen ist Die Benntrang gestallet sidi wie fo^: 
Es ist 157 X 41 SU berechnen; femer 98 x 47. Man erhilt 6487 
und 4606. 



Zahlen von 1 bis 209. 
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41 47 

198 9801 145 5256| 

116 —3364 öl - 65aJ- 

— 6437 -=4606 



1) Dm tiächlein enthält außerdem eine Beziprokentafel , eine Qnadrattafel, 
dne Kubiktafelt awei Tafeln für dmi OberfKWig Ton sin auf cos und von tan auf 
seCy Maßnotizen ubw. Auch die anderen !''^>!l;!?Ml♦^>n Werke enthalten noch die 
eine oder andere Tabelle außer dem Huuptücataudleil. — Die Ziffer in beiden 
L. ZimmermanatebeB Bficbem ist die LofarithmensifTer. 
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Wir Hi wiLhnen dieees zweite Verfithran \dac nur der Vollständigkeit 
wegen. Es ist, und das gilt auch für gröBere Tafeln solclu r Art, darum 
gf»tiihrli(ii, wpH man die Summe und Differenz der beiden P'aktoren von 
linkb nach rechte aufschreiben kann, wogegen auch ein geübterer Beciiner 
Yomäum wird, ose algolnftiMli« Ehunme, wie di» in dir IL Fonnal uaf- 
tretoid», von rechts nach links henostellen. Dann führt man die Ver> 
doppelung natürlich wiedt^r von Jinks nach rechts ans. Dieser zweimalige 
Wechsel wird leicht Fehler venirsachen. Dagegen ist die TaW auch zur 
Multiplikation von gemischten Brüchen brauchbar, wenn, wie daä die Praxis 
manchmal bringen wird, außer den Ganzen nui- Halbe auitreten. So wird 
man die Beispi^ 83,5 x 47 — 8924,5 and 88,5 x 47,5 = 8966,85 wie 
folgt redmen: 

88 88,5 
47 47,5 

180 4225 181 4290- 

36 324 86 324 

3901 8966,25 
0,a -47-_ ^,5 

8924,5" 

Es Tcnteht sidi bei so kleinen Zahlen, daft man weder die Fiaktomn a 

und b, noch die Grüßen a -\- b und a — 5 wirklich niederschreiben wird. 
Die Faktoren hat man ja doch vor i^ich; irmn bildet im Kopfe die Sonuna, 
aohreibt deren V'iertelquadrat nach dem 'l'ätelclien auf usw. 

Nach dem geschilderten Prinzip .sind nun sehr proße Tafclu autgebaut. 
Ein deutsches Werk^) dieser Art, das ia den siebziger oder achtziger Jahren 
endiienen ma soll, ist uns leider nie au Gesiebte gekommen. Dagegen 
besitaen wir die Arbeit eines schon vorhin genannten engliachen Yenidierangs* 
Mathematikers. (Table of Quartn - Squares of all integer rmmhers up to 
100 000, hy ichtch ih< })rod]icf of iwo fadin s de. B/f S<imn>l Linn Laiindy. 
Lotvdon, Ch. d' E. LuyUm ldö6. 8''. Hl sti, in Leinenband.) Da das 
Erimdp bereits erliutert woarden ist, geben wir nur die swei Baispiale 
27646 X 22619 » 625324874 und 62 735 x 46533 — 2919247755; das 
erste i.'^t nach der I., das zweite nach der II. Formel gerechnet. Die 
spiele sind der Einleitung des Werkes entnommen. 

27646 62785 988920056* 

22619 46538 541830022- 

;)0 20r> 631642556 16202 65626201 
5027 6317682 2 • i 459623877 • 

625324874 —2919247 755. 



1» J. Blatcr Tafel dm- Viertelquadrate aller ganzen Zahlen von 1 bii 
:200000, welclie die AuHfübrung von Multiplikationen, Quadrienuigen und dae 
Aumehen der Quadratwurzeln bedeutend eiieichtert und dtneb Ton^mohe Kenekt- 
heit fehlerloHj- Hesultate Torlnircrt. Wien: A. Hölder. XVI u. 205 8. 4", !8<<7 — 
Von dieser Talel ist auch eine eaglische und eine franaöaische Ausgabe erschienen. 
Vgl. Jahrbuch über die Foxisefariite der Mathematik, Bd. 19 n. flO. Red. 
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Dtm «nte Beii^iel wfirde mit der grOBeren Tafol Ton L. Zimmerrnftsn 
M IQ raehneB sem: 

27- 2261 =»01047 
64- „ 144704 
6* n — 18566 

37646 • 23610*625076060 
27640 - 9 - 348760 

6 » 9«^ 5£ 

625324874^ 

In der eineB wie m der anderen Tafel hat man swei Seiten anf- 

zuschlagen. Formel II. verlangt bei der Tafel der Viertelquadrate sogf^ 
drei Reiten. Auf richtige Ansetzung der Stellen hat man bei beiden 
Methoden wohl zu achten. Will man die Quadrattafel zum Dividieren 
henuteen, so gehört eigentlich eine Beziprokentafel dabei , und über die 
Gensniglwit ist nicht »fort ein ürteil möglich; jedenfidls ist hier der 
Yonrag auf selten dar bequemen neueren llnltiplikationstafeln. 

Hflnster in Westfalen. J. TLAaBUAjm. 



Bemerknng zn den I^Knrven des Herrn Leseer« 

In der Zeit'flirift für mathematisclien und naturwissenschaftlichen 
Unterricht 35, 378 (lüOl) führt Herr Lf-sser unter dem Namen der 
X-Kurven die Kurven von folgender Entstehungsart ein: „Ist P(M| v) = 0 
die Qldohung einer Knrre in sohi^en oder kartesischen , oder in Polar- 
kooirdinaten, und sind die YaoabeUn u and v selbst wieder Funktionen einer 
dritten unabhängigen Veränderlichen n •= fi{t), v =— /jÜ)» verstehen wir 
tinter der T -Kurve der Kurve P die Gesamtheit der Endpunkte aller Normalen- 
Strecken, deren Länge durch den Diiferentialquotieiiten n ds/dt bestimmt 
ist.** In Band 36 derselben Zeitschrift, wo eine Fortsetzung der bezüg- 
lichen Untesvochung gegeben wird, bekennt der Veif. S. 348, daß diese 
Definition der sogenannten 7y- Kurven unzulftngUcib ist: „Da s die Bogen- 
länge der Kurve P darstellt , während t die ganz beliebig wishlhare Un- 
abhängige bedeutet, ist der Ditferontialquotient ds/dt eine Funktion von 
nnd daher die 7. -Kurve von der Wahl der unabhängigen Veränderlichen, 
also aneb von der die Knrye P darstellenden Gleiidtang P{t) — 0 aUiängig.'^ 

Dir-.s hfttte unter anderem berttckaichtigt werden sollen bei der Behand« 
lung der Hyperbel als Beispiel 12 in der ersten Abhandlung, wo S. 393 
gesagt wird: „Eine kleine liberraschung bringt uns die Hyperbel"; es wird 
nämlich bei der gewählten Variable / ein Resultat erzielt, das gar nicht 
mit dem fOat die EIKpse eribsltenen in Faralkle an stellen ist Ein solches 
ergibt sich aber sogleich, wenn man die Koordinaten der Hyperbel in der 
Form darstellt: — m cbf, y — 6 sbf, wo di den HTperbelkosinus, sh den 

Hyperbelsinas bezeichnet. Dann ist nämlich ds/dt = n = }/ä^sh*t + 6*ch*<. 
Bezeichnet man femer den spitzen Winkel, den die Hyperbelnormale mit 
der X-Achse bildet, mit so hat man dx/dy = igß => aih t/h ch woraus 
itsin/S — ash^, nco8/3-»dch< folgt. Trägt man nun n auf der Hyperbel- 
noimale vom Punkte JP auf der Hyperbel ans nadi dem Innem der Hyperbel 

Ai^T Sw lUtlMiBAtlk u« PhrUk. UL nuta. XI. U 
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hin bis ^ Sib, 80 daB PQ^n iat, so nnd die KoordioAteii i} ron 
Qi ( (a + ft) ok^ 1} «- (6 ~ a) all t Daraus eriiilt man als Oleichniig der 
eogottaimtaa ir-Knrve: 

„I« n*. 1 

(a + fe)« (6 — a)» 

also eine konzentriscbe und koaxiale Hyperbel mit den Halbachsen a b 
nnd ± (6 — a). Trägt man die Stredce n von P aus auf der Normale 
naoli dem Äufieren der Hjperbel wh^ so folgt als Ql«dniiig der „X-Kurre^: 

Wenn man die auf der Hand liegende Faiametecdaniellung fOr die Koordi< 

naten einer Hyporbel anwendet: x = a/cos/, y b • tgt^ so fließt daraus 
hingegen eiue Kurve liöheror Ordnung .als „Z/-Kurve". Dieses Beispiel be- 
weist zur Genüge, daß die ,|ir'KurTein" eben gar nicht als besondere Karren- 
gattung definiert sind. 

Eb&e aadsM Fxage, die aof 8. 378 der ersten Abhandlung des 
Herrn Lesser swar erwtiiat, aber nieht bsantworfeet ist, mlSge anch noch 
erledigt werden, nSmlieh: wann ist n gleich der Länge der Nonuile vom 
Knrvenpunkte P bis zum Schnittpunkte mit der x- Achse? 

Es sei rr = /'(0, y 9>(0t »180 » — + Die Lange der 

Nonnale ist aber aueh »^^yi +y* - -^VV"(0*+9»'W*^ ^ gesoohte 
Bedingung ist somit 9(0~^'(0i <>der aber die gesuoihte Pixainetsr- 

■Man setze also dr/df tfir y in die kartesische Gleichung der Kurve 
ein; daduruk erhalt man eine Differentialgleichung für x. Durch Integration 
dieser Gleichung folgt » als Funktion von <, danaoh y ^ äx/dt. In den 
folgenden Beispnlen ist o die Integratbrnkonstante. 

I. Seheitalgieidinng der Psrabel jr* » Upte; 

X •= |;)f» + <'/y2p -I- c\ y — p< + c]/2p. 
II. Mittelpunktsgleidiung der Ellipse x^/a^ + y'/&* ■= 1: 

«^asm(6 + &</a), y *- 5 ooe(c 4> 
m. Mittslponktsg^ehnng der Hyperbel «*/a* — y*/a' — 1: 

a€ih(e + 5</a), y — 6 sh(e + ft//a). 

IV. Zykloide: x = c a(t ~ smt), y =■ a (1 — cos <). 

Deiiniert man dagegen eine Parabel durch die Oleichungw x « 
» SpyTf so erhftlt man als Gleichung der „L-Kurve**: 

+ 2i>) - (i| + 2i»)» + 4j»». 

Wfthlt man ferner die Dsrstellnng X'^ 2p cotg'ft y =^2p cotg wo I der 
Winkel des RadivSTektor Tom Scheitel mit der Hanptaohse ist, so folgt: 
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Diaw Bentttia folgto ohne 6rfaebtieli«ii ,,Attfiniiid an Zeit qucI Baum** 
dmoh die „gewöhnliche Behandlnngsweise"; ma& bedaif also nicht zur Aus- 
röstung des „Hilfsmittels der Vektorenrechnunfr", um einzusehen, daß die 
X -Kurven unzulftngUch, oder vielmehr gar nicht deüniert sind. 

Berlin. E. Lampb. 



Üker rationale Mraeler. 

Fflr die Aufgabe, Tetraeder von kongruenten Seiten tu. finden, in welehen 
die Kanten, die Seiten und das Volumen rationale Maßzahlen haben, be- 
stehen, wenn man die Ecken mit 0, 1, 2, 3, sowie die Kanten Ol und 2 3 
mit a, 02 und 31 mit 6, 03 und 12 mit c bfzni hnet, u. a. die folgenden 
beiden partikul&ren Lösungen, in denen q das (Quadrat einer rationalen Zahl 
bedeutet: 

1) a -a.6(«+l)(g- !)(«»+ 3f + l), 

b-(29 + 3)(4g+ l)(g«+ 2? + 2), 
c - (3 + 4) ^3g + 2) (23=' + 2« -f 1) ; 

2) a-b+25)(2g+ 1)(16.^»-F 0^-1-25), 

- 2 (ü - 3) (« + 4) (65«« H- Ö89 + 25), 
« - 7 (g + 1) {9j + 1) (2tf« + 2g + 26), 
Berlin. B. GOntschb. 



Cber die jflelchseitige Hyperbel. 

Bei der Paribel wird bekanntlich der Winkel 7,wi5?chen den Brenn- 
s'rablen der BerüiixuiigS])unkte zweier Tangenten duroli den Brennstrabi 
des Tangentenschnittpunktes halbiert. Deutet man die Punkte der dieben 
Sats geometriadi daittellenden Fignr (Fig. 1) als BefHrisentanten des kom- 
plenen ATguments »••dP + tyT 8*^* ^lat^ die konforme AUbildung 
mittels der Funktion u> ^ u iv — Yz die Figur der f-Xbene in eine 
entsprechende Fignr der ?r- Ebene über (Fig^. 2). 

Zwischen den beiden Ebenen befstehen hierbei folgende Beziehungen: 
Jede Parabelschar, deren Brennpunkt mit dem Nullpunkt der .s^-Kbeue zu> 
sammenfiültt wird in der t9- Ebene in eine Schar paralleler Geraden flber^ 
gefnhrL Nun gehört aber zu jeder I^rabelschar die gemeinsame Achse 
als xmendlich schmale Parabel; daraus folgt, daB allen durch deu Nullpunkt 
der Ebene gehenden Oeraden in der ir-Ebcne ebenfalls durch den Null- 
punkt gehende Gerade entsprechen; die Neigung gegen die reelle Achse ist in 
der tc* Ebene halb so groß wie in der r-EbeiM. Jede Schar paralleler Ge- 
raden der s-Ebene geht in der w-Ebene in eine Sdiar i^Mchsntiger Hyper- 
beln über. Die zur Paralleleuschar gehörende Kuüpunktsgerade wird dabei 
in das Asyinptotenpaar der Hyperbelschar umgewandelt. 

Durch Anwendung dieser Regeln ergibt sich Fig. 2 aus Fig. 1 in ein- 
facher Weise: Der Brennpunkt O geht in den Nullpimkt 0' über, die 
Farabeiaefase BOC in den rechten Winkel B'O'C^ das Achsen^ystera der 

25* 
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tc-Ebene. Die Fuftbel DÄE^ w«klie die Achse OC bei Ä senkrecht 
Bchneidot, wird war Geraden p'A'lTf weUdM O'C bei A' aeokreoht »chimiilat 




Die Tangenten T^T^ und T^Tg, welche bei T^, I, die Parabel DÄE be- 
rühren, bei JKit-^ Achse OC und bei I, einander schneiden, werden 




umgewandelt in die gleiohaeitigen Hjperbeln T[T'^ und T^TL welche bei 
2;, 7; di« Gtrade D^i'E' bwBlim, bei JT^, IT, die AoIim O'C und bei 
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Xf einander schneiden. Dis Geraden R^OSi und R^OS^, welche den Tan- 
ganten 7\ 7, und 7*^ parallel sind, gehen in Aio Asjrmptotonpaare M^O'S^ 
mid KtO'S^ der Hj-perbeln T^T'^ und T'^T^ über. 
Nach dem oben zitierten Satze ist nun 

für Fig. S folgt somit 

DarauB ll0fc nch uunitteUMu: der Ssti ablesea: 

liflgt man an twei komentriselio gleieliMitage Hyporbaln die gemeui- 

same Tangente, so wird der Winkel zwisdien den Verbindungslinien des 
Zentnuns mit den Berübrungspunkten durch die analoge Verbindiuigslime mit 
dem Hyperbelschnittpuhkt halbiert. 

Fällt man in Fig. 1 von O auf die Tangenten die Senkrechten ONi 
und 02^, so entsprechen ihnen in Fig. 3 die Geraden O'K^ und O'N^^ 
welche £e Hyperbeln bei und seDkrecht sahneid«if also die Achsen, 
der Hyperbel daxstellen. Nach einem bekannden Satee ist nun in Fig. 1 

mithin in Fig. 2 

Es ergeben lieh hieraos die Eorollare: 

L IVUt man Tom SSentrum sweier konxentrischen gleichseitigen Hyper- 
heln auf die gemmnsame Tangente die Senkrechte, so werden die Winkel 
zwischen dieser und den Vorbiudungslinien des Zentrums mit den Be^ 
Tflhrungspunkten durch die Hjperbelachsen halbiert. 

n. Der Winkel zwischen den Verbindungslinien des Zentrums mit den 
Berflhrungspnnkten ist gleich dem doppelten Winkd swisehen den Hjper- 
hdachsen. 

m. Der Winkel zwischen den HypwbeUohsen selbst uitq> = ~ — (a+^)t 

wenn man mit a, ß die Winkel bezeichnet, welche die äußeren Asymptoten 
mit der gemetnBamen Tangente Inlden. 

Ans der Tatsache, daß in Fig. 1 hei einer Wanderang der Berfthmngs- 

punkte sich N^y auf der Scheiteltai^pente bewegmi, folgt für Fig. 2: 

Die Scheitel aller konzentrischen, eine gegebene Gerade berührenden 
gleichseitigen Hyperbeln liegen auf der zugehörigen Hyperbel kürzester Achse. 

Charlottenburg. £. Hupka. 



Die Pamnelkurfe der Kletlietde. 

Die Klothoido mit der natürlichen Gleichung Q — a^/s, wo p der 
Krünimungäradius, s der Bogen, hat im Anfangspunkte 0 der Bogen 
einen Wendepunkt » ± 0, ^ — ± <^]> femer swei asymptotische 
Funkte M und If [Tangentialwinkel 7 — s*/2a*, daher gleich 00 ffir 
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««-±00; f — 0] oiit den Koordinaten « — jf » y V^*) ^Ossn FknUel- 
knrre seheint noch nieht betrachtet worden m sein. Fflr ne itt 

wenn l den Abstand bedeutet (Cesaro, Kot, Gr^ § 19. — Loria, S. 646). 
Hieraus ergibt sich sofort 



und duroh Einsetzen 
(8) 

oder umgerechnet 

(2*) <?'-j7+j±i^ys*+27?. 



(8) 



9» 



wie für eine Parallelkiirve selbstverstüudlich, 

Kaoh (2) und (2*) ist eine eindeutige Fnnktiim TOn hingegen 
^' eine sweidentige Funktion vim üm dieees 







« r 








besser zu übersehen, zeichnet mun sich (2) in ein rechtwinkliges Koordinaten- 
System ('s. die Kurve 3. Ordnung der Nebenfigur). 

1) Vgl Loria, Spczidh Kurvm (B. 0. Teubner 1902), S. 457. — Cesiro, 
2i(Uürlich€ Geometrie (B. U. Teubnei 1901), S. 16. — Cesäro, Algebraisdie AnalifM 
(B. G. Teubner 1904), 8. 808. 
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Nun tOr s' ^ ±: 0 snnlehrt 9' — ± <x>; dies gibt den WefMlepmikt 

im Anfangspunkte 0' der Bogen. Wenden wir uns nach roohtSt Bo mamit 

((' mit steigendem s^' ab bis zm f, <^fmn für 5' •= -}- 00 wird Da 
aber wegen (3) auch tp' = 00, so hat die Kurve um M einen asymptotischen 
Xreiä mit dem Radius dem sie sich von außen nähert. Nun geheu wir 
von 0' nach links, d. b. wir nehmaii negativ, dann geht q' von ~ 00 
bis 0 fOr s' — m = — a*/2l. Dies iflt wegen (2*) zugleich ein Miniirnim 
für s'. Unsere Kurve hat hier eine Spitze, die wir im Texte mit S be- 
zeichnen wollen, mit der Tangenten richtiing q)' ~ a^j^t*. Je kleiner also l 
ist im Verhältnis zum M&fistab der Kluthoide, desto mehr Windtmgen um 
2t wird der Ton 0' nMb links gehende Zweig mAchea bis nir Spilse. 
Von der 8pitse 8 aus miiß a' wieder vorwIrtB gesShlt woaiden (vgL immer 
die Nebenfigur) bis zu einem Punkte 0", für den absolut genommen 
0'S=^0" Tn 0" ist s'=0, ^'=^1. Der Punkt ist aber sonst nir-ht 
ausgezeichnet uuf der Kurve. Im weiteren Verlaufe wächst 5' wiederum 
nach -1~ ^» ebenso fp\ wählend wie obeo dem Werte l i^ustrebt. Die 
Konre hat also einen zweiten asymptotischen Kreis um Jlf , dem sie sieh 
von innen immer mehr nähert. 

Die Veränderung des Zeichens von l bewirkt nur eine Vertaoschung 
der Funkte M und M'. 

Speyer, 1. August 1906. H. WuBLBmcBK. 



Zur Theorie der konjng-ierten Tangrent«!!. 

Satz: Konstruiert man um einen luchenpunki Mittelpunkt ein unend- 
lich Udnes dreiachsiges ElUpsoid, von dem zwei Achsen in der Tangential* 
ebene liegen, so liegen die Punkte der Sehnittknrve^ dwen Entfentang von der 

Tangentialebene ein Extremwert ist, in zwei koojngiarUn Normalschnitten. 

Beweis: Wir machen die Haupttangenten r.nr x- und y- Achse, die 
Flachennormale zur ^- Achse. Daun ist fOr die Umgebung des Nullpunktes 
die Flächengleichung 

^ + 

wo ^ nnd ^ die beiden Haaptkritanmnogsradien sind, die Gleichong des 
M lipffft id s 

muft von der 2. Ordnung unendlich klein sein, da x und y von der 
1. Ordnung unendlich Uein sind. Wenn wir y ans beiden Oieiehnngen 
eliminieren, so folgt 

d t 

Die DiiSerentiation di^er Gleichung nach x ergibt, ffir ^ 



<h»* + » <Si«» - f ) + + ««11» + »«n*!^ 7=%" 
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odar mit BMmtnmg tob (l) ^ 

Für einen Extremwert von e ist erfordirlioli, daB jv'^O, mbo 
(S) (ou^i - 0,,^) - o,, (z*^ - y«^i) = 0. 

Setzen wir endlich v^dPtgtf, SO nimmt imsece Bedinggngsgleichnng die 
folgende Gestalt an: 

(4) <^«,4.5ti^Z^t««;-|i-a 

Für die beiden Winkel w und «i?', die sich aus dieser Gleichung ergeben, 
igt also tg if • tg ' = — ^ , oder 

— — — H 

d. h. die Bichttmgon imcl v)' sind koi^ugiert, w. z. b. w. 

Fflr eine Minimaliliche ist die Gleichung (4) unabhängig von Qx = — Q%- 

Geht das EUipioid in »^ine unendlich kleine Kugel über (<4i = 
öjj = 0), so geht Gleichung (3) über in icy — ^j) =- 0, d. h. es ist 
a; = 0 oder y = 0, die konjugierten Nonoabclmitte faUen elso mit d«a 
HavptnonnalflchnittuL nuammen. Wir erlialteii die 

1, Folgerung: Konstruiert man um einen Flächenpuukt als Mittelpunkt- 
eine unendlich kleine Kugel, so liegen die Punkte der Schnittknrve beider 
Flächen, fdr die die Entfernung von der Tangentialebene ein Extremwert 
ist, in den beiden Hauptnormalschnitten. 

Betrachten wir positiv gekrümmte Flächen, so gibt es in jedem Flächen- 
ponkt swel konjugierte Tangmten, die einen ^^f'wft-if" Winkel <^wai^MittBan- 
Ibre Biehtungen ergeben sidb aus den Oleickimgen 

(«) tg>«,-^i tg«.-+]/^, tg«'--j/Ä. 

Bflftsen wir nun in (S) % — 0, <4i*-'0, 0, so geht die Gleidumg 
Uber in 

(7) 3a„äP|f + a„-0 

und steUt, wenn aita44<0, einen geraden hyperbolisdien Zylinder dar. 

Qleichung (4) geht dann in die Gleichung (6) über. Wir erhalten so die 
3. Folgrrnnn: Die Punkte der Schnittkiirvo des geraden hyperbolischen 
Zylinders ( 7) und einer positiv gekrümmten Fläche, für die die Entfernung 
von der Tangeutialebtine ein Extremwert ist, liegen in denjenigen kon- 
jugierten Normalschnitten, die den UeinstmOglidien Winkel einsdiUeBen. 

Berlin, August 1906. W. Jäkicuen. 
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4. Spreoluaal flr die Snoyklopftdie dar nukthenatUokMi WiaMnaehAfteiu 

PBnMndnngen fftr den Sprechsaal erbittet Franz Meyer, KttnigalMig L Ft^ 

JCanHuenhof, Herzog Albrecht-AUee S7.] 

Zu U A 11. 

p. 772, note 12 II y a lieu d'ajouter la nouvelle et dernifre rßdaction 
de l'auteur, contenant de nombreux i^manieraeats et paroe sous le titr9 
Caicui de Gen^rali8<Uionj Paris, Hermann, 1899. H. Fbhk. 
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SitKongsbAhclite der Berliner Mathematisohen OeBeUschaft. 

HttrausgegelwiL vom VontaiLd« der tacUiokafL 

44. Stttning «n 30. Hai 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblauch. 
ABweaend: 38 H«mo. 
WisBMiachftftliche Mittdlxmgeu : 

Heir Sandor: Beitrag zur Theorie des Fachwerks. 

Herr Kötter: Über dio Mohrsche Lösung der Aufgabe, ein Seilpolygon 
durch drei Punkte zu legeo. 

Der Vorsitzende berichtet. ciaÜ das Grabdenkmai lür Weierstraß 
(s. 8. 1 des laufenden Jahrganges) ausgeführt und auf dem 8t Hedwigs- 
Kirchhof, Liesenstr. 8, aufgestellt worden ist. Über einem Sockel aus grau- 
Llautin bayrischen Syenit erhebt sich ein 2 Meter hoher Obelisk aus poliertem 
schwarzen schwedischen Granit, auf dessen Vorderseite unter einem von 
dem Kirchenvorstande vorgeschrieheneu Kreuz, die Worte 

Karl WeioratraÜ 

geb. SL Ootober 1815 
SU OateDfelda 

gest. 19. JMonu» 1897 
SU Berlin 

in erhabener Blockschrift eingemeißelt sind. 

Die Orahsttlle liegt schräg hinter dem Wohnhause des Kirchhofs- 
Inspektors, fast am Ende des ersten hinter diesem Hause nach rectits ab- 
gehenden Weges. 

45. Sitiug MB 27. Jnni 1906. 

Vorsitzender: Herr Knoblaach. 
Anwesend: 33 Henwn. 
WisNoechaflUehe Ifitteilungen; 

Herr Sehaflieitlin: Zur Theorie der Beaselschen Fnnktioiiett (s. 8.82). 
Herr KOtter: Über eine Zweirftdorwage. 



Digitized by Google 



74 



Sitsnngaberiehte d«r Berliner Mtihemetiechen GeielleeheA. 



Die Kongraens = x (mod lO"). 

Von M. Koppe. 

!• Am den Lteungen der Kongruraz ^ = x (mod 10") Uhr «i — 1, lühulidi 
« — 0, 1, 6, 6 lassen sieb durch VorBcliiebaDg je einer Ziffer die Lösungen 

fOr n = 2, daraus ebenso die für n = 3 etc. ableiten. Um diese Ziffem- 
systeme von rechts nach link> durch Hinzufiigun«:: je einer Ziffer 7.ti bilden, 
sind von Tedenat, Palmütrüiu, Valentin verschiedene Rekursionsformeln aof- 
geetellt worden.') Im folgenden steige ich, daB es attch mdglich ist, von 
der fi'ziffrigen Zahl für den Modul 10" sofort auf die Zahl von doppelt 
soviel Ziffern ftbr den Modul 10*" flberzugehen. 

In der Kongnienz r' — r oder r ' r Ii -0 (mod 10®) siud dii- Fak- 
toren r lind fr — 1) teiiert'rcnid , daher muü oiiier von ihnen die Pnra- 
zahlpoteuz 2*^ enthalten, w&brend gleichzeitig 5^ euiweder in demselbeu oder 
in dem andern Faktor aufgeht. Im eitlen Fall wird 0 oder ^ 1 (mod 10*), 
im andern Fall kann sein 

« 5 Ö (mod 5*), z = l (mod S^, also x—p'b\ x — 1 9 - 2*, 

fol^eh jj • 5* — g • 2* — 1, woraus 

67 , g= 13 916, X = 890625 (- 
X* - 2- = x(x - 1) - . g . 10« = 793212000000 
also, oKne große Multiplikation 

— 793213890626 

Es kann auch sein « ^ 0 (mod 2*), « 5 1 (mod 6*), oder filr « 1 — | 

£ s 1 (mod 2*X I s 0 (mod 5*), 
so daß I mit dem obigen IlbereinsHmmt. Folglich 

= 1 — r j 109 37(i (mod IG"). 

Diese Aut'iüsung. schon bei Jb'r&n9ais und Qergonne zu ündea, wird für das 
tblgende benutzt. 

Die Wuraeln der Kongruens s x (mod 10") föir w > 6 rnttseen audh 
der vorigen Kongruens genOgen, also in 000000, oOOOOl, 890625, 
109376 auslaufen. Ist x eine auf 6 aoalaufende Wurzel, so ist also 

as » lOV + 890626 - lOV + «i 

of" - » - 10 V + 10*y (2*1 - 1) + ;^ — s 0 (mod 10"> 

Hier ist es gut, n — 12 snzundmien, um die quadratisoha Kongruens auf 
den ersten Orad au redusieren. Setst man x^^pq» 10*, so folgt: 

(2jr, -i)y-\-pq^O (mod 10«). 

Da sich bei der Auflösung dieser Kongruenz und ähnlicher immer sym- 
metrische Kettenbrttehe ergaben, so erkannte ich, daß der Faktor, mit dem 

1) S. die Aq£(fttie von Zühlke, diese Beriebto, lY, 8. 11 und 8. 69. 
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ai# sa mnltiplisiMrMi um den Koeffizienten von y auf 1 ta bringen, 
nicht ersi i'f><^noht zu werden braucht, soiid«ni mit dem Koeffixicntai (2d^ — l) 
ilbereinstimait. In der Tat folgt: 

(4a{ - 4a; + 1) y + (2«i - 1)|>Ä s 0 (mod lO«), 

und da 

ys(l - 2x,) pq (modlO*) 

5 21857 • 793212 
. = 918218. 

Demnach x — 918 212 890696 - 1»' - — • 2*' + 1 

1»' — 8761, g — 2241870&9. 

Wird da^iselbe Verfahren auf dieses 12 stellige x angewandt, 80 erhält man 
als Losung toh s^ = x (mod 10^) 

«1 — 977392256259918212890625 

= 022 «07 743 740081 787109376. 

Bisher ist dieses Zitfersjrstem immer nur auf 20 Stellen bestimmt worden, 
zuerst von Gergonne. 

M. Ais Beispiel eines anderu Wertes für l betrachte ich die Kongruenz 
s ff (mod 10"). Ffir » 8 hat sie Ztlhlka dnzdi rehorsorisohs Bestimmong 

der von rechts nach links sich anreihenden Ziffern gdSst, während sie Palm- 
ström tur beliebiges n direkt löste, wobei eine Untprscheidung vieler Einzel- 
fälle nütit( war. Es sei « = 6. Da in der Kongruenz z{x* — l) ^0(nincl 10*) 
die beiden Faktoren x und (x^ — Ij teilerfrcmd sind, so tauü die Trimzabl- 
potenx 2* in « oder in — l) aufgehen,, ebenso die Firinutaldpotens 5*. 
Das gibt folgende FtUe 

T x^O (mod 2« 5«) 

II X* = 1 (mod 5«), x z^O (mod 2«) • " 

m T*= l (mod 9«), 0- = 0 (mod 5*) 
IV x' ^. 1 (mod 2*, ö"). 
Fall I. Es folgt a; = 0 (mod 10«). 

Fall II. I'it 7 oine primitive Wurzel für den Modul ö«, so kann man 

x^g'^ setzen und erhält 

44 = 0 (mod <p(5«)) 
5 0(mod4-5^) 
S s 0 (mod ö*). 

Also i^0\ 5\ 2 • 5'; 3 • 5' (mod 4 • 6^). Daher hat as — y* vier Werte, 
di« man leiditer erhiUt, wenn man die Kongraena x^^t durch dan Ansata 

ar = rtg + Ol • 5 -|- a, • 5' + % 5" + (^^ ■ 5* + • 5* sukzessive für die Moduhn 
5, 5', 5' etc zu lösen sn«ht, wodurch sich <^ . . . nacheinander ergeben. 
Man findet , = j. ± i068 (mod ö«) 

o^ku" «s«(mod6«). 
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Aiifi«rdein miiB Min <i * 2*, 

«sl709«(mod 6*) 

= ± 1709, ± 2913 (mod 6«), 

folglich a; — tt • 2« = ± 109376; i 186432 (mod 10'). 

Die negfttiTen ZaUra Itonen durch HiamfBgung toh 10* podtiv gemMhi 

werden. 

Fall m Um af* ^ 1 (mod 2*) su lasen, kann man ±x^9>^ «eteen. Han 
erhftlt 

ii = 0 (mod 16), 4 = 0, 4, 8, 12 (mod 16) 

» = ± 1, ± 17, ± 33, ± 49 (mod 64) 
oder kurz jt = ^ (mod a«). 

Außerdem mii6 sein s « > 5*, also 

«•6*5/1 (mod 2*) 
« = 7/3 

= ± 7, 4: 9, i 23, + 'Jö (mod 2^) 
jc = t; . 5* = ± 10y37ä, I40ti2.'^, ij 3äüa7ä, ± 390625 (mod 10*). 

Fall IV. Aus ü^^l (mod 6*) und ao« ^ 1 (mod 2*; folgt nach dem 
Torhergehenden 

X ^ €i ^ ± 1, ± 1 068 (mod 5*) 

« = ^ ± 1, ± 17, ± 33, ± 49 (mod 2*). 

Diese Kongntenaan lawen sich* znsammenfaasen in ' 

X s 109876 ft + 109875 ^ (mod 10*), 

d. h. im einseinen, wenn man nach den Endsifibrn ordnet, 

ST »000001 499948 046807 081249 

250001 172943 296807 281249 

218 751 204193 327057 249999 

468751 454193 077057 489999. 

Das ist Tinr die Hälft« aller Zahlen. Man erliKlt f5ip alle, wenn man unter 
jede noch eine neue Zahl srhn'üjf. die um 500 001) grüBcr ist als die alte. 

Im ganzen haben wir (1 -f 4 + 8 -j- 32) =^ 45 Zahlen erhalten, für 
welche ^ x (mod 10*) ist Unter diesen findet sidi keine mit der En- 
digung 307, obwohl diese bei ZlQilke als LAsung der Kongruens für den 
Modul 10* auftritt. In der Tat, sucht man durch x ^ 1000 x^ -f- 307 der 
KnntrnieTiz für den Modul 10* zw penfi^'en, so findet man schon die unlös- 
bare Kon>:nieiiz 74 4" 72 Tj ... u (mod 100», für den Modul 10* ergibt sich 
ijueh eine mögliche Lösung 4 + SjTj = 0 (mod 10) also a:^ = 3 oder 8. 
Es spaltet sich also die Ziffemreilie 807 (fttr ii ^ 8) in die Zweige 3807 
und 8307 (ftur n » 4), eine weitere Anreihung von Ziffeni für höhem 
Moduln findet nicht statt 
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3* Viel einfacher ist der Fall i = 12, also = ar (mod 10') oder 
t(x** — l) ^ 0 (motl 10*). Unterscheidet man wieder 4 Fälle wie oben, so 
wird axis ^ 1 {mod 5') gefolgert x = gK ll^^O (mod 4 • ö*)» ^ = 0, 
xsl (mod 6*). Ana x^^ = 1 (mod 2*) folgt, wenn d; — ± 3^ gesetei wird, 
ll|sO(iaoa2*), |50(mod3'), a;5l(mod2*). Hiomaeh hat die obige 
KoQgruens nur dieselben Lösungen wie <Üe zueni betrtiOhtete Kongruem 
— l) — O(mod 10''). So wird es immer sein, weui (1 — 1) die Faktoran 
2 und 6 nicht enthillt. 

4. Der Gruud für das von Zühlka get'uutieue Kuriosnm über die 20*'"* 
Potenzen liegt darin, daB 20 "» 9) (5^) ist. Es läßt sich folgendermaßen 
erweifem: Die 100^ Potenxen aller Zahlen endigen nur auf 000; 001; 
376; 

Ist r ungerade, so ist 1 fmnd 8), folglich s 1 (mod 8), dagegen 
fOr gerades x ist ^ 0 (mod 8), also 

a^^su (mod S), wo <v 0; 1. 

Da fpi-^") 100 ist, so ist ftlr Zahlen x, in denen 5 midit aufgeht, 
= i ^njod 5»^^ für andere ist x^^ = 0 (mod 5'), also 

x^oo = ß (mod 135), wo — 0, 1. 

Wird der Best irgend einer 100^ Poieu (mod 1000) mit r bezeiehnet, so 
ist also 

{ ^(mod 8X { 1 (mod 135). 

Daraus r{r — l) = 0 <^mod 8), r(r — 1) ^ 0 (mod 125), 

also r(r — 1) s 0 (mod 1000), d. b. r* ^ r (mod 1000). Dieie Kongrueni 

bat aber nadi 1. nur obige 4 Losungen. 

6« Zusatg, Für ein beliebig wachsendes n genügen der Kongniens 
x^ (mod 10") nur fol^'onde „Zahlen**, deren Ziffern sieh eindeutig naeb 
links beliebig weit fortsetzen lassen: 

I «, — ...000000 IV «,— ...000001-/ 

II :r, — ...186432 = « äBg—. 218751=— y«—l — 2/» 

— ...890624 = «' = j3—l ««— • 92LM)13 = y 

jr^—... 10937*1 = — «» — 1—/! a^j«... 704193^ / 

«i — ...813.')68 — — « «u— ...295 807= y» 

Iii — 89062.5 = j3 jBig«...077057 = -y 

«,-...109375^ ß arj^-... 781 249 =y«= 2^-1 

...999 999-= — y*. 

AIli diese Zahlen lassen sich durch Eongmenaen niedrigeren Grad«« de- 
finieren, insonderheit ist 

«(««-|-1) = 0; ß{ß-l)^Qi (y + l)(y* + l) = 0 (mod 10*), 

also «'s — tf, ^ß, /=! (mod 10"). Ist /} (aus 1.) bekannt, so 
findet man et und y aus quadratischen Kongruenzen: 

«-...499879186483 
581 907 923 943. 
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Ist ^ X, so bilden die Reste der Potenzen a;, x*, a;', . .. Perioden von 
fA — l) Olipflern, Genfigt x keiner ähnlichen Kongruenz fftr einen kleineren 
Wert von JL, so ist die Periode primitiv, nicht in kleinere xerlegbar. Unter 
den obigen Werten von x sind primitiv für i 5: « « i a, i y» i f*« 
Von den ansgeecblosseiien and prinutiT fttr 2» 8: — 1, ^—1) —ßt 
± y Endlich primitiv für A = 2: a: = 0, 1 , 1 — |3, (i. 

Es ist im allgemeinen unmöglich, daß » ine „Zahl" r einer linearen Kon- 
gruenz Ax:^ B (mod 10*) genüge. Denn dann würde folgen Ii{'B^ — A*'^ s 0 
(mod 10'), also auch lf(^ — ^*) — 0, £«=0, ±-4, demnach x^Q^±l, 
d. h. jc — Xi, Xg, Xig. Daher kOnnen die tkbiigen ZsUen « audi nicht 
periodisch werden , denn das zur Umwandlung von periodischen Dezimal- 
brüchen in gemeine Bittche dienende Verfahren würde für sie eine lineare 
Kong^enz ergeben 

Für ein bestimmtes endliches n gibt es auBer den zifferigen Besten 
der obigen Zahlen (mod 10") noch andere Wuneln der Kongruens si^sx 
(mod 10"). Diese stimmen mit den unter IH und IV au%efllhrten Zahlen 
in den letzten (» 2) Ziffern überain, sind ihnen also füor den Modul 10"'* 
kongruent, sie lassen sich aber gar nicht oder nur nni dm Ziffisr (sn einer 
Lösung für den Modul 10"^^) nach links hin verlängern. 



Über das Fovoanltsohe Pradd. 

Von A. Denizot. 

1. Unter dem Foucaultscben Pendel werde ein Fadenpendel verstanden, 
dessen Scbwinguugen infolge der Versuchsanordnung sehr nahe in einer ver- 
tikalen pjbene erfolgen. In der Entwickelung der Theorie der scheinbaren 
Drehung der Schwinguugsebene eines solchen Pendels kann man vor allem zwei 
Richtungen ontendifiiden: Die Ton LiouTille'und P ein tot ao aelur betonte 
„geometrieehe** Methode, an welche sich Tenduedene eleBMiitare Ablei- 
tungen des bekannten Gesetzes geknüpft haben, und die zuerst von Bin et 
vorgezeichnete ., dynamische" Methode, welche in verschiedener Behandlung 
ganz allgemein in die Lehrbücher der analytischen Mechanik übergegangen ist. 

3. Bei der geometrischen Methode liegen die Vcrl^tnisse am ein- 
faofaaten an den beiden Brdpolen: Seist man voraus, daß die absolute (wahre) 
Pendelbewegnng im Haum in einer unveränderlichen Ebene geschieht, so 
ergibt sich ohne weiteres als Erf;ihningstat-sacbe ihre relative (scheinbare) 
Drehung gegen di*» Erde. An einem Oiie unter beliebiger geographischer 
Breite ergibt sich folgende entsprechende Betrachtung: Einerseits kann die 
Drehung der Erde nm ihre Adüe für einen an dem Orte aidi befindenden 
Beobachter durch eine Drehung um eine durch den AufhSngungqinnkt dea 
Pendel.'; ztjr Erdachse parallele finstantane) Achse ersetzt werden, anderer- 
seits hat der Pendelkörper das Bestreben, stets nach derselben Richtimg zu 
schwingen, (iegenüber dem Beobachter an dem Ort wird sich diw unver- 
Indeiliche Bewegungsrichtung um die inataotane Achse mit der Winkelge- 
schwindigkeit der Erde, und zwar im entgegengeaetaten Sinne der absoluten 
£rddrehang, also auf der nördlichen Halbkugel wie der Zeiger einer Uhr 
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drehen. Diese WiDkelgcscbwindigkeit (o) der Eide k&nn nun ab Vektor 
(d. h. eine nach dem Polarstern gerichtete Gerade von der Langp ro) in 
zwei Komponenten zerlegt werden: nach der Vertikalen und der Tangent« 
an den Meridian des Ortes. Beim Foucaultscben Pendelversuch kommt es 
miif die ndetast gentumte Komponente nicht an; in bezog anf di« Vertikale 
dee Ortes {tp) erfolgt die scheinbare Drehung mit der Wiakelgeschwindigkelt 
sin g> in dem vorher bozeickneten Drehsinne. 

3. Die dynamische Methode hat zum Ausgangspunkt gewisse Be- 
wegungsgleichungen, welche als die Ursache der Erscheinung die zusammen- 
gesetzte Goriolissöhe Zentriingalkraft hervor t reten lassen. Diese Methode 
bildet einen nnüberbrflokbaren Gegensata zu der geometrischen. Denn nach 
der geometrischen Anschauungsweise erfolgt die Drehung der Schwingiings- 
ebene bestUndig in ein und demselben Sinne, wa" aber nur möglich ist, 
wenn sich der Pendelkörper selbst sids in ein und demselben Sinne um die 
Vertikale dreht Die Bichtang der Goriolisschen Kraft dagegen kehrt nch 
jedesmal mit der Umkehr der Bewegnngsrichtang des Pendels um. AnBer- 
deni ergibt die Coriolissche Kraft in den Umkehrst^llen gar keine weitere 
Ab\\ eiehun<r, während die geometrische Methode, entsprechend der Beobachtung, 
hier die größte Abweichung aufweist; das Umgekehrte ist beim Darcbgang 
des Pendels durch die Vertikale vorhanden. 

4« Der Gegensata swischen der geometrischen imd der dynamischen 
Methode verschwindett wenn statt der verstümmelten die Tollständigen 
Poissonschen l^ewegungsgleichungen für relative Bewepiing an der Erd- 
oberfläche b<'frarhtet werden. Nach dem allgemeinen Theorem von Clairaut 
und Corioiis hat man zu den von außen wirklich wirkenden Krötten noch 
gewisse fingierte Kräfte tunzuanf&gen (vgl. Ann. d. Phys. 18, 299, 1905). 

Die von aii8«i auf das an der Erdoberfliche schwingrade Pendel wirkenden 
B^lfte sind folgende: 1. Die (Newtonsche) Erdattraktion. 2. Die Faden- 
trasion, die durch die Normalrealction einer ideellen Kugelschale vom Radius 
gleich der Fadenlänge des Pendels ersetzt werden kann. 3. Andere äußere 
Kräfte, wie der Luftwiderstand, Erdmagnetismus. Besonders werde betont, 
daA irgend eine ZentriftigalkraA als eine auf den K&rper von anfien wir> 
kende Kraft nicht vorkommt. 

Als die im Sinne des Theorems von Clairaut und Corioiis fingier- 
ten Kräfte sind folgende anzusetzen: 1. Die auf den Aufhänenngs- 
punkt des Peudels ^Koordiu atenanfang) wirkende Kraft; sie ist 
nomeriseb gleich der an diesem mit der Erde fest verbondenen Punkte 
angebrachten Zentrifugalkraft, welche durch die Rotation der Erde um ihre 
Achse erzeugt wird. '2. Die instantane Zentrifugalkraft (eigentlich 
Zentripetalkraft); sie ist gleich dem Produkt aus dem Quadrat der 
Winkelgeschwindigkeit der Erde und der Entfernung von der instantanen 
Achse. 3. Die Coriolissche Kraft; ihre OrOfie ist Ar die Massenelnheit 
gleich — 2o)c sin (a>,c), wenn noch e die relative Geschwindigkeit des 
Körpers und (cOfC) der Winkel zwischen den Vektoren oj und e ist; ihre 
Richtung ist senkrecht zu den genannten' Vektoren, und zwar nach rechts 
von der Bahn. 

5. Es ist ohne weiteres ersichtlich, das die erste fingierte Kraft mit 
der Newtonsdien Erdattraktion snsammen als die an dem Orte herrschende 
Sdiwere definiert werden kann. Dagegen darf man die zwwte fingierte 
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Kraft nicht tm Schwere hinzviftlpen. was zwar viplfa'h geschehen ist, jedoch 
mit dem Begriff der Schwer©, als der Bewegungsursache des Körper» un- 
vereinbar ist Knr dann, wenn der Körper gegen die Eide in relaüyer 
Bube, d. h. wenn er Teil der Erde ift, ist eine Zentanfngaliawft vüt- 
handen, um welche die Newtonsche Erdtttraktion an dem ESiper T^ringert 
wird und deron Ausdruck der Form nach eleich der Summe der beiden 
ersten für rehitive Bewegung geltenden tingierten Kräi't« ist. Bei unserem 
Problem liegt aber die Sache anders. Die oben definierte Schwere kann 
auch ils die wirUiche Bewegungsuraache des Kdipers angeeelien werden, 
wie man sich dieses an der Betrachtung spezieller Beispiele vergegenwärtigen 
kann. Ein z. B. im Koordinatenanfang ohne Anfangsgeschwindigkeit herab- 
gelassener Körper bewt-irt ^ich unter dem Einfluß der Newtonschen Erd- 
attraktion imd dem Impult», den er im Moment des Loslassens von der 
rotierenden Erde Brillit; diei verkKlt «ich genau ebenso, als ob der Körper 
ein Trabuit der Erde wftre. Yon einar wSbrend der Bewegung a«f den 
Körper wirkenden Zentrifugalkraft ist aber ganz und gar keine Bede. In 
äfr Rechnung treten nun die beiden env-ahnten Ursachen der Bewegung als 
die an dem Ort heTT??ehpnde Schwere auf, d. h. als die Resultante aus der 
Newtouschen Gravitation und der durch die Erdrotation aiu Koordinat«naufaug 
erzeugten Zentrifugalkraft. Diese beiden Unacben treten bei allen Problemen 
auf, deren Eutstehuiigsgescbidbte an die Erde gehiinden ist Vom Stand* 
punkt der Theorie der relativen Rpwegnmg erscheint die hienrit 7n=;ammen- 
hänpende Definition der Srhvrr--» nis die Resultante aus der Erdattraktion 
und der auf den KoordinaT>enaniang wirkenden Kraft, 

Die vorliegenden AnseiiniideisetxQngen bildeten den Gegenstand pole- 
misober ErOrtenu^en mit den Herren Bndski und Tesar (Ann. d. Pbys. 
18, 1070, 1905; 19, 613, 1906). Wie ich (Ann. d. Phys. 19, 868, 1906) 
bereits gezeigt habe, ist Herr Tesaf durch eine unrichtige Interpretation der 
instantanen Zentrifugalkraft zu dem Ergebnis gelangt, daB diese fingierte 
Kraft eine Folge der wirklichen Drehung des Körpers um die instantane 
Achse ist. Qesetst nun, daB es sich mit dieser fingierten &aft im Sinne 
des Herrn Tesaf verhielte» so ttga kein Gnmd vor, diese Zentrifugalkraft von 
der Schwerkraft zu trennen, was jedoch Herr Tesaf (Phjsikalisohe Zs. 7, 
199, 190t.») tut, während Herr Hudzki das Gegenteil verlangt. 

tik Die instantane Zentrifugalkraft und die Corioliüsche Kraft haben 
in der relativen Bewegung eine selbst&ndig» Bedeuhrag. Ist die rdative 
Geschwindigkeit der fortschreitenden Bewegung des Körpers gleich Null, 
80 tritt allein die instantane Zentrifugalkraft auf. Denkt man sich z. B. 
am Nordpol einen Körper in absoluter Kuhe (^Umkehrstellen eines Pendels), 
so wird er für den mit der Erde fest verbundenen Beobachter eine schein- 
bare Kreisbewegung aosfttbren, und swar im entgegengesetsteii Sinne der 
absolnten Erddrebnng, wtwaus der Zusammenhang mit der instantmen 
Zentrifugalkraft ersichtlich ist 

Man üben^ieht, daß es bei Erscheinungen, deren Verlauf an dem Be- 
obachtungsort mit verhältnismäßig großer Geschwindigkeit und in kurzer 
Zeit sich abspielt, berechtigt ist, die instantane Zentrifugalkraft nnberück- 
siohtigt SU lassen. Die (Sstliahe Abweidrang eines firailülenden Körpers, 
die Rechtsabweichong eines Geschosses, der Rechtsdruck einer Lokomotive 
auf die Sdiienen, das BnyS'Bsllotsohe Geeets in der Meteorologie sind ohne 
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wciierea durch die Garioliasche Kraft zu erUlroiL Die instantane Zentrifugal- 
kraft wird hei diesen Erscheinungen nur pItip nnbedeutende Rolle spielen; 
die durch das Experiment kaum nachweisimru südliche Abweichung eines 
frei fallenden Körpers könnte wohl auf diese fingierte Kraft zurückgeführt 
werden. 

7. Was mm die Berec^hiigung der beiden sniletaet genannten fingierton 
Kräfte beim Poncaultscbcn Pendolversuch anlangt, so ist kein Gruud vor- 
handen, die instantane Zentnfngalkraft, wie es bisher geschah, allein des 
Quadrats der Winkelgeschwindigkeit der Erde wegen zu vernachlässigen. 
Allgemein kOimto man tnidohrt sagen, daß die Eneheinnng am Foucanlteolien 
Pendel äne Folge der relativen Bewegung ist, die erst voIletBndig sowoU 
dnreh die Zentrifugalkraft wie durch die Coriolissche Kraft bestimmt wird. 
Allein die Coriolissche Kraft hat auf die Bewegnng selbst gar keinen Kin- 
flnfi. Da nämlich die Bewegung des Pendels genau dieselbe ist, wie die, 
welche der Pendelkörper auf einer mit der Erde fest verbondenen Kugelschale 
yenteiohnen wftrdef so ^ielt die Gorioliseelie Kraft in hezug auf eine Tor* 
gezeichnete Bahn nur die Rolle einer Reaktionskraft, aber nicht die einer 
die Bewegimg bestimmenden Kraft. Wird insbesondere <li r Ii die Versuchs- 
anordnung angestrebt, daß das Pendel in der Vertikalebene schwinge, d. h. 
daß der Pendelkörper sich steU auf der Peripherie eines vertikalen Kreises 
bewege, so liegen die Ymliftltniese genau ebenso: die Ooriolieaehe Kraft be- 
einflußt nur die normale Reaktion der vertikalen Kreisbahn und hat auf die 
Bewegung des Pendelkörpers in der Vertikalebeue absolut gar keinen Eintluß. 
Die Schwingungsdauer z. B. ist gegebenenfalls allein abhängig von der 
instantanen Zentrifugalkraft, nicht aber von der Coriolisschen Kraft, deren 
Arbeit gldeh Null ist 

Das Auftreten der instantanen Zentrifugalkraft hingt mit der aoheui* 
baren Drehung der erwähnten Ebene um die instantane Acfaie zusammen; 
von dieser Dn'hung kommt infolge der Vfrsncbsauordnung vor allem in 
Frage die Komponeute nach der Vertikalen des Ortes, und zwar im Betrage 
des Produktes der Winkelgeschwindigkeit und des sinus der geographischen 
Breite. Gewisse Abweidinngen von dem ^nsgeoete ktfnnen TieUddit auch 
darauf znrücIcgeflUirt werden, daß das Pendel die Möglidikeit hat, sich noch 
um eine andere Achse als die Vertikale zu drehen. 

Vergleichen wir nun diese, auf Grund der allgeraeiueu Beweguiigs- 
gleichuQgen gewonnene Interpretation mit der eingangs erwähnten geometrischen 
HeUiode, so sehen wir, daß swisdien beiden kein Gegensats besteht. 

8. Herr Tesaf hat zu wiederholten Malen versucht zu zeigen, daß bei 
dem Foucaultschen Pendelproblem die Coriolissche Kraft di(! Rolle einer 
primSren, die instantane Zentrifugalkraft die einer sekundären üi-sache spielt; 
diesen Anschauungen neigt auch der Referent meiner Arbeiten in den Bei* 
bl&ttem zu den Annalen der Physik (1906) zu. Meine diesbezüglichen Er- 
widerungen, in walehen idi darauf anfinerksam madie, daß Henrn Tesaf s 
Rechnungen auf ein perpetunm mobile hinauskommen^ werden hierbei gar 
nicht beachtet. 

Oharlottenburg, Joli 1906. 
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Dto Lag« dar NuDstollen der B««wlio1ien Fankttonm swritvr Art 

Von Paul Öchafheitlin. 

In Mser frOheren Arbeit*) habe ich gezeigt, daB die eiste ponÜTe 
KuUstaUe der BesselediMi Funktion erster Art J.(s)'ftr einen Wert dee 
Argumentes * eintritt, wofür x > )/« (n + 2) i t, vorausgesetzt, daß der 
!bidex n eine reelle poeitiTe Zahl ist, und habe fthnliche Werte fflr die Lage der 

eretm NttDateUmi von und ermittelt; im letzten Abedmitto jener 

Arbeit iet bewiesen worden, daB für ^mn9liUg€ Werte des Index die erste 
positive Nullstelle der Besse Ischen Funktion zweiter Art nach 
JJ — W -f ' , abpr vor der ersten Nnüstelle von /„(x) liegt. 

Von Schlät'li*) ist .schon bemerkt worden, daß jede einzelne NullsttJÜe 
von Jj^x) eine stetige Funktion des rceUen positiven Index n ist, die mit 
wachsendem Index stets wichst 

Hier soll gezeigt werden, daß fiir ilic positiven Nullstellen der 
Besselschen Funktionen zweiter Art ebenfalls der Schlilflische Satz 

gilt, und daß für jeden reellen positiven Wert des Index die erste positive 
Nullstelle von Yj^x) nach x n liegt. 

Die Besse l&chen Funktionen oder Zylinderfunktionen sind Losungen 
der Differeatialgleichnng: 

(1) + i Z:{x) + (l - Z,(x) - 0 

und genflgen den FonktionalgleichmtgeD: 

(3) ^K(^) - -»..iW - ^•+t(«); 

der obere Strich soll eine Differentiation nach dem Argnmoite x be- 
deuten, während die Differentiation nacb drm Tndi'X oder Parameter »7 stets 
in der bekannten Bruchform geschrieben werden wird; das Argument wird 
häufig der Ktürze halber weggelassen werden. Argument und Index sollen 
auf reelle positive Werte besdhrllnkt sein. Dnroh Addition und Snbtraktion 
folgt aus (2) nnd (3): 

(ö) K Zn^l + l^n- 

Bs ist: 



dt 



1) Joozn. f. Math. 182, 899— SSI { 1900. 
8} Math. Ann. 10, Ul^Ut; 1876. 
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alio mit Benutiuiig von (4) und (6): 

(7) ^tC?»«^«") 2»»^^.+x + (vi + T 9'") 

demnach auch: 

(8) /((v-^l-t) - - 29,,Z.Z,.i + 4- 9.) 

(9) §iiip»ZUi) - Sv.-??-^.*! + (9^ " T.) 

Durch Addition von (6) und (8) und alsdann von (7) und (9) folgt: 

Mitltq|»linert man die lelate Gleickung mit «in«n von t nnabfaftagigen Faktor 
l imd addiert beide OlMcbuagen, so eigibt sieb: 



Um die aus (2) und (3) folgende Uleicbung: 

auf die letzten beiden Uliedtr obiger Gleichung anwenden zu können» be- 
stinune man 9p, durch dio lieziehung 

9a "1" ' I ~ 9» " — ^^^Ä 1" ^ — 

oder 9 

+ A) - - (i« _ « + i 4- 2)v« - 0, 

und dieser Diflerentialgleiohimg wird genflgt durch 

Setat man 
SO ist: 

* 9«— 

und es geht obigo Gleichung über in: 
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Dnrch Integration zwiachMi bvliebigen Grenxw a lud b ergibt äcb 
oBtk leichten Umfoimiuigeii: 

6 h 

(11) 4(v +i)J f*+*i5»*<«- »'(4«' - v*> J V-^Zidt 

Die hier gegebene Ableitung dieser Fürmel rührt von Lommel^ji her, wenn 
«uch in dieser allgemeinen Ponn die Oleicfanng (11) von ihm nicfat »uf- 
geatcUt worden ist Durch Spczialisienmg des Faktors v und der 6reni«i 
a und h ergeben sich aus (11) viele zum Teil schon bekannte Integral- 
fomoeln; wird eine dor Grcnzpn Null oder Unendlich, so bleibt natürlirh 
die betreffende Integralfonuel nur gültig, falls alsdann die rechte Seite emen 
bestimmten endlichen Wert besitsct Um dies zu entscheiden, beachte maa, 
daß die Potennreihe, die die Besaelsche Pimlction erster Art Jj^x) definiert, 

mit dem Gliede ^ beginnt und entsprechend die Besselsehe Punktion 

tweiter Art Yj^x)*) mit (^)"' — • Für ein unendlich großes Argument 
koATergieren beide Fonklaonen gegen folgende Werte: 

r.(.)— |/^.in(.-!--±i.). 

wobei die Wurzel hier wie im folgenden stet« absolut zu n&hiueu ist; der 
Index BoU positiv oder Null sein. Aus (11) folgt dann für y*«0 und 
endliche Werte von xi 

f imdt = [(2 - '^'j^-xx) + Ji-iW + Ji,x{x)] 

oder vermöge (4) und (5) 

(12a) fus,>ja> = ((1 - j-w + (^^)'}- 

0 

Die entsprechende Formel: 



r> Zur I'ht orki <i«>r Besfelsdieii Fonktionen. Math. Ann. 14, fiSO; 1879. 

2 I m iMißvorständnisBen voraubetippn b<*mprkc ich. daß Xielnen, Handbuch 
der Zyliuderiauktioneu, Leipzig, Teubner IU04, mit deuiaelbeu Buchntabeu die 
obige Funktion, jedoch mit MJN^dWfeni VorxeidUn beeeiehnei 
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gilt BOT fOr fi < 1. Diete Fonnelii rtOmn Toa Lommel^) her. Für 
V ^ — 1 «i^bt nch: 

<» 

(18.) (4:n'-l)Jjl^ 

Ist 7i ^1 80 <lart° hierin x <=■ U gesetzt werden , und m&n erhält 

(13*) jS;:'! 

0 

In d«r flntaproekenden Fomel: 

a» 

(13 b} (4,.«-i)Jr«^i 

mnfi stets gröBeor als Null sein. 

Fflr y 2ii und oidlichfl Wert« von » folgt: 

(14a) 2(2n + 1)^^ V.'di - V-* + ^»Vi), 



0 

7 



(14b) 2(3» + 1)^" f>*+^ Z«d< - »»•+«(« + r«+t) - ^^^ililJIii. 

n 

ScblieAlieh liefert die Annahine y » — 2» Ar f» > 

et 

(16.) 2(2« - 1)J>. ^ _ -^-i-,(/. + J...) 

und fliMueU 

i2n-l)JJn . g^—^j.^—-. 

0 

In der ontspiecbenden Gleichung: 

OB 

(15b) 8(2« - 1) J'y! - ^'.i (« + y;.o 

maß £ stets größer als Null sein. Die Formelgruppen (14) und (lö) sind 
im wesentlidieii aueh aehon yon Lonunel angegeben, wllirand die Foimelii 
(18) bisher der Beachtung entgangen au sein scheinen, and gerade aus 
ihnen lassen sich wichtige Folgerangen Aber die GrfiBe der BeBseladien 
Funktionen ziehen. 



1) Math. Ann. 14, 628; 1879. 
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r 

§ 2. 

Da im folgenden dir Verlauf der Besselschfln Fanktiouen ftlr größere 
Indices betrachtet werden soll, kann der Fall // < ^ , der für fl3a) und 
(13 b) eiuea Ausnahmefall bildet, außer acht gelassen werden. Es lAßt 
sich (I3a) leicht mit Hilfe der Formeln (2) bis (5) unter anderen in 
folgende Foraen bringen: 

m 

(16.) (4..'- 1) p.^.' - « _ . I (2 - Ji + 3(/S^ + lj^.] 

(16b) ' _i_,{{i/.+/;)'+»(i_:;)/.+(j:).). 

Da die linke Seite dieser Gleichungen für alle positiven reellen Werte von 

4 

X eine positive GröBe ist, die nach (13a) kleiner als ^ ist, so ist stets 
der in geeobweifter Klammer stehende Aiudmck rechts ebenfklls eine 
podtiTe GrOfie, die kleiner ist als ^> 

Genau die entsprechenden Gleichungen gelten ftkr jedodi ist 
hierbei su beaohten, daß fttr sehr kleine Werte von s das Integral Aber 

alle Grenzen wächst. Es kann demnach der in der geschweiften Klammer 
stehende Ausdruck auch negative W^rte annehmen; aus flRh) sieht man, 
daß für r >> t7 der lietreftende Ausdruck stets positiv und dann natürlich 

auch kleiner als — ist. 

Die rechten Seiten der Formeln (12) bis (16) vereinfachen sich wesent- 
lich, wenn r eine Nullstelle der Bcsselschen Funktion oder ihrer ersten 
oder zweiten .\bleitung ist; dann lassen sich nämlich ^amtliche Hessel «:chen 
FuuktiüUtin veriuuge (l) bis i ö) durch eine einzige derselben ausdrücken. 
So ergibt sich z. B. aus (16b): 

(17) (4ii«-l) fji^J ^ * - 2* Jl.i - ;J - 2xijy Ittr J,{x) - 0. 

m 

(18) {4«»-l)JV.'^r'-i-*(2-?^)/« Ar /;(*)- 0. 

m 

Die entsprechenden Formeln geltm ftr Y^, 
"Em ergibt sich nunmehr aus (16 b): 

I. Ist x>ny2, so ist \j.\<y~ ^ \yj<y^- 

Aus (17) folgt! 

D. Ist = Ü, 80 ist sowoltl [J^^ilt \Jn+t\f als audt K«Il<l/^t 
vnd ist r. = 0, so ist sowolil | r,_i |, | T.+i |, als auch | [ < 
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ZwiBohen den Funktionell J and Y bestehen die BeUtionen: 

HU Blleksieht hiemuf folgt ans II: 

ra. j** j.- 0» 10 f.« I rj >|/^. imrf « r.-o, w irt l-^J>l/ä- 

AuB I. und m. erkMmt men, daB die Werte sowohl tou eis 
ftr « > »1/2 switehen den swei im Unendüdien CTSaifimentreffenden gegen 

die X-Achse ^mmeferischen Zweige d«r Karre III Ordnung »y* — ^ liegen; 

(laU dagegen die entsprechenden Zweige von *™ ^ beetinimten 
Stellen, wie groß auch das Argnment werden mag, flbenchritten werdm. 

§ 3. 

Bezeichnet man die rechte Seite in (ll) zur Abkllnang mit jS^^, nnd 
bedeutet p eine beliebige poeitire ganze Zahl, so ist 

* 

« 

- (2p - v)(2n + 2p- v)(2n - 2p + v)J » Z*dt - - 
oder wmn znr Abkflnmig: 

_ (2j> — y}(2 w -f « p — v)(2 n — aj>-f ») 2)(**"^ ^ 2)(" "'^"^ä) 

1» 



gesotei wird* 

Erteilt nmn hierin oaeheinander p die Werte 1, 2, 3, 4, . . mnltipliziert 
die betreffenden Qleichimgen mit 1, o^, Ogfl^, «1«^«^,... and addiert, 
so folgt: 

* " p 

J r-'zidt - «..i . . ..J r-"-'z!dt — ± V«.J!i^i^s,.„. 

Nan ist: 
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Hiennit gebt die vorige Gleichung über in: 

C19) Jt'^ZSdt 

" ' n(- ;).(:-;) .4 4-4^)n(»-.+;f '-"- 

Wftblt man hierin oo als obere Int^grationsgrenze, so wird der hier- 
von hprrtthrende Teil von _2/ ^ — 2il ■< — 1 nach (ll) verschwinden; 
wählt man lemor tine Nullstell" ./ von als Integrationsgrenze, so wird 
der hiervon herrührende Teü von -S'^.ji werden 2x*''**'^* Z^-i. iiei 
dieser Annahme Aber x ergibt sich aas (19) fOr v «■ 0: 

(9(i\ i y^'^^ ~ npn<n^p) C . dt 

4M ' ^ n(i + i) Ji(i» — 1 — ij' » 

und mit Benutzung von (17) für v = — 1: 



BleiM in (20") nun p <Z so sind beide Summanden rechts positiv: 
('S stellt ulsdaiiii dt-r /wcitn Summand eine untere Urt-ii'/p tür den Wert 
des liiiks steheuduu lutvgrulä üur. Ut n eine ganze Zalii uud p =^ ixi 
wird der erste Summand wegen des Divisors i7(— l) verscbwindoi, und 
es gibt der zweite Summand genau den Wert desselben Integrals an. Ist 
«1 eine gebrochene Zahl , und liegt p zwischen n und ti + 1 , so wird 
77(»i — p — l) und damit dr-r t»n»te Summand rechts negativ, und in diesem 
Falle stellt der zweite Summand eine obere Grenze der linken Seite dar} 
liegt p swisebm n-\- 1 und n + 2 , so «büt man wieder eine imtsce 
Grense, usw. 

Ähnlich ergibt sieb aus (21), daß der Subtrahend rechts kleiner ist 
als -jz , wenn p ^ ist Wenn n die HSlfte einer gansen Zahl und 

. . 2 

p =^ n -\- ^ ist, so wird der Suhtraliund genau gleich — = ; in diesem Falle 

yn 

ist also nZ^^i eine rationale Funktion mit rationalen Koe£ßzienten der 
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Nullstolle TOn Z^. Abgeselieii von diMem spezieUw. Falle ut der 8ab(z«hend 
rechts grOBer als — ^ , wenn p swtadieii m + i " + f ^ 

kleiner als - -^^ wenn p swiachen f* + i * + 1 li^gt, usw. 
Ans diesen Überlegungen folgt: 

wenn — 0 nnd ft ^p < n + 1 ist, und es ist: 

2=0 

wenn ZJ^x) - n ,1,(1 r^n-\-^ oder »-i-j<r^it + | ist 
Ans beiden üngleichnngen folgt: 

Nun ist: 

n n 

ä 2 

P 0 

folglich ist stets: 

n(i + i) Jii * 

Femer ist: 

und: 

_ ^t4£H;=(«'-.'.)(»'-^:)-['"-(^-i)'j. 

folglich ist unter derVorausaetiung, dafl aSmtliche KlammergrSOen positiv sind; 

n( n + jt) ^„ n(n + A- i) 

n(n -X— 1) ^ ' n(i» — i—i) 

Zieht B»a aus der im Zähler stehenden Siunme in (22) dea Faktor n 
heraus, so ist alsdaun jcilcr Summ;in'l (li's Zählers nach dra ebeu be- 
wiesenen Ungleichvuigeu kleiuer als der entsprechende iSuininaud des Nenaers, 
wenn alle Summanden positiv sind; der Bruch ist daher echt, wenn die 
Ansahl der Summanden im Nenner mindestens ebenso groB wie im ZiUer 
ist. Setzt man n^m-{-t^ wo m ein^ positivt^ ganze Zahl und e einen 
positiven ochton Bnich hedt'utet, so ist dies der Fall, wenn t ^ ^ ist, weil 
dann p ^ r m -\- \ in (22) f^esetzt werd> n kann. Ist aber c < !, . und 
setzt man = i» + 1» so muÜ man, um die nötige Anzahl Glieder im 
Nenner zu erhalten» r » w + 3 setzen; dann ist allerdings sogar die Anzahl 
im Nenner um eins gröBer als im Zlhler» aber das letzte Glied ist negativ. 

81l«iias>rt»«rtelit* d. B«rL M «fh. Om 6 
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Jedocli Iflßt si«h zeigen, daß die Differenz der hf^iden letzten Glieder im 
Nenner grciüer ist als das letzte Glied dos Zählers, wenn a: ^ m 4~ < üt. 
Das letzte Glied des Zählers lautet: 

5-« • n^i, • + - + >y -»']■■■ K" + •)• ^ "l. 

und die beiden letzten des Nenners: 

^l^-«i^+2 )• 

Die einzelnen Faktorai dieser Glieder aind im Zfthler kleitMr als im Kenner; 
dmfch einfache Ausrechnung findet man, daß auch der letzte FakiOr oben 
kleiner ist als <\<'r «-ntsprechende des Nenners, multipliziert mit der «jp- 
schweitten Klammer, wenn man in ihr x m + e setzt. Sonach ergibt 
sich allgemein: 

Es ist 

(23) j;..^'<5L<^. 
vem ZJ(x) — 0 wtd »"^n ist 



§ 4. 

Die erste NullstcUe von Yj-'') lif'gt für franzzahligcs >i nach x -«» « -f- ^, 
wie ich Irüh* r bewiesen habe'^; hier soll gezeigt werden, daß filr ein 
ganzzahiiges n ^ 2 diese Nnllstelle nach m + 1 liegt. Es ist nftmlicht 

(M) -'1'^*)-(k..-1«kQ/^«)+^(-1)"(; +„'.-i)/.,„ 

' T(A^ - i)mn(n + i-ij /^yi 

i 

j. 1 T'f>.y;in(i-i)n{x-i)ii n^i-i) /2\s^-> 

Nach dem dort gesebilderten Verfahren ist zu zeigen, dafi 

(*«-log(» + l)-^ + ^)/.(x) 

vermehrt um die beiden letzten Summen in (24) positiv ist Ar ^^-«1+ 1. 
Es ist«): 

log («+!)- log {f> + -J j + log llt.l< log < « + i) + 1 • 



1) Joum. f. Math. 182, «17 ff.; 1900. 

2) Gaufi, Werke 1976, Bd. 8, pag. 164, Foimel 4«. 
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ut: > log (•• + 1), 

also: ^ 

^{n) - log (» + 1) > - iijqn* 

Aus den im Anfange meüicr cm^bnten Arbeiten befindlißhen Formeln 
zwischen den Besseischen F>!riktionen und ihren Ableitungen ergibt sich 
leicht, daß für Jn{x) = 0 die Gleichung besteht: 

- - ^ • 4« (« + 1) (» -f a) (« + S) - (ön« H- 16 n -f- 12)»« -I- a;* ) . 

Da für die erste NuUstelle tos <Tn sowohl wie Jn+t ponür mnd, so 

muß die Klammer negativ sein; ist w ^ 2, so ist sie fiir x = n -\- l noch 
positiv; es liegt also für w ^ 2 die erste Nullstello von nach x n -f- 1. 
Die letzte Summe in ist also Rlr r = n -f- 1 und ^ 2 positiv, 

ebenso die vorletzte. Lüßt man daher die laViUi äumuie autter Betracht 
und nimmt ron der vorletzten nur die 2 ersten Olieder, so findet man, 
daB der ni nntersachende Aitsdmck grOfier ist all 

1 n — l n 4»t(it — 1) _ «i(5n» — 7ft — 4) 



8«+ 1 (*» + 1)* ^ (» + 1)' ^ 8(n + !)• «(8i»-|-l)^n+l)« » 

nnd dieser Bnu^ ist für n^2 positiv. Daher liegt die erste Kullstdle 
von Yj^x) für gmusMoMige m ^ 2 nach — n + 1; fUr n « 0 oder i nach 



Es ist 



und rl(*)-|/±jS^ + rin*). 



Hieraus erkennt man, daß die erste Nullatelle von 1- bei j; » — und 
s 

die Ten für x> sich befindet; aus beiden Werten sieht man, dafl 
nnch fdr diese beiden Indices die erste Nnllstelle nach n + sogar nadi 
« -}- 1 liegt. 

§ 5- 

Die Besselsche Differentialgleichung (l) Iftßt sich in der Form schreiben; 

Differenziert man ne nnch dein Index so folgt: 

f/^L rnvtj ' t dn f • 
Aus beiden Gieichunguu ergibt sich weiter leicht: 

(i r. d*X..l cXd ,.„^ in 



oder 

also ist: 



8* 
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Die Grsnzt ti a und b in dieser Gleichung können beliebig gewählt 
werden, mit der Besebriinkunfj jfdorh, daß beim Auftreten der Gtcnzp 
Null nur Besseische Funktionen erster Art unter Terstandeo werden 
dürfen. 

WShlt man x so» dafi J^i-t) 0 ut, so erhilt man aus (25): 

X 

u 

Variiert man nun in Jjj»^) sowohl x ah aber bo, daß JJ[x) konstant 
seinen Wert bribebftlt, so ist: 

(27) • t/» + da: =. 0 

Ist Noll der konstante Wert von so erhftlt man aus (26) and (27): 



0 

Aus dieser von Schläfli*) hertilhrcndcn Glpichimg folgt, daß, vom 
Index Null beginnend, die pin/plno NuU^trlle der Besselschen Funktionen 
erster Art als Funktion de» iudex betraciitet stets wächst, da die rechte 
Seite der Gleichung durohaus positiv ist. ^ solcher einftchm Weise lI0t 
sich der entsprechande Satz für di* ( 1-iben Funktionen zweiter Art 

nicht ableiten, weil eben die Grenze Null hit i-rür ni» lit gewählt werden <}\\r*' 

Ans dem in 1 gepehenen asymptotischen Werte Ton 1'^ folgt lür 
ein ins Unendliche wachsende!» Argument 

V „ " -» — 1/ , - sm I X %) ' 

cxcn - f 2 X \ 4 / 

Bei Benutzung dieser Werte erhält man aus (26): 



wenn x Nullstellc von Yj^x) ist, und hieraus: 



dn 



— (i-2»yVrY):arr;i 



und naeb derselben Überlegung wie oben für «7, ergibt sich hieraus: 

1) S. z. B Graf u. Gubler, Theorie der Besseischen Fuidttiouen, Heft i, 
pag. 112. Bern 19M. 
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ir«mi « eifte NvUsteRe von Yj^x) bedeiriett so ist: 

Nim ist § 3 Ponnel (23) betwiesen worden, dllB das rechts stehende 

Integral kleiner ist als sobald x^n ist. Wenn also ilie erste NuU- 

stelle von yj^x) gi'ilier als w ist, so wächst wegen fj'.i) diese und erst 
recht jede folgende ^.ullstelle mit wachsendem n. Für ein ganzzahliges 
II ^ 2 ist in § 4 gezeigt worden, daB die erste Nollstelle größer ist als 
n 1, Geht man von einem beliebigen ganzzabligen Werte von w, z. B. 9 
aus, so ist liierfiir die erste Nullstelle größer als 3, folglich beginnt die 
Kurve, welche diose Nullstelle darstellt, vom Index 2 an r.xt wachsen und 
bleibt in dem ganzen Intervall von 2 bis 3 beim Wachsen, weil die Null- 
stelle sieher stets gröfier als der Index bleibt; erreidit dieser den Wert 3, 
so bat nach § 4 die Kvm sicher den Wert 4 fibersdirittenf und ans dem- 
selben Gründe wie oben bleibt /wischen 3 und 4 die Kurve beim Wachsen, 

IL 8. f. Aach für kleinere Indices als 2 ist durch die Kenntnis der Lage 

i 1 

der Nullstellen von und am Schlüsse TOn § 4 ebenfalls das 

Wachsen der ersten Nullstelle nachgewiesen. 
Somit ergibt sich schließlich: 

Jede emidm positive KuÜstctte von Jjx) und Yjx) n/ädist mit 
watAsendem Index. 
Und: 

Die erste Xullst^e vm Yjx) Ucgi nach x ^n und vor der ersten 

KnllsHlr ro» JJjr). 

Aus der Gleichung: 

(30) 

folgt, daß weder Y^ und J^_i nooh und T^.j gleichseitig Terscbwinden 
können; denn im ersten Falle wäre 

nach § 2 n, folglich wäre 



nie 

und nicht gleich — , wie (30) verlangt, nnd analog im anderen Falle. 

Früher habe ich bewiesen^}, daß die erste Nullstelle von Y^ vor |7i, die 
erste von «Kielt -fff liegt; somit arfaXlt man den Satz: 

Die erste IfuBsküe von Tj, liegt auch vor der ersten von sehatd 

« > 1 ist. 

Für n — l fallen beide zusammen, weil Ijl = /^i. ist. 
Berlin, den 27. Juni 1906. 



i) Joura. I. Aiutii. 122, 318/314; I9u0, 
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Höiäuägögöbdn vom Vorstandd der Gesellschaft. 

4e. Sttnmg m 3L Oktober 1906. 
YoidtModer; Heir KnoblftvoK 

Herr Fftrber erstattet den Eassenberiolit. Bei der Neuwahl des Vor- 
standes wird, naclidem Herr Knoblauch von vomberein die Erklärung abgibt, 
daß er eine Wiederwahl nicht annelimeii würde, Herr Schafheitlin ?:nm 
Vorsitzenden gewählt. Zum stellvertretenden Vorsitzendea und Öchnftfuiirur 
wird Henr Jfthnke und nun SMuaanat Bim Fftrber wiedergewählt 

Anweaend: 35 Herren. 

Wissenschaftliche Mitteilung: 

Herr Meißner: Einige Bemerkuni^Mn zu Herrn M. Simons Bericht 
Aber die Entwicklung der Elementargeometrie im XIX. Jahrhundert. 

47. SitniBg an 28. Nof «nber 1006. 

Vonitnader: Borr Bebafheitlin. 

Dia Sdiafinng einer Bedaktionakonunissioii wird beeddoatMi, und m 
ihren Mitgliedern werden auBer dem SehiiftflÜirer die Herren Knoblaach 

und Hessenherg pewühlt 

Auf Antrag von Herrn F. Müller wird über eine Feier von Leonhard 
Eulers zweihundertstem Geburtstag (15. April 1907) beraten. Es wird 
eine Feeteitaimg geplant, wo TOrsuSBiehtiidi drei Mitglieder der QeaellBoiiaft 
Vorträge halten werden, und zwar über Eulers Aufenthalt in Berlin, seine 
hahnbrecbcndou Arbeiten und eines seiner speziellen Forschungsgebiete. 

Anwesend: 33 Herreu. 

Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Fleck: Drei sahleollieoretische S&tu. 

Herr Güntsche: Beüonnle Tetraeder (s. 8. S). 

48. Sitznni^ am 12. Deaeaber 1906. 

Vorsitzender: Herr Schafheitlin. 

Fortsetzung der Beratunt? über die Eulerfeier, insbesondere über die Fest- 
schrift, wo die in Aussicht genommenen Vortrage zum Abdruck kommen sollen. 
Anwesend: 28 Herren. 
'Vl^tMosefaeftliehe Hitteilnngen: 

Herr Koppe: Zwei einftudie Aufgaben Uber scheinbare Sdiwere nnd 
relative Bewegung. 

Herr Hessenberg: Beitrag zur zeichnerischen Behandlung der Kegel- 
schnitte (s. S. 17). 
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Bationale Tetraeder. 

Voa R. Güntsche. 

1. Unter einem rationalen Tetraeder soll ein Tetraeder verstanden 
werden, bei welchem die Kanten, di*' SVif^ninhalte und dfr Bn^munhalt 
rationale Maßgahlen besitzen. Das Aufsuchen solcher Tetraeder erscheint von 
nicht geringem Interesse, denn bei ihnen sind auBer den vorgeschriebenen 
df nodi viele andere GrOfien ntioiial, vor aneiii die HMieii, die Bediea 
■Imtticlier Berflhrongskngeln, das Quadrat des Badius dar ümkugel, femer 
an jeder der vier Ecken der von Staudtsche Eckensinus und der polare 
Eckensinus, nebst dem Quotient beider, dem „Modul" der Ecke, sodann die 
beiden Junghannschen Tetraedarmodulif nämlich 1) der für alle vier Eckun 
gleiche Quotient auB dem doppelten Inhalt «ines Begrenzungsdnieckt und dem 
polaren EckensimiS der gegenüberliegenden Eeke, 2) der für alle vier Ecken 
gleiche Quotient aus dem Umkreisdurchmesser eines Begrenzungsdreieoks 
und dem Modul der gegenüberliegenden Ecke; diese Tetraeder stellen also 
in bemerkenswerter Weise das räumliche Analogen zu den heroniscbea Drei- 
ecken dar. 

2, Bin rationelles Verfaliren aar Auffindung mtionaler Tetraeder war 

meines Wissens noch meht bekannt.^) In Angriff genommen hat die Auf- 
gabe, Tetraeder dieser Art aufzustellen, R. Hoppe') in einer AblianJlung 
vom Jahre 1877; er geht dabei, ^vie es auch im folgenden geschehen wird, 
vou Dreikauteu aus, bei deueu die goniometrisoheu i unktionen der Kauteu- 
mid TUchenwinkel rational lind. Nnmeriiehe Beispiele solclier Dreikante 
ermittelt er durch ein Tastverfahren; die Ünterrodinng führt er aber, von 
einigen Zahlenbeispielen abgesehen, die einem ganz speziellen Falle (vgl. unteo 
Art. 19) angehören, nicht bis zur Aufstellung rationaler Tetraeder durch. — 
Später hat Herr F. Bessell*) Hoppes Verfahren insofern vervollkommnet, 
als er anf rationellen Wege Ar Dieikaate, deren Kanten- and Iliehenwinkei 
rationale gomometriedie Funktionen haben, partiknlire allganeine LGsnagen 
aufgestellt hat, LOanngen nftmlieh, welche zwar partikullr, d. h. nidit um- 
fassend sind, aber wep^n der willkürlichen Wahl der darin vorkotn münden 
Parameter einen gewissen Grad von Allgemeinheit besitzen. Besse Iis 
Abhandlung enthält also Vorarbeiten zur Auffindung rationaler Tetraeder; 
anf diese selbst g^t sie nidit em. — Allgemmne partikulire LBeungen 
für Tetraeder mit rationalen Kanten und rationalem Inhalt hat Herr 
K. Schweriug*) 189') auf rationellem Wro-n finden gelehrt. Dipse Aufgabe 
ist von der vorliegenden verschieden^ bei den rationalen Tetraedern in unserem 

1) Ein numeriacbes Beispiel veröffentHcbte ich Arch. (3) 7, 178—179, 1904, 
Anfrage 10; die daran geknüpfte Anfrage, ob Beisniele von Tetraedern dieaer Axt 
bekannt w&ren, hatte ebensowenig wie andere NaMillKiebuiigen Erfolg. 

2; H. Hoppe: Über mtionale Dreikante und Tetraeder. Arch. (1) 61, 
86—98, 1877. 

t) F. Beaaell: Bationale sphärisebe Dreiecke. Arch. (1) «S, 868—87«, 1880. 

4) K. Schwerin»;: Ratiorale Tetraeder. Jni;ni f M ith. 115, 301—307, 1895. 
K. Schwering: Ueometrische Aufgaben mit rationalen Lösuugen. Programm- 
beilage DOxen 188& 
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Sume wild «oiMaDi iio«li gvfordMrti daft die lolnlte der vier Seiten rationel 
lind. Daß diese vier Bedingungen Toueiaander und von den übrigen sieben 

unabliilngig sind, erhellt aus dem bekannten Eulerscheu Beispiel eines 
Tetraeders, in dem drei aneinanderstoßende Kanten a» 117, 6 = 240, 
c = die gegeutlberliegeuden a' = 244, b' 125, c' 267 und der 
Ranminhiilt ntional >ind, wSbrend von drat ^er Seiten nrw drei, welclie 
pyflMgoreische Dreieeke littd, zstioiialen Inlialt liabeii, die vierte dagegen 
nicht. — Schließlich sei erwBhnt, dafi Hext H. A. Sehwar z über Tetraeder 
mit rationalen Kanten und rationalem Inhalt naok ▼enohiedener Biohtang 
Untersuchungen angestellt hat. 

3. Eine vollständige Erledigung des Problems, rationale Tetraeder in 
nnaerem Sinne zn finden, wire erreicht, wenn es gelänge, Ausdrücke fOr 
die Kanten, die Seiteninlialte and das Volumen aufinuteUen, welehe seeft« 
willkürliche Parameter enthalten, und auBerdem nadunweisen, daß damit 
alle müglichon Lösungen erschöpft sind. Im folgenden soll ein rationelles 
Verfahren elementarer Natur beschrieben werden, das zur Autsteliung von 
partikularen allgemeinen Lösungen rationaler Tetraeder führt; diese ent- 
halten statt der erforderlichen sedis nur jwel wiUkOrliche Parameter, Ton 
dttien der eine, der Proportionalitätsfaktor, in den Formeln weggelassen 
werden wird, und unterliegen zudem der Einschrftnknng, daß zwei der Drei- 
kante, aus denen die Tetraeder gebildet sind, den Modul Eins besitzen. 
Die Anregung zu diesen Untersuchungen verdanke ich einer Notiz von 
Herrn K. Schwering in seinen „Hundert Aufgaben"; erst als sie im 
wesentliehen abgeschlossen waran, wnrde ich auf die erwVhnten Arbeiten 
von Hoppe nnd Bessell anfinerksam, die auf üini%iiot" Wege TorsngdMn 
Tersucht hatten. 

4» Bei (]f>n Untersuchungen übf^r heronische Dreiecke, überhaupt bei 
vielen Aufgaijen, in welchen an geometrischen Figuren rationale Zahlpn 
auftreten, sind die Winkel, deren goniometrische Funktionen rüliouai ^md, 
mm gmiidlegender Bedentong. Wie schon froher angedeutet^), gilt dies 
andi yon den Untersuchungen über rationale Tetraeder. Bekanntlich sind 
die goniometrischeu Funktionen eines Winkels rational, wenn es die Tangente 
(oder Kotangente) seiner Hälfte ist, und umgekehrt. Im Folgenden soll 
ein Winkel mit der Kotangente seiner Hälfte durch denselben Buchstaben 
beseidmet, der Winkel jedooh dnrdh das darttbeigesetste Zeieken ^ 
ehaxaktenumrt werden: 

(l) 7 bedeutet oot|^9, 

wo unter <p irgend eine rationale Zahl zu verstehen ist Es ist also 



«1 = ~ ^ 1 -1- c osy 8in<p 

^ <j)'-f 1' 9'-j-l' nn^ 1 — coB9> ^ 

Für das Tetraoder möge folgende Bezeichnung gelten (s. Figur): 
Die vier Ecken seien 0, 1, 2, '^^ die Kanten Ol, 02, 03 seien mit «, c, 
die gegenüberli^enden 23, 31, 12 mit a\ b\ c' bezeichnet, die Suppie- 

1) Vgl. die erwähnten Abhandlungen von Hoppe und Bessell, ferner 
Guntsche: Heroniache Dreiecke mit einer rationalen MitfteUiaie, diese Berichte 6, 

28 und 29, 1906. 

l* 
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mMito dar «n dMaoi Kanteo lugandeii Fliehenwinkel mit bt c, a', b', c', 
die in jedem Begrananiigsdreiedt den Kanten a und a', h und b'y c und c' 

petrenüberliegenJen Kantenwinkel 
2 mit «, ^, y, unter Hinzufugung 

des Index 0, 1, 2, 3 zur Be- 
Midmung der Edn« der rie aar 
gliiSmi, die Inhalte der Be- 
grenznngsdreiecke, die den Ecken 
0, 1, 2, 3 gegenftberliegpn . seien 
Jff, «/j, «/, , und der Raaminhali 
dee Tetraeders T. 

6. Da in eanem rationalen 
Tetraeder die Seiten heronisoba 
Dreiecke sind, so sind die Sinus 
und Kosinus sämtlicher zwölf 
Kantenwinkel der vier Ecken 
rational; nach dem ersten spbSr 
rischen Kosin n ssats, %. B. fUr die 
Ecke 0: 

— nn ^9 sin f ^ ooa a , 

gilt mithin dasselbe Ton den Kosinns der sechs Flftohenirinkel, nnd ans der 

Formel 

(4) T^|a6eA«, 
wo der v. Ständische Eekensinns der Boke 0 

(ö) Ao siu ^0 sin ^'o ^ ^ ^ ^ /« sui b sin «o ^ Ä» "''^ ^ 

ist, und den mitsprechenden Formeln der übrigen Ecken ergibt sich schliefllich, 

daß auch die Sinus der spclis Friicheuwink*-! rational sind — kurz: in 
einem iati</>utlrri Tiirtwchr Inibcti udmiliche Kauten- und Fläcitentcinkti der 
vi*r FA'kni lationalr (foniom^irischc Funktionen. 

6. .Mau iiut also, um rationale Tetraeder herstellen zu können, zunächst 
Dreikante an&usuehen, hei welchen die goniometrischen Fanktiooen der 
Kanten- und FlHchenwinkel rational sind. Dies gelingt, wenn man die 
Formeln der si)härischen Trigonometrie durch Einfülirung der Kotangente 
des halben Winkels umformt.*^ Es soll dies hier für einige Formeln ge- 
schehen; es mögen dabei öt, y die Kanten winkel, ö, b| c die Supplemente *) 
der gcgenflberliegenden Flldienwinkel eines Dreikantes bedeuten, nnd mit 
J}, y, a, h, c die Kotangmten der HUAen der Kantenwinkd nnd der 



1) Die hierher f^ehörigen Formeln finden sich Bum Teil bei Hoppe xind 
Besse 11 u. a. U., t'eruer iu E. Study; Sphärische Trigouümetrie , orthogonale 
Substitutionen und elliptische Funktionen, Leipzig 1898, § 4—6; sie bieten, wie 
die letztere Arbeit zeigt, ein über den vorliegenden Zweck hmausgehendes Intersise. 
Vgl. hierzu auch eine demnächst im Archiv erscheinende Notiz des Verf. 

ü Ihirch Einfahrnng der Supplemente der Flächenwinkel anstelle dieser 
selbst erhalten die Formeln erst die wflnHchenswerte Symmetrie und Übexsiohtlich- 
keit, vgl. hiecin Study a. a. 0. § 1, insbesondere S. US, Fußnote. 
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FiM' !iinnvinkr>l'qnnpltMn<'nt« bezeichnet werdeo. Aus den Neperaohen Allft" 
logiea entfitebea folgende Foriueln 

(6*) «(b +c)(^->') + (b -c)(^y + l)-0. 

(e»») «(bc - 1)03 4- y) + (bc + - 1) - 0, 

(6«) +y)(b_c) + (jj _y)(bc + i)-o. 

(6*«) nipy - l)(b + c) + tfy + l)(6c - 1) - 0. 

Aus den analogen Fonneln, welche a, 6, c, a, ß enthalten, folgt 

(i\ „ _ &c--ctt4 - «6 + J_ 

/ft\ « _ ^ 6c4-ca-ab-Hl 

oder, wenn man 

(9) 2t — bc+ ca + ab -f 1 

einführt, 

(10) «-(»T^. 

it — äB 



Hiemach ist 

(13) «» - 



p t-1 

(t--ca)(t — ab) 



(t — bc)(t — 1) » 
(bc — ca + oB -f- l)(bc -f-ca — ob 1) 



also 

(13) (_ 4. cft ^ o5 ^ l)(bc 4- ca 4- ob — l) ' 

hieraus folgt 

" + + 

Au8 (6*) und (6^) ergibt eidi fanier dureh EUminfttioti von « wwh 
eioer «nfadieB Umredmimg 

il±i + ' c*4- 1 

,N ^ b _ c 

« r 

ft bedeutet hierbei den „Modul*' des Dreikants. Die Formeln (12^ — (14) 
h&tte man auch aus dem si)bärischen Kosinu.ssatz, flö^ ans dem Sinussat» 
erhalt«u kouuen. buchstäblich analoge Formeln erhält mau durch polare 
TVansformatioii. Anf die Wiedergabe dieter, ■owie der doreh syUiache 
Transformation und Transformation auf die Haobbardreieoke nt erbaltendeD 
Formeln möge hier vfrzichfet werden. 

7, Unser Hilfsproblem, Dreikante zu finden, für welche die gonio- 
metrischen Funktionen der Kanten- und Flävhenwinkel rational sind, kommt, 
wie man aus dea angeflÜirliai Gleidnmgen erkennt, darauf hinauf, eine 
diophniitiwdie Gleiohnng, in weldier die vier Unbekamitein bis aom zweiten 
Chftde nufirteigen, ntUnal ra Utoen. Bs liegt also eine Angabe vor, die 
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bei verwandten Problemt^n häutig aiiiiritt, und aufweiche das Eulersch« Ver- 
fahren angewandt werden kann, auf daa wir weiter unten (Art. 11 j zorück* 
iHMnmeii. Diese Aufgabe ist noch nidit umfoBsend gelöst Wohl aber hat, 
wie erwfthnt, F. Besse 11 in der genannten Abhandlang partikullve Ltenngm 

der Aufgabe gegeben, welche willkürliche Parameter enthalten. Der ein- 
fachste von ihm angegebene Typus ist (nach einer kleinen ümgestaltunr^A der 
folgende, der den Modul Eins besitzt und ohne weiteres aus den Ne per sehen 
Analogien entnommen werden kann: 

Hierin bedeuten m und n beliebige rationale Zahlen. Von diesem ^^rpas 
WSirden wir im folgenden Gehranch machen. 

8. Vorerst ist auf die Umkehrung des obeu iiu Art. 5 angegebenen 
Satzes einzugehen. £in Tetraeder ist rational, wenn die Kanten- und 
FlIohiDwiiikel ratUmsle Siavs und Kosinus habsa^), und swar genügt luer- 
lu noeh niohi die BationaliUft dieser Funktionen an zwei Sehen (und damit 
für je einen Kanten- und zwei Fl&ehenwinkel der beiden anderen Ecken), 
sondern dazu ist notwendicr und hinreichend, daß noch ein Kanten- oder 
Plachenwinkel einer der beicien anderen Ecken, etwa der diesen gemeinsame 
Flftchenwinkel, rationale goniometrische Funktionen besitzt, wie aus den 
unter (6*) — (6**) angegebMien umgeformten Nepersdhen Analogien folgt. 

0, Um nun rationale Tetraeder zu bilden, legen wir den oben unter (l6) 
angofiilirten Typus eines Dreikantes, dcssPTi Kanten- und Flächenwinkr 1 
rationale goniometrische Funktionen haben, für die Ecken 0 und 1 zugrunde. 
Fflr die Ecke 0 soll sein: 

. sein: 

a h -r, c 

Hierbei sollen q und r rationale Zahlen bedeuteii, die ^rarlftnfig noch 
wahlfrei bleiben mögen. 

Nunmehr sind die Ecken 2 und 3 auch bestimmt. An der Ecke 2 ist 

ferner nach der Fonnel (14) 

Führt man die obigen Ausdrücke für b, c' und ein, so wird (20) sa: 

» Ä 

(21) a '« » [<P + g)"(P + r)]«- -* ^ 



(17) 

für die Ecke 1 soll sein: 



[<ar-l)(p + «)(j» + r)]« 



1) Hoppa a. a» 0. S. 86. 



Digitized by Google 



47. 



(23) 



(24) 



(25) 



(26) 



hierin ist 

(22) .l-{r(y- l) + '7(p'-l)}'+|r[3(|>«+l) + 2pJ-M9.2i) + (p»+l)|l'. 

B~{r^q ür \ i>'4-l)+r[g».2p + ^.2(i)«+l) + 2i»]+[4V+l) 
+ « • 2|»J| « + 1(1»' - l)[r«« - r(«i + 1) + «]) 
folglich 

^ = (;^'+ 1) { rV(P* + 1)+ « •4i>+(p» H- 1)H 2rb*-2jp+«.2(|>H 1) 
+ 2j)]+b»(p> + 1)+ ff -Aj) +(!»« + 1)]} 

i^(l»»+l)[ fl*(|»»+l) +ff*4ji 

+ r«- 2 .[ -.g«(p4_6j»«+l) +«»«i)(|>«+l)+g(fi^+10j^+l)+2|>(P*+l)1 

+»-(/+l)l'/V+l)+ +ff»-10(i)«+l) + r 1-^J> 1)] 

+ r-2-[?* 2j?(;.Hl.)+7V+lOi.»-i-l)+(7«-6p(p«4-l)-g(p*-6j)*+l)] 

Eine Lösiiiig der Aufgabe ist gefunden, wenn es gelingt, durch passende 
Wahl von rationalen Werten lür |), </, r und o' die tileichungon (^l), (22 ) 
und (23), oder (21), (24) und (25) zu erflLllen. — BtaU dessen soll, was 
«nf duMlbe liiiuHu3H»niiit| d«r Amdnidt C* — J ' B sn dem Qiudnt einer 
nttionaleii ZtM gemaoiit werden. 

10. Bs eei 

^6 -{(P' + 1)L9'(P* + 1)+ ^'^P -f 1)]}"» 
0^ = 2(p« + l)[(rV' + 1) + 7 4P + !)][«'(-!>* + 6j)> - 1) 
+ tf*(8j>» + 8j>)+ «(3p* + 14j>» + 3)-f (4i>» + 4ij)], 

- (p» + l)[«*(t»« + 8p* + »p« + 1)+ fl»(8j»* + 80j»» + 8p) 
+ fl*(4p« + 172p* + 172p* + 4)+ ff»(l20p» + 868p» + 120p) 
+ ff»(2lp^ + 266p* + 266p* + 21) + ff (48p» + 160p* + 48p) 
+ (2i)« + 22p* + 22j>« + 2)], 

<i - (p« + l)\q'{8p'' 4- 16p» + 8p)-h 9*(4p* + 108/> + 108p« + 4) 
+ q' ( 1 20p^ + 368 p» + 1 20p) + 5»(40p« + 376p* -f 376p« + 40) 
+ g«(l20p* + 368p* + 120p) + ff (4p* + 108p* + 108p« + 4) 
+ (8p» + 16p* + 8p)], 

- (pt + l)[ff*(2p* + 22p* + 22p* + 2)+ ff*(48p» + 160p» + 48p) 
+ ff*(21 p» + 266p* + 266 p*+ 21)+ ff»(120p» + 868p» + 120p) 
+ g«(4p* + 172p* + 172p« + 4) + g(8p» + 80p' + 8p) 
+ (p* + 3p* + ap" + 1)], 

<^ 2(p- + l)q[q'{p^ 4p +(p' + l)Jl'i\-4p-' + 4p) 

+ 3*(3p* + 14p= + 3)+ q{Sp' + 8p) + r- p* + 6p» - l)J, 
% - 1 (p" + l)fflff*(|>' + 1)+ ff • 4p +(|i« + 1)J } \ 



(27) 
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8 Sünugibeziobte d«r fieilinec lUklumfttiMlien Oetdlidiaft. 

Es ist also ein Ausdruck, der in q und r vom sochst^jn, in p vom 
achten Grade ist, zu einem Quadrat /m mauhen, daher ist die Aussicht, auf 
diesem Wege zum Ziel zu gelangen, anscheinend gering. Bei der besonderen 
Natur tuieeres AiwdxQcks gelingt es jedoch, die Aufgabe unter beetimmtwi 
Annahmen auf die einfihchere zurüokxnf&hren, eine ganie ratienale FanktioQ 
vierten Qrades m einem Qoadnt xu maehen. Wir aetean: 

(28) CF-D*+r«-^, wobei 

(29) J) - f*d; -f r»rf; -f- rif + , 

(30) F = r*/i + r/; + /"o, und 

- (p' + -i- 1)+ q-4p + 1)], 

d[ - 4i)» - 4,1)+ 8j»* - 14f>^ - 3)+ «(- 8p» - 8p) 

+ 0>* - 6i>* + 1), 
^< - (P' + 1)9[3*(P' + 1)+ r 4i> 4-0' + 1)] 
sein möge. £• eigibt sieh 

(89) - i^d; + r»d; + f*<l^ + r«iii + r»il, + rdi + 4p , 

+ I2i)«-f 152p*- 12)4- 4- 104ii*4- l<>4i>^ - 8;^ 

+ fl*(6i>»+36|>»+126i»*4-86j»«4-6)4-tf(l6j»'+48j»*4-48|>*+16j») 
+ (2|i« + 8j»« + + 8j»»+ 2), 

d,-.2(ifX' 

- 2 [q\\ p^- 20p^- 20 /)»4- 4i>) + 7* ( 40p«— 148j**— 40p^+ 2) 
4- äf);)' — 268p* — 268p»— 36/;) 
4- $»(— 12/ — 176p« - 4f>fi/>* — 176p* — 12) 
4- 36p^ - 268p* — 268p* - 36p) 

+ fl(2j>»— 40p»- 148p*-.4pp«+ 2)4.(4p'-20p*— 20p»+ 4p)J, 

, - d[* + 2ä;< 

- «•(2j>» + 8p»+ 1211« + 8p^ + 2)4- 9»(l6p»+ 48p»+48j»»+l6p) 

+ 36;)«+l 26p*4-36p«+5)+g»(— 8p'+ 1 04p»+104p»— 8 p) 

+ 12/ f 152p* - 12) + <?(-24p' + 5tip^ + 56p»-24p) 

+ (p» - 12p« + 38p* - 12/ + 1), 



(83) 
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Die Ausdrücke fltr /*„ in (30) erhaltoa wir atu (38), (S6), (27), 
(33), (33); es ist 

{f^ - 16b«(i»* - 2y +p')+ «*(2y + 2j>^ + 2p* + 2i)) 

+ 12|»* + l)+fl»(8j>H24ii*+24i»»+«j>) 

4- «•(!»•+ 16j»« + 84p*+ 16j>*+ l)+g(2/ + 10j>»+10j»«+3j») 

+ (;>•+ 2|)*+p*)]. 

16(7«(4p'' + 4;^»)+ ^*(l2p* + 32j3* + 12;r) 

+ 5^(1 2i?^ + G4|>* + 64i»» + 12i>)+ 2(l2y + 32i>* + 12j>") 
+ (4l>» + 4|»»)], 
/i - lßfa*(P* + 2l»* + «*(2P' 4- lOj»» + 10p» + 3j») 

+ ^(ip^+ 16pH24|**+15|»^+16)+fl«(8p»+34|»»+34jp«+8jp) 
+ (/ + 1 li>« 4- 12|»*+ llj»» + 1) + qi^p' 4- 2p» 4- 2i»» + 2i») 
+ (p«- 2 j,* +!>«)]. 

DiirrVi rr'^eignete Absonderung gewinnen sie eine einfiu>here Gestalt; wir 
können setzen: 

(36) F-16(tf+iO'(s/> + !)«•(?, 
wo 

(36) G-rV» + r-^i+<7o, 

9t - - 2;»* -t- 1)4- + 4p) + (/>* + 2j>« + l), 

Ä - «*(V 4- 4jp)-|- ff(4j>* + lep« + 4)+(4ji» 4- 4j,), 

i^o - 4- 2jp» + 1)4- ff(4y 4- 4ji)+(|** - 2p» 4- 1). 

Man kann G anoh »mIl fidlenden Potenten von q statt von r ordnen und 
«direiben: 

(88) 8»*, 4- 

h = ^'(l>* - 2l>' + 1)4- r(4j>» + 4p) + (p* + 2p' + 1), 

/»t = »-'(^p' + 4p)-f- r(4p* -f- 16p» + 4:) + (4j>=' + ^p), 

71, - r»(p* -f 2;^- +1)+ r(4p* + 4p)-i-U>' - 2p^ + 1), 

wobei man erkennt, daß G = TT inbezug auf q und r symmetrisch ist. 

Um C aus (28) rationul zu erhalten, reicht es hin, die Gleichung ^' » 0 
xn erfüllen^ unsere Aufgabe ist also jetzt, die Gleichung 

(40) (7 // = 0 

durch geeignete Wahl rationaler Werte für / , 7, r 711 lösen. 

11. Hierzu dient uns ein \'erfahren, ähnlich dem, das von Kulcr^), 
Kammer^), Schweiing^j u. a. oft bei verwandten Aufgaben angewandt 

1) B. z. B. Comm. Arithm. coli. 2, p. 474. 

S) J. f. Math. 37, S. 1 if. 184«. 

S) Tgl. inebeBondOE» die «ngefUlirte PwgrwpnMtbbandhing. 



(»7) 



(39) 
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worden ist.*) Die Gleichwnr fiO"^ i?t in q quadratisch; falls also hp'i pinpm 
bestimmten, in p rational ausgedrückten Werte r, r ~ eme rationai*» 
Wurzel für q — q^^^, bekannt ist, ist die andere, q i't linear, also 
ntianal beatimmi Aber di» Oleudnmg (40) ist, wie «nrihttt, sndh in r 
quadratisch; falls wir mm b« einem bestimmten, in p rational aoagedrackten </, 
q = q' , eine Wurzel für r, r = r^"^ kennen, ist die andere, r =1 r', rational 
zu erhftltt^n. Mit dieser kann man nun in der vorhin beschriebeneu Weise 
einen neuen Wert für q q'\ aofißnden, der r r zugehört, mit diesem 
wiedwr einen neoen lllr r, r r'\ der g — g" entipridbt In dieeer W«se 
kann man beliebig weit forteohzeltsa. Dmdk dkt Verfahrm, iQ$ «fr Amv 
ctls Eulersches Verfahren bexeichnm tvoUen, gdmgt es, unsere Aufgabe da- 
durch ru Uisen, daß inr Wrrtf/rnippm für p, q, r in helichi^'-r Zahl nnf- 
»leüen, bei denen ein Fummeier. nämlidt p, wahlfrei bkibi, von denen also 
jede immer noch einen gewissen Grad von AUgemdnheit besitzt Hierzu ist 
nor erforderlidi, daB wir wmiigatens ein rationalee Werlepnar ftr q md r 
kennen, das die Gleichung (40) erfüllt Hier kommen ans die ausgearteten 
Tetraeder soetatten. Es möge im folgenden ein Fall durchgüfiikrt werden. 

IS« Eine Löenng kann erhalten werden, wenn wir in (40) SOae r 
(41) rW — — j 

einflütten; die Eeke S rOekt dann ine Unendlidie. An die Stelle von (40) 
tritt dann die Gleiidinng 

(49) fl*(,*» - 2p» + - lap» - 9)+(l** - 9^ + 1) - 0» 

die folgende vier rationalen Lösungen besitzt^): 



(48) g - 



Dieee vier LBenngen gehen aber ineinander ttber, wenn man p dorch — p, 

— oder — — ersetzt; es genfigt also, eine von ihnen zu behandeln. Wir wfihlen: 

dann wird, da die eine Wurzel von 6r — 0 

(45) rl«) »• 

ilt, die andere Wnrml r r' ana 

(46) rW + r' - - Ä oder aus r»/ 

erhaltpri, wo fj^^g^ ans ^st^tilb ^^"^ SünfOhrong TOn q &üt q ent- 
stuhon; das ergibt: 

1) vgl. auch QüDtücbe: Heroniscbe Dreiecke mit einer rationalen Mittellinie, 
diese «eruhte (. S7— 98, 190t. 

10 Der Fell p^±t bedaif einear beioodeien Bebaadlong. 
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Führt man in (38) (39) und (40) r für r ein, so wixd A|,A|,il^ «u 
KfKfKi Wurzel q" für g ergibt noh ans 

(48) q' + ff" od» fttu «"fl" - ^* 

M&n findet: 



(49) 



7>jf Gleichunffm q^^q (44) loid r = r {47} sfrlh^t c'me partiktUärc 
(ülfj*ineme Lösung unserer Aufgabe dar, eine zweite dte Gleu hangen q = q" 

(49) und r ^ r' (47); beliebig mde neue lassen sidt in der soeben dar- 

18. cUesea Gleiohiingmi werdfln q und r dnroh dfln FB»in«ter p 

rational ausgedrückt; die Eotangenten der halben Kanten- und FlSchenwinkel 
der Ecken 0 und 1 finden sich aus (17) iinr] (18); aus Ct9) nnd (20) 
folgt dann, daß auch an der Ecke 2 vier Kanten- oder Flachen winkel 
rationale goniometrische Funktionen haben; die übrigen beiden ergeben sich 
aus den obeii in Art 6 angefUirtMi Formeln, etwa aus den folgenden, die 
man ans den Oleidiungen (9) — (11) eriiRlt: 

(50) 2^ — bc' -f c'a + o'b 4- 1 , 

t, — bc' 1 t, — o'b 



(61) - 



t, — c a «, tj — 1 



t, — c'g' 



Wie die Ecke 2 könnte man — etwa zur Kontrolle — die ilcke 3 be- 
handeln. Aus den Funktionen der ejnem Begrenzungsdnieek angehörigen 
Kantenwinkel «, ^, y ergeben 8i<^ die Seiten c des Dreiecks nach bo- 
kannten Formeln: ist der Inkreinadiue des Dreiecki ^, der halbe Umfang 
8, der Inhalt so ist 

(,,3)..i=f. (»-•-=». ,-yBa^>Ä^>. 

mithin 

(64) a-^(^ + y), 6-^(y + a), + ^-e*«/Jy-^»(« + /» + 

woians man a, 6, c und /, vori&i^ noch mit einem i^portionaUtMsfcktor, 

erhält; durch geeignete Wahl dieser FUAosen kann man die gemeinsamen 

Seiten «lipcpr Orpiecke in ÜHerpinstinuniiPC' bringen. Nachdem man so diR 
Kanten des Tetraeders berechnet hat, erhält man den Kaununhalt T etwa 
aus den Gleichungen (4) und (5). 

14. Auf diese Weise ergibt sich ans 
(44) ff-ff'-li±i 



(47) 



J»-l 



nadi Beseitignng Toa Kennsm nnd asgaÜTen Vomehen der IbigMida 
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Typus I eines rationalen Tetraeders: 
ö-4p{p+l)(p-l)(p*+l)V+2j»-l)(p»+j»«+j»-l)(p»+|.^-j»+l)>^ I 

6=(p + i)0-i)(p»+/>*+p-i)(/)'+i)'-i)+i)U''+i>*-l-4y-3i>-fi;x 

«-0» + X)V + 2i»-l)Ö**-4/+l)(|i«* + 2ji» + 2j»»-2i»+ 1)X 
X (|i«+2p»+Sil*-8j>^+2i»-l), 

a' - 2i)(|>*+ 2p*- + 1 ) * + 4 j^" 4 0 4/ + 3p V 1 6 1 2/ - 1 6 3/ - 4;>'H- 6j>' - 4p-r 1 

c'-(p+ ly (p-l)"(l»»+l>*+P-l)(l»'+l»^-J»+ 1)0^ + 4p«-4jp+ 4j»»+ V+ 1\ 

./«-'i^(p+l)^p-l)V+2p-l)V+P"+P-l)(pH|^-|>+l)(^Hl)(l'HV-4i> + 
X (pH4p»+4p»+l)(|)* + 2p'+2p« + 6pH2p*-6i)» + 2p»-2p+l), 

«^i-p(P+l)(>~l)(p'+2p-X)(>»+ii»+|i~l)(>»+j>«~p+l)(p*-4p«+l)(pH2p>+2i»»-^ 

/2-3p(p+l)(p-l)0>-+ l)^pH2p-l)V+i^+P-l)(j'Hp*-p+l)(>*-4y + 1) >< 

X 0*+lV-2;)+ 1 )(;/4-2p^ + 3p*-3p' + 2i>-l), 

/3-2p(>+l)V-l)V'+2p-l)(p»+P»+p-l)"(p*+p'--p+l)V+2l»*-2jP+l)>< 
X(p'+P*+4l>*-8p+l)(P*+3i»*+4p»+j»-l), 

JP'(P+ l)»(p-l)V+l)(f»*+2p-'lV0'*+l>*+J»- 1 W+P*-P+1) V+2j»^-»l»+ 1) X 

X(|**-4p*+l)(p'+P*+4^-3p+l)(p*+3p*+4p»+p-l)(|>«+2p»+3j»*-8p'-i-2i.-l, 

Hierbei bedeutet p eine Krliphi^p rationale Zahl. 

Es mögen einige Beispiele folgen , die man l<Qr besondere Z&blea werte 
von p erh&lt 

Beispüle xvm Typus I eines rationalen Tetraeders. 

1) p^i a-4200 »-2798 ü-2016 

arv.2260 b'-2466 e'-2683 

« 2 646 888 /i - 2 251 158 

<- 1 627 500 J, - 8519 180 

7- 727 297 200; 

2) — 2 a=-3 -4H3 iHO /»^ 2 860 143 f = 216 2fi5 

o'« 2 735 860 ö' = 3 4i'J 465 2 091 375 

= 2 860 553 445 750 = 247 419 530 358 

/, — 356 316 460 500 2 988 976 281 292 

T - 163 058 564 845 416 240; 
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3) i)p*-| a- 157 080 5-250096 e-« 168 935 

a— 153 255 6'*- 64985 c' — 900200 

7« - 3 902 999 100 — 12 674 990 828 

/t - 5 108 186 500 - 15 714 031 872 

T— 204 208 844 176 640; 

4) j» — 3 fl-» 17 635 800 6 = 16 940 704 c=10 6P2 8ir. 

a'- 10 559 065 5' »17 407 985 c - 15475 576 

= 80 819 578 462 308 — 54 343 144 152 528 

/, - 89 191 515 867 500 J, 119 505 147 041 280 

T — 241 754 729 784 862 995 200; 

5) j)=-J a=12888H76Ü 6 -HU 328065 0-= 19 113 913 

a' = 157 9^4 988 = 119 438 137 «7 189 375 

703 834 Oöü 551 250 J, = 1 449 G70 30!) 78ä 390 
J, — 1028370 356 073 060 ,7, = 4 073 084 717 509 500 

J - 19 998 829 670 682 774 962 000. 

15. Eis flirritar Typus «Ines ratumalcn Tetatu»den ergibt tieli, wenn 
man 9 — jf" Aus (49 ) und r — r' aus (47) entnimmt; die allgemeinen, wie 

die numerischen Ausdrücke werden in diesem Falle 80 umfangreich (für 
p = I erhält man q — JJJ und r = — \^ also ü — J-JJ), dab auf ein© 
Durcfareohnung verzichtet werden mag. Weitere Typen könnte man durch 
Fmrtwtzung des oben in Art 11 nnd 18 «nssiiuuideifesatrten Suler sehen 
Veifnhrens in onbegreniter ZeU anfstdlen. 

16. ErheMich einfacher gestaltet sieh die Parametwdantdlnng rationaler 
Tetraeder, wenn dieselben eine Sjmmetrieebene besitzen sollen. Statt dessen 
suchen wir. was auf dieselbe Bedinguugsgleiehung führt, eines der beiden 
Tetraeder auf, in welche ein solches durch die Sjmtuebrieebene zerfäUt. Wir 
legen wieder den unter (16) angefCLhrten Typus für die Ecken 0 und 1 
zngmnde. 

Für die Boke 0 soU sein: 

(53) «-«o-JP, ^-Ä-'-V+V' 

fOr die Ecke 1 soll sein: 

(66) o-oj-j?, b'-^j-c'-yi-l. 

Es wird dann gans ibnlich wie oben (Glchgn. (19) — (Sl)) 

1^ 2(|»«+l)(ff + l)«(g-l)* • 

1) Dies ist da« eingang» erwähnte Beispiel . daa auf die hier dai^eiegte 
Weite gefunden and AiemT a. a. O. 1904 mitgeteilt winden ist. 
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Hier ist also 

(69) - »ö»» + im + + - - lyj 

ra einem volbttndigeo Quadrat an madieo. Hui findet 

(60) e?*-4j)», 

wo 

(61) Z)«-9*(p«+l)*+g^8i>^+8j»)+j»(6j»^12|»M-6)+«(8j)»+8j»)+(pN-l^ 

Hierauf läßt sich, da die Koefifixienten der hfldwtan and niediigsteu Potemen 
▼on q qiiadraftiteh sind, das Eulereche VerfUmn (oder das WHprilBfi^frJn» 

Fermatsehe) unmittelbar anwenden. Untw Beiratzimg des in einem 
froheren Vortrag«*) angeführten XiOenngsweges setaen wir; 

P-g-4i» + (/>'4- 1), 

- - J* - 5«[ff«(|»« -f. 1)«+ q • 8j»(f>» + l)+(6j»* - 4j»« + 6)] 
nnd erhalten so die kanonisdie Gleiehnng: 

(62) yV+y2[«-4j>+(p«+l)]-[g»(p«+l)*+«-8j»(p«+l) 

H-(6i^-4ji«+6)]=0, 

(68») «'[t/'-0j»+l)'J+gry«l'-8jp0»*+l)]+Cy-2Cp«+l) 

— (6y-V + 6)]-0. 

Diese ist raiioual zu erfüUeo. Geht man von =- — + 1) aus, 

so bekommt man für q 

W - - 2/(FTT) 

als erste nicht triviale Lösung. Damit kann in der wiederholt auseinander- 
gesetzten Weise ein zweiter Wert für ^, y', erhalten werden, der wiederum 
einen neuen Wert q" für q liefert. Dies Verfahren kann beliebig fort- 
geietat werden. 

17* Unter Benntsnng des in Gleiehnng (63) aufgestellten Wertes 
gewinnrai wir den folgenden tl^iis I der verlangten Azi 

Tjpus I eines rationalen Tetraeders, das von zwei pythago- 
reischen Dreiecken, welche eine Kathete gemeinsam haben» und 
zwei heroniscben Dreiecken begrenzt ist: 

a » (p + l)(p - 1)(;>* + 2/>' + 2i> + - 2p» - 2p + 1) , 

t (p + l)(p - 1) (p* + 2p« 4- 4p» + 2p 4- 1 ) ( p' - + 4i>« - 2jp + 1), 

e ^ (p» -h + 2p» - 2p + l)(p* - 2i>» + 2j> -f 1), 

n = 2p(p" + 4p^ — 6p* -f 4p» ■\- 1), 
^' = -ipfp* -f 2p» - l)(p* — 2p» — 1), 
C ^ 4p(p -f l)(p - 1)0;' + l)(p* -f 1), 

jo = sp'{p + - luy + i)(p* -f- 2p« - - 2p» - 1), 

Ji -jp(p-l-l)(p lj(pH2p»-2p+l)(p*-2p'4 2p-| 

X 2p»+ 4p« + 2p+ l)(|»*-2i*» -f V- 2i)-H 1) , 



1) Diese Bariohte, &, 86 nnd S7, Artikel 11, 190ft. 
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p ist dftbti «iiw belkbig» zatioiiil« ZbU. Die leMea drei Fonwln er- 
geben sieh daraui, daB die Kante a enf den &nten b' und e' lenkreeht 
stellt 

Beispiele sum Torsteliendeo Typus: 

383 e-*» 7S5 

a' — 1782 644 e' — 3040 

/o - 525 504 - 699 480 

- 107 226 - 839 660 

Ti- 58 880944; 

2) p « 3 a * 3124 6 10 324 c 5525 

a'» 6771 b'^ 4557 c' — 9840 

j;— 13 452 264 /j- 17 112 080 

iT,— 7118034 «Tg -i 15370080 

14008 290912; 

8)i»=3:2 a-- 74 635 6=1Ü8725 c « 75517 

a = 156 108 i' =» 11 5ü8 c' — 151 320 

= 803 718 720 = 5 880 741 1 50 

— 429 449 790 = 5 646 084 100 

19 995 182222400. 

18. Weitere Tjpen könnte man duroh Fortsetsong des Snlerachen 

VerfahreDS in unbegrenzter Zahl erbalten, dodi werden aiidi Uer die An^ 
drttcko bald recbt umfangreich. 

19, Ein besonderer Fall, dor f'})en falls eine Parameterdarstellung zulftfitj 
mdge noch erwähnt werden. Wenn man flr ein rationales Tetraeder 

(64) «t-«!! A-Aii ye-ys 

«nnimmt, so hat nuui, wie Hoppe a. a» 0* Seite 97 geseigt hat, die Be- 
disgiuigsi^ehiing 

(65) *»-(^_l)(/-l)(^y + |> + y_l)(_^y + ^ + y+l) 

rational za lOsen. Hoppe tat dies dureli Prabiwen und findet auf diesem 
Wege acht ZaUenbdspiele. Man kun aber mit HAlfe des Evlersehen 
Yeiftfanns rationell vorgehen. Setzt man zonttchst etwa 

(66) + 

eliminiert ß und wendet auf die neue Form der Bedinguugsgleichuug das 
Eulersche Verfsloenf von dem Anluigswert — 1 ausgehend, an, so ge- 

winnt man eine unendliche Serie TOn Werten fCLr y, zu deren jedem wieder, 

unter Ausübung desselben Verfahrens an der Gleichung (65), unzählige zu- 
gehörige Werte für ß gefunden werden kSnnen. Statt der Gleichung (66) 
könnte man u. a. auch 

(67) ßy^-y^l 
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SQgrunde legen. Jedes geeiste Wertepair fSr ß und y Heifert ein xntionileB 
Tetraeder, wenn man 

(68) a^i-«^*«|-«|, ß^^ß^^ß^mmß^^ y^^y^^y^^y^^ 

also die Seiten kongrueut annimmt. So erhält man aus (66), von y =^ — 1 
augehend, das an dem Wertepaare ^ — |, y = j gehörige Hoppesoiie 
BeiepMl 

(69) a.a'.l95, fr . 5' t- SOS, e-c'-148. 

Im Anschluß an (66) gewinnt man hiemach folgende Darstellung 
eines rationalen Tetraeders, in der J den Inhalt der kongruenten Seiten 
bedeutst: 

Falls 

(70) q = y{2p* -f- ;> + 1) (2;)« - p - l) 
rational ist, wird ein rationales Tetraeder erhalten ans 




a-a'-i»(p*+P+l), &-»'-(p+l)(i^«+l), «-c'-2p«+2j»+l, 

J^p\p + lW-\-p + 1), T^ip{p-i- 1)V 4-i> + 1)9. 



Zahlenbeumiele hierzu ergeben sich n. a. für j» — j (Beispiel (69)), fianier 
für j> , nftmlich 

a*a'— 13078, d^fr'» 16448, c — e'— 19695, 

J 106 675 680, T — 323 290 060 800, 

sowie för p — 5i" . 

Wie der vorliegende Sonderfall, der eines ratiouaiüu Tetraeders mit 
kongmenten 8eitw, auoli sn einer Darstellung durch einen willktbrlicAMi 
Parameter führt, niÄge bei einer sptttteo Qslegenbmt dargelegt werdeo* 

20« Denkt man sich die Scheitel der den vier Ecken 0, 1, 2, 3 des 

Tetraeders zugehörigen Pohurdreikaute in den Mittdpunkt einer Berfihrungii- 
kugel, etwa der einbeschriebenen Kugel, verlegt, so erkennt man. daß jede 
Losung der vorliegenden Autgabe zugleich eine Lösung der folgenden 
darstellt: ein sphärisches vollständiges Viereck zu finden, in welchem die 
goni<mielrisehen Funktionen aller sechs Seiten und swSlf Winkel rational sind. 
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Beitrag zur zeichnerischeu Behändiaiig dttr £.ögdlf(4Aitle. 
Von 6«rhard Heisenberg. 

1. So durchsichtig uud einfach die Theorie der K^^lsohuitte an der 
Hand projektiviadier Methoden ndi gaetaltet, so darf doA die Bedevimig 
eolclier Methoden ftbr die setchnerieeh-^akliidie Behandlung dieser wii^tigM 
Kurven nur cum grano salis behauptet werden. Dies wird jeder an sich 
pj-falirrn haben, der bei.spielsweise eine übersichtliche Fi^ir des Pascalsi^hfn 
Sechsecks zu zeichneu versucht hat: Will mau verhindern, daü Öchnit^ualite 
rar Zeichenehene hinauafaUeo, so mufi man auf Kosten der ÜbersichtÜehkeit 
eine möglidut ttberBchlagene Anordnung des fiechseeks wlhlen. LlBt wum 
aber unter Beibehaltung einer einmal gewählten Anordnung einen Punkt des 
Sechsecks dpn Kegelschnitt der fünf übti<,'f n durchlaufen, so fallen sofort 
wieder Sl hu itr punkte aus der Zeichenebene hinaus, und man ist daher, will 
man eine wirklich geschlossene Figur erhalten, ge/.wuogen, die Auurüuung 
wiederholt su wechseln. 

Die Mflglidikeit, dureh Weehsd der Anotdnung geiehlosiene Figuren 
zu erhalten, bietet zwar die von Hauck mit Beeht betonte ModuJationt- 
fähigkeit, aber sie tut des Guten zu viel; denn unter den 60 möglichen 
Anordnungen des Pascalschen Sechsecks schnell die jeweils glinstigste heraus- 
zuhnden, erfordert eine groiie Routine und einen geübten geometrischen Blick, 
oamentlieh darunif weU die günstigen Anordnungen gerade die ttbezsehlagenen 
sind. (Obrigens zeichnet Sich das Brianchonsche Sechseck dadurch Torteil- 
haft vor dem Pascalschen aus, dafi es in der ttiohtübersoUagenen Fonn 
die geschlossenste Figur liefprtV 

Hierzu kommt, daü theoretisch einfache Konstruktionen in technischer 
Hinsicht nicht immer einfach sind; unzugängliche oder flache Schnittpunkte 
sind für die Theorie eine qnantit^ n^gligeable, Ar den Zeichner ein listiger, 
störender Aufenthalt. Und umgekehrt sind für den Zeichner manche Kon- 
struktionen vöIHe: rlomcntar, die in der Theorie dnrch Verknüpfung mit 
Exist^nzbeweiscr: ; u Pnnzipienfragen werden. Hierhin zählt das Lotefttllen, 
Faraüelenziehen und vor allem das Ziehen der Tangente an einen Kreis; den 
klassischen Haihkrsis, der den ^rthrungsponkt ausscheidet, muB der 
Lehrer in darstellender Geometrie dem frisch von der Sohule aiüronunenden 
Hörer meist mübsam wieder abgewöhnen. Auch die Sucht, durch möglichstes 
Zusammenziehen aller einzelnen Schritte an Konstruktionslinien zu sparen, 
ist ein der Theorie entsprungenes Übel, mit dem besonders in der Qrapho- 
statik giiindlich aufgeriumt wird. 

3. EQLerdureii mag es begreiflidi mdiemen, daB man in Lehrbflchem 
der darstellenden Geometrie sehr lange, wenn nicht ttherhaupt vergeblich 
nach einer brauchbaren Kanstrukiion der Hauptachsen eines dureh 5 Punkte 
gt-ffcbitun Kff/rlsrhnittes suchen kann. Im Prinzip ist ja die Aufgabe einfach: 
durch eisen der fünf Funkte zieht man zu einer der stdts nicht durch ihn 
InufMden gegebenen Sehnen die Parallele und bestimmt aas einem der 
MWÖif möglichen PasealBehen Sechseeke ihrem aweiten Bchnitlpuakt mit tai 

SilmtnfibMiiM* 4. B«rl. MMk. Gm. VL t 
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Kegelschnitt. Zwei parallele Sehn»»n ergeben durch Verbindung ihrer Mittel- 
punkte einen Ort für das KegeLschnittszentrum und ein Paar konjugierter 
Bichtungen d^y d'^. Die Wiederholung des Yerüahrens gibt daher das Zentnim 
selbst imd ein sweites Paar konjugierter Biebtangen^ d^, d^. 

An einem Hilftkreis fimlet man nun das %ii d'^, d^ d^ involntorische 
Bechtwiiilct^lpaar aa\ und die Bestiinranng dtr Ilauptachsenlängen erfordert 
danacli dio Anwendung bekannter KoiistruktionHii zur EnnittUnig der 
Doppelelemente konjektiver Puuktreiheu. Die praktische Durchführung des 
Yerfabrens krankt an dem Übelstand zu großer Ifodnlationsfähigkeii 
Femer wird die Figur des Kegelschnitts selbst von Linien bis rar ünüber- 
sichtlu-likcit tiberladen, und dabei ist die Bcstimmurig der Hauptachsen viel- 
fach nur Mittel zum Zwpck. d. h. Anfang einer weiteren Keihe von Kon- 
struktioaeii. Der brauchbarste Gedanke des Verfahrens liegt in der 
Einfnbnmg der Hil&kreise.^) Ilm praktiieh ausaiigestalten, ist dw Zweck 
dieser Aiulllhnmgen. 

8. Zieht man durch einen Punkt Si eines Krsöses ParaUele zu den sechs 
Seiten eines vollständigen Vif»recks mit den Ecken 1, 2, 3, 4, «> schneiden 
diese den Kreis in sechs Punkten 12, 13, 14, 23, 24, 34. Diese liegen 




invölutorisch, es geben daher die Geraden (12, 34), (13, 24), (14, 23) 
dureb einen Pnnkt J. (Fig. 2.) Flllt dieser aus der Zeiebenebeney so ist sieber 

seine Polare erreichbar. Auf ihr schneiden sich dann die Geraden (12, 13), 
(42. 43) usf., femer die Tangenten in 12 und 34, in 18 und 24, in 
14 and 23. (Fig. 1.) Von diesen 9 Punkten der Polare können niemals alle 

1) Diese Hfl&kreiae sind von den graphischen Mefhodra der Teebnik in 
«amn Umfiug adoptiert worden« der ihre Zweckm&Bigkeit «öfter Zweifbl setsi 
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unzugänglich soin, und welche zog&nglidi tand, kann auch der Ungetibteäte 
leicht überschauen. 

Fttnf Punkte 1, 2, 3, 4, 5 bestunmen ftnf l^ereok»: (I) — (2, 3, 4, 5), 
(n) — • (3, 4, 5, 1) naw^ dtmn Seittamehtungen, von 8 tau auf den Hilfe* 
kreis flbeärtiAgen, zehn Punkte und fünf Involutionszentr» I bis V nebst den 
zugehörigen, ebenfalls mit I bis V zu benennenden Polaren ergeben. Diese 
Zentra liegen auf einer Geraden «, daher schneiden sich ihre Polaren in 
dem Pol / dieser Geraden. In dem Pascalschen Sechseck 13, 24, 15, 23, 
14, 25 sind nSmliclk m, IV und Y die Schnittpunkte der Gegenseifeenpaare. 
Die Oerade t kann, sofern sie übexlunipt sugftnglich ist (andernfalls ist ihr 
Pol J im Tnnorn iles Krfi.ses gelegen, also zngäiigliiliV mit großer Genauig- 
keit gefunden werden, da man günstigenfalls fünf ihrer Punkte und jeden 
durch drei seiner Geraden bestimmen kann. Trutz der großen Modulations- 
fiiiigkeit dieier' EonetniktioB sind die zug&ngliißheii Blemente Ideht m 
Ubenehen. (Siefae Fig.. 3, die kleine HOIsfigiir links unten.) 

Es ist vielleicht angebracht, bereits an dieser Stelle zu betonen, d&B 
der zweite Schnitt einer Geraden mit eit;(.'m Kreise aus dem ersten, .S', stets 
scharf zu bestimmen ist. Man bat nur von dem S diametral gegenüber- 
liegenden Punkt S* das Lot auf die Gerade zu lallen, was dmeh Verschieben 
des beim Parallelenaeiien ohnehin benatstm Bei&twinkel^reieoks mit einem 
einzigen Griff erfolgt. Ebenso ist die YerbindungsHuie zweier Punkte SQ 
des Kreises auch dann scharf zu bekommen, wenn SQ dicht beieinander 
liegen, da sie zu S*Q senkrecht steht. Das Parallelen ziehen selbst ist eine 
dem geübten Zeichner aus der GraphostatLk gelfinßge Konstruktion. 

Die Wahl des „COttiruguttyspunkteii" 6 ist für die Zugäuglichkeit von 
i oder «T belanglos, da die BogenabstSade der Punkte 13, 13 usf. von der 
Wahl Ton 8 unabhiogig sind. . 

4. Es sei jetzt 6 ein Punkt des Kegelschnitts (1 2 3 I '>). Dann sind 
die Büschel 1 (3 4 5 6) und 2 fo 1 5 6) projektiv, am Hilfskreis schneiden 
sich daher (13, 24), (23, 14); (13, 25), (12, 35); (13, 201, ri2, 36) 
auf einer Geraden. Die Schnittpunkte der erstgenannten Paare sind aber 
Y und IV, diese Gerade ist also i Daiaus folgt: . 

Sind q. r, s vier Bmkte emes Keg^tdmilUs C, und mdit man m dm 
sedts Sakn des Viiret^ pgr$ die BmraU^H dnu^ attM. BunU 8 det 

ffilfskreises K bis zum zweitm Schniit pq^ rs, etc. mit äem Hilfskreis ^ so 
schneiden sich dir Geraden (pg, rs), (pr, sq), (ps^ qr) auf timr, durch den 
Kegelschnitt, den Hilfshreis und den (fbertra^ngspwüU S atuieutig fest- 
gdegtm Oeraden i. 

Wir bezeichnen von nun an mit p den zweiten Endpunkt des durch 
den Ftattkt p auf C gehenden Dorchmessevs nnd besohxSnken uns auf Zentzal- 
kegelschnitte. In dem Viereek pp'qq' sind die Seiten pq, p'q' paralld« 

ebenso 1?' 5 und pq'. Ihnen entspricht daher auf K je ein Punkt pq = p'>i\ 
p'q'^p*}' Aus den Geraden {pq. p'q'). (p'q, pq ) werden Tangenten an 
JT, and sie schneiden sich mit {pp\ qq') auf i; somit geht {p q, pq) durch 
J. Nun fluid aber die Biditungen p'q, pq konjugiert, woraus folgt, daß 
dn- Punkt J bereits das LiTolntionszentnun für die anf JT flbertragene 
Durchmesserinvolution von C darstellt Verbindm wir daher J mit dem 
MitMpunkt 0 van K (wenn / unsugftnglicb, f&Uen wir von 0 das Lot 
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auf so f/t'hrn die Endpunkte aa\ 66' dieses Thtrrhtnesaers, mi( S rrr- 
hundm, dte Haupt^tcitsennditimgen von C an. Biese lassen sich also aus 
f&nf gegebenen Punkten von C am Hiläkras K beatimmen, ohns daß in der 
Figur der fttnf Pnolcto andi nur eine Linie gezogen wird. Isk 0 eine 

Hyperbel, so ergeben, wie man sofort tiehi, die Schnitte u, v von i init K 
Hip AsyinptotenrichtnnreTi vnn C. Demnach ist der Kegelschnitt C seiner 
Exzentrizität nach durch A' und i völlig bestimmt; es müssen sich alle 
seine Proportionen am Hilfskreis allein bestimmen lassen. 

5a. äind die Endpunkte pj/ amed Durchmessers gegeben, so können 
wir nadi dem letatten Paragraphen die eines belielogen anderen T<m be- 
kannter Richtung konstruieren. Wir wiUen als sokben aa'y eine Haupt- 
achse. Wir ziehen an K {pp\ aa ) bis zum Schnitt x mit i und von x aus 
die Tangenten an K. Sie berühren in ap = a'p' und a'j» « ap' und geben 
damit die Richtungen <ler entsprechenden Sehnen an. 

b. Da aa zu aa\pp zu pp' konjugiert ist, laßt sich -x auch als Öchnitt 
von (aa, pp) mit * bestinunan. Dies entqwkht dem degenerierten Vier^ 
eck (a, o, j», j») an C> in dem iwei Gegraseiten sn Tangenten ao, pp an (7, 
die Tier andern 7.ur Sehne np geworden sind. 

0. Ist i unzugünfrlich, so bestimmt man die Polare von r, die direkt die 
gesuchten Berührungspunkte ausschntudet. Hi«* geht durch femer durch 
die Schoittpankte der Tangenten iu ua', pp und in aa, pp\ sollten diese 
Tangentensebm'ttpunkte unzugänglich sein, so führt das Yerfiihran ftr die 
zweite Achse 66' sicher zum Ziele; die Richtungen ah» uh* werden durch 
da« Lot in .7 auf (an', hh') an TT ausgeschnitten. Audi ist man niemals 
auf cinnn Durchmesser pp' nilein angewiesen. 

6 a. Nun sind uns mit den fünf Punkten 1, 2, 3, 4, 5 zwar no<;h keine 
Durchmesser gegeben. Da wir aber zu den Behnen 12, 13 etc. an Ä so- 
fort die konjugierten Richtungen entnehmen kSnnen, sind wir im Besits des 
Mittelpunktes M toh C und erhalten daraus l', 2', 3', 4' und 5'. Die 
Richtungen 1 1 ' etc. lassen sich aber bereits an K allein konstruieren. Zum 
Beispiel schneiden sich (l3, l'2) und (12, auf i in y, imd auf (y, 23) 

liegt 11'. Da 1 '2 SU 12 konjugiert ist, erhält man 1'2, 1'3 aus 12 and 13 
über /. 

b. Ist / unzugänglich, so betrachten wir das Viereek (1193) an C7, in dam 
eine Seite sur Tangente 11 geworden isi An JT schneiden sich (11, 98) 
und (12, 18) in # auf f. Aus 11 erh&U man nach § 6b die Biebtnngen 

la, la'. 

c Tst i nnzugSnglich, so polarisieren wir die letzte Kon.struktion, indem 
wir die Polare zu z zeichnen. Sie geht durch J und den Schnittpunkt der 
Tangenten in 19, 18. Auf ihr treffen sich (11, 13), (12, 23) und ebenso 
(11. 19), (18, 98). 

d. Sind zwei der Richtungen 11, 11' etc. bekannt, so kann man die 
Hauptachsen hiernach ohne Kenntnis des Mittelpunktes von C konstruieren, 
doch winl man /.weckm&ßigerweise nicht auf die gesonderte Konotruktion 
von M venuchien. 

7. Ytm den VSgnrea 3 bis 5 bahande it 8 eine HypecbeL Hittbei 
ii^ j unngftnglioh. Dia Konstruktion von i (§ 8) ist durch die erste Ueine 
mMgn am unteren Ende d«r T^sl, von 44 (§ «b) dun* swaite 
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»».4. 

gesondert dargestellt, unter Verwendung aller zugänglichen Schnittpunkte. 
Die Hauptfigur dm Hilbkreint After der HypeiW leigt gestrioh«lt die 
Konstruktion von 6a, $<l', 4«, 4a' (§ 5b). Die aiugezogenen Linien geben, 
diejenigen Bichtangen «n, tn denen in der £1gar Ton C FenUele an^gwogen 
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sind. Ea sind natürlich nicht die einogoif die bei der Koiistraktion wirk- 
lich benutzt wurden (§ 5d). 

Fig. -k zeigt eine Ellipse mit unzugänglichem i. Punktiert ist die 
Konetruktion der strichpunktierten Poleien von I und III (§ 3), ge- 
strichelt die Konstruktion von 55 (§ 6c), durdhgezi^en äm tod 5a, &a\ 
5b, bb' (§ 5c). ObeHragongspimkt 8 ist hier 12 auf K. Die ügur ist 
trots der unnötig weit avsgesogeoen Linien gnt zu übersehen. 




Fig. 5 gibt den speziellen, bei der Bestimmung der Trägheitsellipse 
auftretenden Fall wieder, dafi von einer Ellipse der Mittelpunkt und drei 

Tangenten bekannt sind, ffier hat man sogleich drei Paar koi\jugierter 
Richtungen (ani::r,rTr|v>n sind nur zwei, 12, 12', 13, 13') aus den Diagonalen 
nmgesch rieben er Parallelogramme und mit ihnen Punkt J der Hilfstigur. 
Da 11 bereits bekannt ist, erh&lt man weiter Ii', daraus in der Figur des 
Kegelschnitts duroii die stridipunktierts Linie Ml 18 11' den Punkt 1 (kon- 
trollierbar durch ein Brianchon-Seohseck) und nunmehr a, b wie Toilier. 
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BemerkoQ^ zu meinem Vortrage &ber Vierecke mit rechtwinkligen 
DiagOUdeB (IV. Jalngaog, Seile 89—42). 

Vom M. ZftobftriaB. 

Wie mir mitgeteilt worden itt, sind die Satze I luid II dea obigen 

VnrtrriL"« hcrf^its früher in Form von Aufgaben in der Zcitschr. f. ni&th. vu 
natiirw. l attrricht verötientlicht und zwar I von Emmerich (Jahrg. XZVI, 
S. 427) und U von Meyer (Jahrg. XXI, S. 110). 
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l^- Hnanigvgebon vom Yontaada der CMHaehaft. 

49. SitzQDg am 30. Jumar 1907. 

Vorsitzender: Herr Schafbeitlin. 

Bei der weiteren Beratung über die Eulerieier wird bescklussen, am 15. 
April, dem zweihnndertsten Geburtstag Leonhard Eulers, um 6 Uhr in 
d«in grofien HSnaal dts Pby^alndiett Inatiiuti «ne Fetfentnuig m var- 
«nilalten, wo Herr Valentin Aber Eulers Aufenthalt in Berlin, Herr 
Kneser über Fn1er und die Variationsrechnung, und Herr Kötter über 
Euler und das Kreiselproblem sprechen werden. Im Anschluß an die 
Festsitzung werden sich die Teilnehmer zu einem eiutachen Abendessen im 
Bettanrant Heidelberger, Dorotheeostraße 18/Sl vereinigen. 

Anwesend: 36 Herren. 

WissenscliafiriL'he Mitteilungen : 

Herr Rothe: Über einen Satz aus der Vektorenrechnung. 
Herr Meißner: über einige arithmetij>che Funktionen. 

60. mmg SD 27. Pebraar 1007. 

Voraitiender: Herr Sehafheitlin. 

Anwesend: 33 Herren. 
Wissenschaftliche Mitteilungen: 

Herr Wallcnberg: Zur Theorie der homogenen linearen Differenzen- 
gleiohungen zweiter Ordnung (s. 8. 25). 

Herr Gantsche: Bationale Tetraeder von kongruenten Seiten. 



Bdtnflf rar ThMrie 
d«r liomogenen UnMumi DUfemnioiigUlehimgeii swdtor Oxdiiiiiig. 

Von Georg Wallenberg. 

Die Differenamreclinnng) die Sliere Schwester der Differentialrechnung, 
ist von ihrer jüngeren Schwest'^r w it fi!ifr!in!t worJen. Wahrend die Dif- 
ferejitialrechnung sieh seit ihrer EituHiunif küntinuierüeh weiter entwickelt 
hat uuU insbesondere die Theorie der Diti'ereuUalglcichungen i>chun heute 
einen imposanten Bau darrteUt» an dem noeh immer weiter gearbeitet wird 
und dessen FortfObrung m nngemessenen Höhen fOhrt, ist ^ Differauen- 

SttnugtlMfloM* d. BwL Matk. Ow. VL • 
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rechnung bis vor knr/rm wissermaßen fin ..enfaiit arrierö" geblieben, ob- 
wohl gerade sie berufen orscheint, woprpTi ihrer vielfacheu Anwendungen in 
der mit endlichen Diflfenny-fn opencienden Praxis eine große Bedeutung zu 
gewinnen. Der Torso der bisher gowonnmen Resultate, an denen JTakob 
Bernoulli, Lagrange und besondt^rs Enler herrorragenden Anteil beritseo, 
ist in wenigen Lehrbilchem niedergelegt, von denen aber eigentlich nur das 
neuere Werk von Markoff (deutsch von Friesendorf und Pryra) Anspruch 
auf die heutzutage unerläßliche Strenge der Beweisführung erheben darf; 
(mr EinfBbrung in dieses Gebiet kann das voitrafflidie BOdilein von Seli- 
wanoff, der diese Disxiplin auch für die Enxyklopkdie beai'beitet hat» emp* 
fohlen weiden). — Eist in nenester Zeit hat man angebngen, sich udt 
den DifFercnzen5.rl' it hungen systematiM h zu beschäftigen: einerseits hat man 
begonnen, die huearen Differenzougleichungen erster Ordnung funktionen- 
theoretisch zu behandeln (Boole, Pincherle, Guichard; ftlr komplexe 
Yariable Appell, Mellin, Prym» Hurwits nind Barnes), andersäts hat 
«in Landsmann Abels und Lies, Alf Guldberg aus Christiania, in einer 
Reihe von Arbeiten gezeigt, daß die Analogie zwischen den linearen Dif- 
ferential- und Diflferenzengleichnnpen viel weiter reicht als man bishör ahnt«, 
derart daß die meisten über die linearen Differentialgleichungen gewonnenen 
Besnltate sieh direkt aaf Diffisrensengleiehungen, natflrticb cum grano saNa, 
fibertragen lawen, so der Begriff der Beduktibilität, die ganze Picard» 
Vessiotsche Gruppentheorie, welche bekanntlich der Galoisschen Gruppen- 
theorie der algebraigeben Oleii hungen entspricht, die Theorie der adjungierten 
und assoziierten Differentialgleichungen usw. Insbesondere sind es |,homo- 
gene** Probleme t ^e licb ohne erhebliche Schwierigkeiten auf Differenzen* 
gleidtnngen ftbertn^pen lassm, und ich selber bin dabei, meine üntersachungen 
über die Yertaiischharkeit der homogenen linearen Differentialaus'liücke 
(CR. l:U (190_>j; Arch. d, Math. u. Phys. (3) 4 (1903), 252 2r,8) 
sowie die duran anknüpfende .\rbeit von Schur aus den Ber, der Berlmer 
Math. Ges. 4 (1905), 2 — 8 auf Differenzengleichungen zu übertragen. 

In mnnem heutigen Vortrage habe ich mir nun das Ziel gesteckt, 
gerade ein nicht homogenes Problem zu behandeln, bei dem die Schwierig- 
• keiten «1er Lbertragung viel beträchtlicher sind und neben den Analogien 
zwischen Differential- und Differenzengleichungen markante Untorscbiede in 
der Untersuchungsmethode auftreten. Zur besseren Vergleichung will ich 
das entsprechende Problem zuerst fBr lineare DifferewOalfflck^mu/en zweiter 
Ordnung erledigen im Anschluß an eine Arbeit im Joum. f&r die reine u. 
angew. Math. (Bd. III (1893), 89—97), wo ich dieses Problem allgemein 
für Differenüalgleiobungen f»**' Ordnung erledigt habe. 

I. 

Zwischen itsa Fundamentalintegralen und ir, der linearen homogeiian 
Differratialgleidiuag zweiter Ordnung 

möge eine algebraische Relation mit konstanten Koeffizienten beatehen: 
(2^ ^(yiiy,)-0 oder (20 ^-^fc), 
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wo f eine algebraische Funktion von y, bedeutet. VlVW/c Sddüssc kann 
man dnram auf dm Ftmlfionscharakter von und sdher gichen? Diei 
ist das in Frage stehende l'roblem. — Durch Differentiation von (2'): 

ergibt sich unter Berncksiclitigung der Gleichung 
¥einw ist bekanntliflh: 

Durch Elimination von ~* am (3) und (4) erhält mau: 

(h\ /T*"*"^* (yi r (y.) - fM* (ß ^ 
(6) C— ^^„^^ (CF-C,) 

Dies ist *>ine algebraiscli' Ü zuhung zwischen jf^^ p,, und €^ ; ist also 
eine algebraische Funküoii und die logarithmisthe Ableitung einer al- 
gttbratschäh Funktion von so ist yj und daher wegen (2) auch y, selber 
dne «Igebraisohe Funktion von r. 

Diese Bedehung kann illnsorisdi werden: 

L Wenn /" (^j) 0, nlso |% — /(yj) — qjfj + und ^ 0 ist; die 
DifferentifllgleidiUBg (l) lautet in diesem FaUe ^ ^^z'^^ ^ 
nun keiner weiteren Bedingung unterworfen, da die Relation y^ c^y, + <^ 

liier von selbst erfüllt ist. Ihr allgemeines Integral y = c^Jc dz 
braucht uicht algebraisch /u sein. 

II. Wenn ifj'' (jfi) — / l '/i) ^ Jilso C == 0 ist; in diesem Falle lautet 
die Relation {2) y^*^ cy^^ d. h. y^ und y^ würden kein Fundamentaisystem 
bilden. Dieser Fall ist also auszuschHeßrä. 

III. Wenn der Quotient '^'^ eine von Null verschiedene 

f J .'/, ' 

Konstante wird; dann wird auch die linke Seite von (5 ) eine Konstante, also 

|,,-ce~*/'*''" oder ji, - — 4^. 

Die Diffprentialgleichung (1) lautet dann, wenn noch — js^ an Steile von 
geschrieben wird: 

dg* *9,dt ^' 

Ein Fundamentalfl^stem von Int^ralen dieser Diiferentialgleicbang ist be- 
kanntlich 

diesdben genfigen der Relation r;^ • — 1. Die Lttegrale brauchen in 
diesem FaUe nieht algebraisdi zu sein. 
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Dies findet man auch durch Betrachtung der rechten Seite roa (5); 
es sei der dort stehende Quotient gleich der Konstanten — o, also: 

(8) ^.r (».)-/■(».))• +«rw-o. 

Dies ist eine Differentielgleidimig fttr f (gTi); mn fiß^ dmns zu bestimmen, 
setze man 

(7) ÄrfrO-Z-Öri)-«; 

dann wird y^/ (yj ^ i also ergibt sich aus (6): 

1 (2u A , du 

Durch Litegmtion «hUt man 



. , 1 rfi* ^ - du , 



also wegen (7): 
oder 



+ ^ a.b. u-y^. 



Die nochmalige Integration ergibt 



oder 
d.h. 



oder 

(8) + 2ajy,y, + Qtjfl - Ot . 

worin Oj — — C|, 09 — — ^ , 0, — ^ ist; da C|, und a «iUkllrlidi, 

so sind 'auch «tj, und wiUkfirliolie Konstanten. Hier ist also eine 
binäre Form zweiten Grades der Fundamentalintegrale gleich einer Kon- 
stanten. Schreibt man die Belaüon (8): (jf« + «l^i) (ft + jSjfi) 

1 u 

setzt ?/) -f ijj, + — so erhilt man sie in der bereits 

oben gefundenen Form i}i - » !• 

n. 

Dasselbe Problem soll nunmehr für lineare Di/feren^engleichuDgen 
«weiter Ordnung behandelt werdm: Zwischen swei Fnndamentalintegxalen i|, 
and ig der homogenen linearen Diffwenzengleichong xweiter Ordnung 
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b«ittli« eine imdulttible ftlgebnuohe B«debimg mit konrtftut«!! Koeffizienten : 

oder 

(B) - fM ; 

dum ist 

«ko mit Bttoksieht anf ( A): 

Dm Differenzengleichuug (A) ist also jedenfalls i. a. reduktibel in dem 
weiterm Sinne, dafi die PartikolarUteung rj^ einer nkM Uneami Differenseo' 
gleichong enter Ordnung genügt, deren Koeffizienten dem BationaUt&ta- 
bereiche von (A) angehören. Wir können aber mebr enohlieBen: es bestebt 
nftmlich die leicbt ersichtliche Relation 



1 *Ir+l l»M+i 



« 



'■3t 



0 



Setzt man | ^ <^ d^, so lautet diese Gleichung: d^^j « — q^d^ 

s 1 

daraus ergibt sich d, — ^Hk~~ ^C"" l/^e * • • ■ 

e 

Wir haben also aofler (1) noch die Gleichong: 

(2) nj inr + 1) - + 1 /■ (»Jx) =" 

Ans den Gleichungen (1) nnd (2) ergibt sidi durch EliminaÜon von t/^^^ 
im allgemeinen 19,, also naeh (B) anch t» algelnaaache Funktion von 
7^ und sind diese Größen selber algebraische Funktionen von x, so 
: t IrMTHiach dte aUgememe Lösung der Qteichwiff (A) algebrmadte 

FuitktiOH von X. 

Es kommt nun der interessantere, aber auch bei weitem schwierigere 
Teil dar Untenmehong, die Erledigung des AusnahmdUles, d. b. die Beaat« 
wortung der Frage: Wann ist die EUmination Ton n^^y aus den beiden 
Gleichungen 

(1) + M.) - p,f(%^t) - «.r W - 0 

(2) - nMf{v,^x) + <i, - 0 

unmöglich? — Zuirilchst kOnnte Gletohnng ( 1) eine Identitit sein; das ist aber 

nur dann der Fall, wenn f eine lineare Funktion ihres Argumentes und 
-|" — 1 ist. Die DiSeren/.ongleichunt: fA I be.sitzt in diesem Falle ein 

komtiuUe» Partikularintegral (an Stelle dieser Konstanten kann auch all- 



1) Eine analoge Besiehnng gilt fOr Diff«ranzenfflcichnngen n*" Otdnung; sie 
Tflhrt von W. Heymann her (J. flir Math. IM, 114) und entaqpricht der bekannten, fttr 

Differentialgleichungen g' lti'iulru Abcischen Relation ('e~'J^' '^ ' ^ worin A die 
Wronakisohe Detexminante eines Fundamentals jatems von Integralen bedeutet. 

9) Siebe «.B. Seliwanoff, IMffeienzengleichungen, S. 70; dort iit anoh die 
Modißkatiun aa^egeben für den Fall, da0 eine der QxOSen qt veieohwindet oder 

unendlich wird. 
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gemeiner eine periodische Funktion von der Periode 1, etwa e-"^-*, treten); 
es iMstekt dahn* xwischen zwei beliebigen FnadamentallOsungeD ij^ tg ^oii 
(A)^oliiie weiteres die Benelrnng 

das allgemeine Integral braucht in diesem Falle nicht algebraisch zu adn. 
Dieser Fall Pg + g^^^ ^^"'^ nnmnehr fftr das Folgende ausgeschlossen 
werden. — Ln fibrigen iät die Elimination von r)^_^^ (l) und (2) dann 
und nur dann unmöglich, wenn diese Leid» n Gleichungen nicht unabhani^ig 
von einander sind, d. h. wenn die FnTiktioiialdetemiinante ihrer linken Seiten 
verschwindet. Setzt man zur Abitürzung ~ i), </, =^ <ly Vg+i Vx ~ *'» 
pu + qv «*» «r, so erhtlt man als gesuchte Bedmgimg: 

Dies ist eine „Differential-Funktionalgleicbung" für und es ist zw unter- 
suchen, ob dieser dniTh eine algebraische Funktion genütTt werden kann, 
üm diefses Problem der Behaudlung zugänglicher zu machen, nni^sen wir es 
zu einem rationalen gestalten suelieii; dies gelingt durch folgende Be- 
merkung: setst man ^^^j — r, j,"^ = s, pr -\- qs = so ist nach (B): 
r *m f(u)^ 8 «- f(v) und infolge von (l) * — f(«) oder in ratioiial«r Form: 
F(h, r) = 0, F( r, 5) = 0, F{wy t) = 0. 

Dnrcb Differentiation «gibt siohs 

cF 

BF dFdr f. dr 
l^ü'^'d^du"^' 5»"~0'' 

57 

d. h. ^~ "* (*0 i^^ rationale Funktion von u und r: 

f' (u) = Ii (m, r ); fbeiibo /' ( v) = R (f, s) , f" (tr) = Ii (w, 0- 
Die Bedisgungsgleichung (H) nimmt dann die rationale Form an: 
(4) pvh'iu, r) + q8B{v,s) - «;J»(ii,r)Ä(»,«) 

+ B(w,t)(pult{v,$) + gvR(«,r) -<)-<>• 

nnd «war muß diese Gleichung eine IdintUät werden, wenn man darin r 

s = f{v), w=pu-\-qv, t pf{u) -\- qf{v) einsetzt. Setat man ddMr 
V ^ Vf also « — r, und p -\- q =^ a in (4 ), so erhalt man: 

ttrE(u, r) — iirwü'(M, r) + i2(«M, ar)(ttMi2(ii, r) — ar) — 0 

oder 

(/; («w, arj — (m, r); (^uii (<^, — r) =» 0 
Ar ein wilUritrliehes «r. WSre i}(w, r) — ^ (unter der Bedingung r ■» /*(«) 

oder !"'(«,»■) = ()), d. b. = - , so würde sich ergeben f Ca iiud ebenso 

£ » üv; dieser Fall ist aoszuscblieflen, da « » und c — ftls Funda- 
mentallAsungcn voraosgesetxt- waren. Es bleibt also 

i^^aM, ar) — i?(i<, r) 
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uuter der Bedingung r»/'(u), wobei zu bemerken ist, daß f(u) von a 
unabhängig ist. Ist 

worin P und ^ Polynome bedeuten, so mall daher 

Z^P{uu, ar)Q{u, r) — Q(au, ar)P(u, r) 
durch F{uj r) teilbar sein. Es sei nach Duueubioaen geordnet 
P(«,r)«P. + P._j-f-...+P, + P^ Ä + 

worin einige der P,- oder aber nicht alle, gleich 0 sein können, also: 
P(««, ar) = a"»P„. -f «'"-*P«_i + • • • + aP^ + P«, 
«(«ti, ar) - a-<?. + «"-^«.-i + • • • + «Pi + 

Zunächst sä m > dann wird Z = tt'^P^Q + ' • *; es mufi alao P^Q dareh 

jF(u, r) teilbar sein und, da F(m, r) irreduktthel, entweder P^ oder Q, was. 
iinmörjlieh ist, da beide von kleinerer Dimension als JF'sind; dieselbe Über- 
legung gilt auch für m<N(^,|4'^)i "^uß also zunächst m'^n sein. 
Dann wird: 

Z ^ u'^iP^Q - V.„P) H- a"^-UP^_,Q - Q,„_,P) -f- . . . + «*(P,^ - Q,P), 

wenn i^, die Glieder nirdngstt^r Dimension bc/.eichtipn; und zwar sind 
Pp stets srlfiehzeitig von Null verschieden oder gleich Null, da -sonst dio 
obige SchluÜvvtjise eintritt. Es muß nun P^V ~ (i A:, . . . m) durch 
i'Xu, r) tdlbar sein; insbesondere muß also nnter der Bedingung F{u, r) •» O 

worden. Wir können daber setsen 

worin /^^ und Qj^ homogene Polynome h^" Dimension in u nnd f bezeichnen f 
alsdann ist tLbrigena id&ttisekj d, h, auch ohne die Bedingung F(Uf r) — 0: 

B(au^ ar) » I((u, r). 

Wir werden nunmehr nachweisen, daß X; » 1 sein muß. Es sei sunSchsi 
9, also: 

P(u, r) - /<• + aftiir + y,r», r) - Oj«* + »Awr -f y^r«; 

P(t', s) = a,t?* 4- + Y^s*, Q{v, s) = u^v^ 2ß^vs + y^s*. 

Dann ist: 

Plj>» -f jpr 4- ^•*'*) p-P{u, r) + 2i>gPi + ^i^Pft?, s), 
eU>« + »i», pr + g«) r) + 2j>8^i + «'«(i;, «), 

worin 
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p(rQ(v, 8) - uP(v, s)){P(u, r)Q(pu + gr, pr + qs) 

— Q(h, r)P{pu + qv, pr + 7.*.)) 
+ q(sQ(u^ r) — ti'(M, r)){F(v, sjQiiJU + 7«, pr i- qs) 

- 5) P(p« + qv, pr -h ri.s)j = 0. 

Da die Gloichnng (5) eine Identität wird, wenn man darin r — f(u) und 
s =^ f(r) eiLset/t. und da f(u) von p und g unabh&ngig ist, so müssen, 
wenn mau in (5 ) iur P und Q ihre obigen Werte eintr&gt und nach Potenzen 
'von p und q onlnet) die EoefBoenten der einselnen PotenzMi vendtwindeD. 
Der Eoeffisient von p^ wixd: 

{rQ(v, 8) - uP{v, #))(P(i*, r)Q{u, r) - Q{tu r)P(«, r)), 

der Koeffizient von 

(.sr^(w, r)-vP(u, r))(P(v, s)Q(v, - Q {v, «)P(r, s)) : 

dieselben sind ohne weitere» identisch gleich NulL Ferner werden die Koef- 

üzienten von jT^q bez. pq'-: 

{P(v, s) Q (m, r)-Q (r, s) P(,#, r)) (sQ (1/, r) - rP(«, r)) 
+ 2(P(is r)Q, - ^(n, r)P4)(r^(e, a) - «PCt». .)) - 0, 

2(P(t;, 5)(?, - Q(i^, B)Pi)(sQ(u, r)^pP{u, r)) 

+ (P (u, r) ^ ( r, ä) " Q {u, r) P {v, s)) (r Q (f, «) - « P (r, «)) - 0 . 

£8 kann nicht gleichseitig 

«^(«, r)-tP(»/, r) = 0, 
«) — tiP(r, ») — 0 
eein; denn wenn diese beiden Qleidiungen, die ftocsh in der Fonn 

geschrieben werden könnon, von einander unabhängig sind, so ergeben sich 
ans ihnen u und als Konstanten, and swar ist, da v » « — rj^^i, 
die einsig brauchbare LOsnng « wo v eine Wurzel der Gleichung 
f(v) — vf (v) = 0 ist ; dieser Fall eines konstanten Integrals ist aber be- 
reits oben (S, 29, 30) erledigt worden. Sind da<,'egen die Gleichuntren (7) nicht 
unabh&ngig von einander, so muß, wie mau sich durch Betrachtung ihrer 
Funktionaldetenninante leicht aberzeugt, f(u} = cu, f(v) = cf, d. h. = cij, 
«ein, und dieser Fall ist auszuschließen, da % und Fundainentalintegrale 
Ton (A) sind. Es folgt daher ans den Gleichungen (6), dafi die Dstenmnante 



<6) 



P(v,s)Q(fi,r)-Q(p,8)P(fi,r), Ü{P{u,r)Q^ - Q{M,r)P, 

^ I 2 (P (f, s) Q,-Q (f .v) P, , P{u, r) Q (r, s) - ^(«, r) P{v, s)]"^ 
sein maB. Es ist aber: 

A - - {uB - vry [(«ly, - tt^y^y - 4 (a^ß^ - a^ß^) {ß,y^ - ftyj] . 
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— — 0, also 



Aus U5 — t?r — 0 würde folgen »= 0, d. h. — 

^' — ooDst.; diM«r Fftll i«fc wi«dMr anttnadiliafieiL; m bkibt daher: 

Diese Gleichung stellt aber die Bedingung dafür dar, daü i'(i4, r) und 
Q{u, r) einen genieiiisamen linearen FaUor besitien. Gans in deraelben 
Weise zeigt maiif daß, wenn P(t/, r) und Q (u, r) Yom der 1^ Dimension in 
« und r angeoommen werden, sie A — 1 gemeinsame lineare Faktoren be- 

sitien. Denkt man sieh in r) ! diese gemeinsamen Faktoren 

fnHfgehobeny so kann man demnach r) und Q(u^ r) von der ersten 
Dimension Toraussetsen: 

P(ii^r)-«» + /Jr, ^(w, r)-yi* + dr, 

imd analog: 



darin mnfi 



-f 0 sem, da sonst ^- — ^ ^--J = <», also « * cv + c,, 



y ^ 

■d. h. =» Ci^^ -h Cj wäre, ein Fall, der obeo (S, 30) erledigt worden ist. 
jSetst man diese Werte von P nnd in die Gleichung (5) ein und ordnet 
meder nadi Potenzen TOn p und 9, so Tersohwinden die KoefBsienten Ton 
und ^ identis«^ nnd der KoefBiient von wird: 

<e8 muß daher ß -{-y^O swn, d. h. 

dt av-\-ßt 
di ~ — f!e + tf« 

(«r + s) d P -h — ds) d* «- 0. 

Daraus folgt durch Integratiou die Beziehung: 

av* + 2ßvs = c, d. h. atjl + 2/Ji|,{, - d^* - c. 

Dies ist die gesnchte algebraische H-'l;?tion zwischen r]^ und im Aus- 
nahmefalle; sie ibt der für dif entsprechende Ditferentialgleichung gefundeneu 
^auz analog. Dividiert man durch c und zerlegt die linke Seite in Faktoren, 
SO ergibt sich: 



worin die Konstanten a,, d«r Bedingung 



H- 0 genügen , da 



sonst wieder auf den Fall Sj. ~ ^'»/x "I" ^1 zurückkommt. Setzt man die neuen 
Fundamentaliutt'grale -(- ^r^^^ = u^, -|- 6,^, — 1;^, so wird i*,t>, — 1, 
d. h. die Differeuzöogleichuug (Aj ist reziprok. 

Es erdhrigt nodi, die Bedinguugsgleichung dafür auftustellen: Besitst 
4ie Dilfereniengleichnng (A) swei Fundamentaiintegrale nnd derart| 

daß t^^ ^ \ so ist (vergi 8. 29): 
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oder: 

teruer: 

Daraus ergibt sich die gesuchte Bedingungsgleichung: 
imd ee wird: 



••«+1 



•Im: 

X— 1 JC- 1 

0 0 

Die inttfgrale und brauchen in dt-r Tat keine algebraischen Funktionen, 
von und /u sein, obwohl hier eine algebraische Funktion von 

und ist (W,»|/Ai-"4). 

Die Speaialfälle — 0, i»^ = 0. 

L - 0. 

Die Differenzengleichung yg+t p^yg^t dureh die Sabifitatioii 

y^^i ~ r 'i^f die lineare Differonzengleichuntr erster Ordnung '^^i ^ Pt~m 
zunickgotührt, deren aämtiiciie Integrale sich nur durch eine Konstante 

unterscheiden. 

U. i>, - 0. 

Besteht anritchen den Fundamestalintegraleii und der DüEneDien- 
ffleichiinff 

die algebraiflohe Beziehung mit konstanten Koeffimenten » /'(Ot ^ 

diese Gleichung wird nur dann idnüisch erfüllt, wenn f{^i^) cu^ was un- 
zulässig, oder wenn 7^ 1 ist. Ts^t da.s ni' ht der Fall, so bilde man mit 
den koiyugicrten Werten der algebraischen l!\inkti(m f das Produkt: 

f ist eine rationale Funktion von und u^; es ergibt sich also im all- 
gemttneo eine algebraische Beaehnng xwischen und und daher auch 
swisehen Vc~f(ifJ und Dieselbe wiid illnsorisch, wenn 

ist Dann ergibt sich entweder => 0, d. h. oonst und daher 

aueh V *- =■ eottst.t was nnsullssig ist, oder aber ^(O ~ 0, d. b. 
^ — c^oonst.;. Die Differenzengleichung 
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iMsitit die Foadftiiieiitalintegrale und (— ^)', wenn q = jj/cj ist, und 
es fragt sich, wann zwischen und T — also auch zwischen und 
( — l)*, d. h. zwischen e*^^ und e"" eine algebraische Beziehung besteht. 

Das ist aber nur dann der FaJl, wenn In^ •> ^»i (p und g ganze SUtlüen), 

also p = f'^ , d. h. wenn q und daher auch c eine Linhcifsinir-rl ist (auch 
der Fall g^ — 1 gehört noch hierher). Es läßt sich nun leicht zeigen, daß 
diese algebnusdie Berieliimg stets too der des AusiuihmefaUes Tendusden 
ist, und dftB in der Tat die beiden Fondamentalldsungen der Differensen- 

X— 1 

gleichung y^+t^'Cy, algebraische Funktionen von c und JJ ( — c) «* (— c)* 

0 

(ygl. S. 29} sind: Die Differenzengleichung !fg+t 9*3fm* ff ^ e * 

tknix 

{k^O und relatiT prim ro m), beflidct die l^^damentalintegrale ^ » ^ * 

lind v^^i^— = e " ; xfriscben denselben besteht die algebraische 

Beziehung — ** [ßilr ein gerades « = 2 1» lautet sie * A 

Nun ist: 

nnd 

4k+n 

^fOr geiade n => Sm wieder «t^ * — i|j ; hieraus ergibt sieh aber und 
Ihdier audi als algebraisohe Funktion Ton (f tind cf^ 



Beispiele: 

x-\-2 X 4-2 

. a;(« 4* 1); — x, c;, — — «ij. Die Integrale sind «Igebnisoh. 

2* traMzendmt, 

d,«3*8«-*S-2*^ f*.-2«, v,-4'; v.<^i4- 

Die Integrale sind trunä^eudent, aber algebraisch in d^i 

-•-f^''''' "•"Vi''' 
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AumakmefttU: 

y»+t _|_ 1)« _ 1^ + _|_ ,)f (j. _ 1) — W ? 

1 1 

u,-2'~^, f.,= 2'+ ^; rl-M« = 4 oder v^ = Vi^U ^.--3» 

in rationaler Fonn: 

4«i+, — IOm^^-iM, + 4«» — 9 — 0. 

(U) u.+i yr+"«l tt. 1/4 + ui+i - 3 ; 

in rfttumaler Foim: 

(4i4+i + 10«.+i«» + 4ii5 9) (4u5+, - 1014,+! u, + 4i4 - 9) - 0. 
Da nicht glwcbseitig 

4i4+i + 10««^iii« + 4i4— 9 — 0 und 4i4+i— 10M9r+i«» + 4«(2 — d — O 

atin kann (daraus würde folgen «,+1 «»0, ±t ««■■^» w»+t ™ iit 
was unmöglich itt), m bleibt als dngige Oleiehiing: 

4t»J+i — 10«f>+ii», -f 4 «f — 9 0 , 

ans der sieh in der Tat m'cA< als algebraische Funktion von x ergibt, 
ö. Algebraische Integrale im Ausnahmefalle: 

-{-2)(2x+ + i (x+ 2)(2x+ 1)*«" 

X— 1 

i7 + V •• Hl • i31 -* 5 



I 

«—1 



X — 2 X — 1 1 
X—l ' X X 
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